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译者序 


.呈现在读者面前的这本《托马斯太学微积分 》 （[niwrsify Calculus ) ,堪称是■:{俱进' 稍益求 
精和推陈出新的典范之作. 

本书脱胎亍著名的 《托 马斯微枳分》 （ Catcutu .,) , 由麻有理丁.学院资深老教授 <). R 托 

马斯编著.这本大作是字誉世界的少数经典微枳分肀教材之一，并 M 在 麻省埋 T . 学院和关国其 
他…邱大学长期使用.该 ft 从！951年出版到近期的第11版 [ fif 世.历经 t 个多世纪的改进.成为 
美国主流教材之一,其使用经久不衰，充分显示出它的影响力和价值.《托马斯傲枳 分》 过力的 
书名是 《微积 分和解析几何> ( Calculus and Analytic (komttry ) , A 第 10 版更改为现在的名称.它 
的内容包括我们通常所说的微枳分以及高等微积分的部分预备知识. 

《托马斯大学微积分>是<托马斯微积分> 的精编版木，为 T 更好地适应大学激积分教学的需 
要，作者在全美大学范围内作了闽奄，新书就是忭原朽的基础上依据作者征珣的意见改 Thfti 
成的. 

微积分诞生于17世纪后半叶，成熟于19世纪末和20世纪初.在牛顿和莱布尼茨提 出最枋 
形态的微积分后，经过 2 00余年的发展，改进和完善，于20世纪初形成以微枳分为核心的现代 
数学分析的经典理论.发明微积分是数学史上继创立欧几里得儿何学的第二个里程碑，它一方 
面奠定/现代数学本身的基础，由此开创 T 数学各个学科分支飞速发展的新时代；另一方面.它 
成为近 3 00年来促进科学技术革命，推动自然科学、丁.程技术以及人文科学仝面进歩不可或缺的 
T _ 具.不仅如此_微积分还以其唯物辩证和思辩的_然饵学思想，深刻地影响着人们对客现世界 
的认识和正确思维方式的形成.发明微积分是人类有史以来取得的最伟大的科学成就之一.恩 
格斯曾经精辟地 指出：‘‘在 一切理论成就中，未必有什么像17世纪下半叶微积分的发明那 样被吞 
成人类精神的最高胜利了.” 


正是由于微积分在推动社会前进中所起的作用 ffl 所处的地位，当今微积分已成为大学教育 
中珥工科以及其他技木学科乃至人文学科--切大学生的必修课程，也是当今广大知识阶层需要 
掌握的一门学问.学习微积分学不同于学习读者从中学阶段就接触的算术、代数、=角和儿何 
学，这些课程主要涉及以经验和直觉为基础的空间形式和数髢关系的一般演算与 推理. 而微积 
分则不 M , 它需要建 S 更深层次的概念和方法.这也说明为何欧儿里得几何学早在公元前两个 
世纪就建立起完整的演绎体系，而微积分在两千多年之后才被发现，又经过几百年的演变姶臻 
尸完备.由于这种差异，选择学习微积分的教材便成为一个重要问题. 

已经出版的微积分学教科书数以千计，经过期的 B 然选择过程，也不乏优秀之作，不过齊 
遍适用于一般大学的教材并不多 a . 《托马斯大学微枳分》继承和发扬了 《托 马斯微枳分》的传统 
优点，融人新材料和新教学思想，整合题材，调整结构.使之更便于组织教学和更易于阅读，可 
谓“青出于蓝而胜于蓝' 

本书集中地展现出诸多令人瞩目的特点. 

第一.坚持微积分的如下教学 目标： 以最快的步伐使学生；■解微积分的基本概念，掌握其分 
析方法和理论基础，获得实际应用能力，为他们尽早进人现代数学，科学技术和其他应用领域做 
好准各 . 

第二，力求按照微积分学创建和形成的过程讲述微枳分.从根本上说，数学的 概念， 方法和 



IV 


理论来滬于实践和经验，微积分更不例外.发明微积分的过程乃是从现实世界的“妝切”提炼微 
枳分的概念、方法和理论的过程.微积分汴往给初学者带来困难的原 W 是最后形成的抽象概念 
和严密理论脱离丫现实世界.变得难以埋解.本 I ?运用大 M 窗于启发性的实例引领读片进人汾 
论的主题，从中归纳出 定义和 定理，然冉把撖积分形成的理论和方法付诸成用，展现其“来龙 
去脉”.在这里，微积分不是神秘的、枯燥乏味的， 咁是 (4 然的、生动有趣的- 

第坚持严格性标准.本书 M 然不采用纯粹从抽象概念和定义出发推异结论和定理的讲 
述方式，但是，演绎论证毕竞是建立严密理论系统所必需的.本书非常电视严格性，对于®:要的 
概念和定义给出形式化描述：对十大部分定理和推论给出严格证明，或者指出 i £ 明的 步骤； 对 i _- 
少数未 y - 证明的定理和推沦留作习题让读者证明；只对少数超出本书莅围的定拥 才留待 K 等微 
积分教程去证明. 

第四，为帮助学生掌握微积分方法和培养解决应用 M 题的能力.提供 r 卜富多彩的 ft 类习 
题，每一节有围绕主题的习题.毎一章有指导复习的问题，实习习題以及 H 充和提高习题■所存 
这些习题构成一个完备的题庠，其中包括各种类型和不问难度的习题.习题总 ii 将近 《 X » 道- 
渉及数.理、化、生' 地和天文等 A 然科学.气象和环境科学，军聿和航天技术，医学和4命科 
学，经济学，材料' 能源、交通和丁-程技术，以及数学本身.不同读者可以选择适合于 n 己的 
习题. 

第五.注意使微积分间现代计算机工 H 相结合.部分~题要求使用 CAS (计箅机代数系统）. 
CAS 是能够进行微积分计算和采用符号形式求微枳分的系统， Maple 和 Mathematica 就足这样的数 
学成用软件系统.这类系统带有各种软件包和图形计算器.具有很强的计算.求解和绘图功能. 
虽然对于学习微积分而言，使用计算机工具不是必需的.但是在用微积分解决应用问®时这些 
T ： 具无疑是重要的. 

总之，本书 B 标明确，题材 适中. 组织严密.深入浅出，非常适于我国大学一般专业作为微 
积分课程的教材.对于广大 A 学数学的读者，也是一部优秀的经典读物. 

由于译者学识和水平所限，译文难免遗留错误，敬请读者指正.译者对存 A 的错误承担责 
任，并力求在日后重印时修改. 

译老 
2008年4月 




槪览 这本《托马斯大学微积分》是《托4斯微枳分》史为精炼和步调更快的改进版本，保持 
r 原著 贤持 商标准和突出应用的特点. 

从一本铕心编撰的朽中浓缩题材足一项艰难的任绔.我们保持《托 H 斯微枳分>中士:贺思想 
的谨慎演变.并 d 拒绝降低其严格性的诱惑.我们认为，按高标准会激发卞生追求巾-越才裨，另 
一方面，具备各种函数的坚实 S 础，对于理解微积分垦极为®要的.有鉴 于此. 我们保留广吒缩 
后的第1章，复习各种基本函数.我们琿解某些教授宁 ig 跳过这神复习.但也相信还有许多学生 
需要冉次阅读这呰材料.第1章不是对微枳分的简介，而是对普通学生提供有益的帮助. 

当今.越来越多的髙中学生熟悉微积分中的木语和运算方法.然而，当他们进人大学时，对 
微积分概念的理解通常是非常有限的.我们认识到这一现实，因此始终专注十各种概念以及它 
们的应用. 

为了达到《托马斯大学微积分》的0标，我们征询 r 很多同行和评论家们的意见.他们帮助 
我们决定哪些主题需要保留，哪些主题应予压缩或者埘除.我们谨以这本新书对他扪的格心建 
议表示感谢. 

教学法特点 

习題 习题和例子在学习微枳分中扮演 着至关 重要的角色.本书收录/■出现在 {托马 斯微积 
分》以前各版中的许多习题，这些习题是那些版本的重要组成部分.在每一节，按主题组织和归 
类从计算问 B 到应用问题和理论问题的习题.这种安排使学生有机会培养应用嫌枳分方法的技 
能以及深化他们对微积分应用的理解. 

严格性 始终如一地坚持严格性标准.我们同时给出形式的和非形式的讨论，分清两荇之 
间的差别，而且为学生提供精确的定义和易于理解的证明.课文的组织使本书的题材可以按非 
形式的方式讲授，给予教师一定程度的灵活性.例如，虽然我们并未证明闭有界区间上的连续戒 
数有最大值，但是我们精心地除述这个定理并用它证明了几个其后的结果. 

艺术性 我们认识到图形和图解是学习微积分的重要组成部分.我们格外注意用图形解释 
相关概念的清 晰性. 三维图形在这一点上尤其明显.使我们能更好地表示深度、层次和旋转. 

章后复习问题和研究鼉目 除每节后面给出习题之外.每章以复习问题、实习习题以及一 
系列神充和提髙习题终结-学生研究题 S 可以从 wps . aw . « im / aw _ jho [ ims _ calculus_l 1获得. 

写 作习题 贯穿全书的写作习题要求学生探究微积分各种各样的概念和应用.另外，每章 
包含要求学生总结所学知识的问题.许多这样的问题要求书面描述，以检测对概念的理解. 

答案 对所有奇数编号的习题提供答案，这些答案的正确性经过认真检査. 

数学上的正确性 我们仅限于谨慎地讲述真实的和正确的 材料. 对于毎个定义、定理和系 
以及证明都作过检査，保证表达的清晰性和推理的正确性. 

行文 和应用 本书继续保持易于阅读、通俗化和数学上丰富多彩的特点.每个新主题的引 
人都由鲜明的、易懂的例子和应用诱导. 

技术应用 依据教师的鉴赏倾向融人有用技术.毎节包含需要使用技术的 习题： 如果适于 
用计算器或计算机，则标识记号 D ; 如果需要用计算机代数系统 （ CAS , 例如 Maple 或 



MatKematica ), 则注明计算机探究. 

补充读物 

《大学微积分学生版^(汾^咐 Edition of University Calculus ) 

ISBN 0-321-35014-6 

《教师题解手册 Sokiofu Manual) 

第 1 部分（第 1~9 章）， ISBN 0-321-38848-8 
第2部分（第 10 ~ 14章）. ISBN 0-321-38698-1 

《教师题解 手册》 由 William Anlis 等编写，包含对本书全部习題的完整解答 ■ 

《习 B 答案 》 M 

ISBN 0-321-39423-2 

《习题答案》由 William Anlis 等编写，包含对本书大部分习歧的简要解答 * 

《学丰提纲》 （ Student Outlines ) 

第 1 部分（第卜9章 ）， LSBN 0-321-39551-4 

第2部分（第 10-14 章）， ISBN 0-321-39969-2 〜 

《学生提纲》对照课文组织材料.由 Jo * P h Boraellino 和 Patricia Nelson 编写，它强化 M 要概 
念，并且提供对重要的主題、定理和定义以及学习提示和补充实习问題的概述， 

《初期趄越®数微积分适用的代數和三角学，（加以"- 77 ™ 1 Al ^ ebm and M 

Traiuicendentals Calculus ) ，第 3 版 

ISBN 0-321-32050-6 ^ 

锐敏的代数和三角学技巧对掌握微积分至关重要，由 Gunlram Mueller 和 Ronald I . Brent 编写 
的《初期趄越函数微积分逋用的代数和三角学>(第 3 版）旨在帮助学生在学习微积分时掌握这些 
技巧.本书在学生学习中的每一步.向他们展示必需的代数或三角学主题，并指出潜在的难点. 
包含代数和三角学主题的易于使用的材料，按学生学习微积分时所需这些主題的次序安排. 

在线辅助材料 

MyMathLab 

是为 Addi ^ n - W ^ ley 出版公司的数学和统计学教科书编写的一套易于定制的在线课 
程的特殊教材.在 CourseCompass(Feareon Education 的在线教学和学习环境）和 MalhXL { 我们的在线 
家庭作业' 辅导和评估系统）的支持下， MyMatKLab 对教师提供讲授全部或部分在线课程所需的丁 
具，不论学生是在实验室还是在家学习. MyMathLab 提供一个丰富灵活的课程材料套件，具有由算 
法生成的自由式应答习题的特点’这些材料的利用不受限制‘学生也可使用在线工具，如视频讲 
座、动画、多媒体教材和 Maple / Mathematica 项目等，独立加深他们对课程的理解和提高学习成绩- 
教啊用 MyMalhl ^ b 的家庭作业和测验管理器选择和布置与教材直接相关的在线习題，为了增加灵活 
性，他们还可以创建和布置自己的在线习题并且导人 TestGen 薄验. MyMathLab 的在线评分册 特 
别为数学和统计学设计——自动眼踪学生的家庭作业和测验结果并且使教师控制如何计算最终成绩. 
教师还可以把离线（纸和笔记录的）成绩加进评分册计算最终成绩.具备资格的采纳者可以^获取 
MyMathLab . 欲了解详细情况请访问我们的网站轉 .mymathlak com 或者同 Addison - Westey 联系 . a 


0教辅材料申请和联系方式请见书后所附的“教学支持说明 "■ —编辑注 
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MathXL 

MathXLi^M AdaL W n-W^l e y 出版公 M 的数 卞和 统汁嗲教材配货的强大的作线作 4 、辅异和 
if 佔系统.通过 MalhXL, 教师能够使用以算法力式屮成的巧越创辻、编«和布當.仵线家庭作业 
和测验题，这岬~题和测验賊汴 PI 鉍 W 面上 材相; t. 他们也吋以创达和布置 f.| Li 的作线二 J 
题和#人 T ⑺ tGen 测验 M. 以增加 i 活性.对所 冇卞 生的作业都可4: MathXL 的作线 if 分册卜_进 
行跟踩.学生可在 MathXL 上接受 按苡测 验并牧 到根 据测验结果制定的个件化卞习讣划.学习计 
划措: h 薄邶环卄并 a 接链接到学生需要卞 习和租 新测验 n 钿的辅味习题. f 士也叶以汽接从选 
定习题进入补充 的动闽 和视频莳辑. H 备资格的采纳古 " 〖以获取 MathXL. 欲 f 解洋细悄况请访 
问我们的网站 www, mathxL com 成者问联系」 

TestGen 

TestGen 使教师能够使用为达到丰 fi 全部 丨丨紅 ㈨ 汗发的一个汁箅机化的 娌库， 逑么 * 编辑、 
打印和管理测验题.是基于算法方式的.使教师通过点占一个按钮就能为同样的问鞅或 
测验创辻多种等价的版本.教师还可以修改测验库中的问题成添加新问题 T 测 验鞅可 W / f : 线打 
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第 1 章函 数 

概述 ® 数是学习微积分学的基础.在这 一意我 们复习函数是什么，如何绘制函 数的® 形， 
如何对 a 数进行组合和变换，以及可以用来对函数分类的方法‘我们考察嫩积分学中出观的主 
要函数类型，其中包括三角®数、指数函数和对数函数.此外，也要讨论在用 ii ■算器和计算机绘 
制困数 图形时可能出现的失误. （对 于实数系、笛卡儿坐标' 直线、抛物线和 ® 的复习放在附 
录中 .） 

1.1 函数及其图形 

闲数是用数学语言描述现实世界的关键成分.函数可以用方程式、数值表和阁形表示，或者 
川文字描述；本书中我们将采用所有这四种表达函数的方式.这一节复习函数的这些概含 
1.1.1 函数，定义域与值域 — ’ 

水的沸点同海拔髙度有关（沸点随海拔的升高而下降）.现金投资的回报依赖于投资的持续 
时间.圆的面积由圆的半径确定.物体在恒定速度 f 沿直线路径运动的距离取决于经历的时间. 

在每种情形下，一个变 M (例如 ；•） 的值依赖于另一个变量（例如; o 的值.我们把这样的亊例 
称为 “ r 是*的函数"，并用记号表示成 

_ > =/(幻 （读作> 等于/对^的值"） 

在这种表示法中，符号/代表函数，宇母 T 代表/的掄人值的自变量，而 r 是因变最或/在 I 的输 
出值. 


I 定义从集合到集合^的函数是一个对应规则，对于毎个 元素; 确定唯一的 （单 
| 个）元索 /(Ue K 


所有可能输人值的集合称为函数的定义域.当 i 遍取 D 中的元素时， / U ) 的所有值的集 
合称为函数的值逋.值域可能并不包含集合 K 中的每一个元素.函数的定义域和值域可以为任何 
对象的集合，不过在微积分学中它们通常是解释为坐标线上的点的实数 集合. （在第 li 章至第 
14 章讨论的函数，其定义域和值域集合的元素是坐标平面或坐标空间中的点 .） 

通常，函数用公式表迖，以公式描述如何从输人变裰计算输出值‘例如.公式 X = 是从 
岡半径 r 计算圆面积 <4的规则（在这个公式中「被解释为长度，只能取正 值）. 当用公式定义函数 
时，如果定义域没有以显式方式说明或者由上 T 文限定，那么假定定义域是使公式中 y 取实数值 
的实数^值的最大集合，即所谓的自然定义域.如果要用某种方式限定定义域，那么必须予以说 
明 . r = /的定义域是全体实数的集合，例如，为了限制这个函数的自变優^:取正值，就应该写 
成、 = x > 0 '\ 

对于用公式表示的函数，当改变定义域时，通常也改变函数的值域.的值域是 
r °- »>■ i 在2”的值域是全体大于或等亍 2 的数的平方值的集合.在集合记号中，这个值 

域为 丨或 或[4, 》). 

如果函数的值域是实数集，就说函数是实值的.一个实变量的许多实值函数的定义域和值 
域是 K 间或者若干区间的组合.区间可以取开区间' 闭区间或半开区间，也可以是有限区间或者 
无限区间. 


一个函数 / 犹如 一台 机器，只要从函数定义 域中饿 , 

送一个输人值就产生它的值域中的一个输出值 /(*) * 1 

(见 ffli . i ). 计算器的函数键躭是把函数当成机器的例 （SE 义 


子.例如，计算器上的 W 键，只要对计算器输人一个非 ffli - i 把函数视为■神机器的 m 形 

负数值 I 并按石键，它就给出一个输出值（平方根）. 

函数也可以 用铺头 图表示 （见图 1.2). 每个箭头使 
定义域/>中的一个元索同集合 r 中一个唯一的元素关^ 

胃联.在图 1-2 中，箭头表示 /( n ) 号《关联， /(*) 与*关 
联，等等.请注意，-个函数对于定义域中两个不间的 



输人元索可能具有相同的值（如图 1.2 中的 /( a )), 但阁1.2从集介 D 到集合 K 的承败，对 
是对每个输人元素 * 只能给定一个输出值 /(*). 弓于 P 中的每个兀索给定 V 中 

例1验证下列函数的自然定义域和关联的值域. 一个难一 M —个元家 


解公式7=/对于任何实数值*给 
定一个实数值 y ， 所以函数的定义域为 
(- » , ® )- 的值域是 [0, »)， 

因为任何实数的平方是非负实数，而每 
个非负实数 y 是它自身平方根的平方.即 
对于 r 各 0 . y = ( v 7)' 

公式 y j 对于* =0以外的每个实 


兩 数 

定义域 

值 城 



[0. » > 


( - » . 0 ) u { 0 . W ) 

(- W , 0) U {0, » ) 

y~Jx 

[0. -) 

〔0. « ) 

r 二 /4- \ 

i _ ® , 4] 


> 工 •/\ ™ 

〔 -1,1] 

[o, n 


数值*给出一个实数值 y . 我们不能用0除任何数 . y = +( 非莩 实数的 倒数} 的值域是全部非零 


实数的集合，因为 y = ^ y . 

公式 y = 石仅当*身0时给出一个实数值的值域是 [0,-), 因为每个非负实数是某 
个数的平方根（躭是说，它是其自身平方的平方根）. 

在公式厂中， 4-* 不能是负数值，就是说， 4 -00,或者： rd 公式对全部 
给出实数值的值域是 [0, «), 即全部非负实数的集合. 

公式 y = v / T ^ r 对闭区间 [ -1， 1] 上的每个 * 给出实数值 r - 在这个定义域之外， u 为 
负数，其平方根不是 实数. I -* 1 在给定定义域上的值从0变到1,而这些值的平方根也是从0 
变到 1. 所以， / T ^ 的值域是 [0, 1]. ■ 

1.1.2 函数的图形 

如果/是以 D 为定义域的函数.那么，它的图形由笛卡儿坐标平面内以/的成对输人/输出 
为坐标的点组成.用集合记号，图形记为 

1(*, /(^)) 1» 6 01 

函数 /(N +2的图形是以满足 y = * +2的（*， r > 为坐标的点的集合.它的图形是 

图 1.3 中画出的直线 - 

函数的图形是显示函数性质的有用图像-如果（*， y ) 是函数/的图形上的一点，那么. 
7= /(；0是其图形在点 a 上的高度.高度可以取正值或者负值，这取决于 /(*) 的符号（见图 1.4). 





函 教 



R 11.3 / u ) = * + 2 的 ffl 形是使 y 值为 [ B 1.4 如果点 （*• y ) 位于 / 的阁形上.那么 y=/ (幻 

1+2 的点（*， W 的集合 的值是阁形在点(*， 0) 之上的«度 （当 /(1> 为 

负时是在点“，0>之下的 ft 度） 

例2绘制函数 r = ; r 2 在区间 [-2, 2] 上的图形. 

解造一个满足方程 r = / 的数偶 o , 的数值表如下.描绘坐标出现在表中的点 ( J _ H ，并且 

_一条经过这些点的光滑曲线（用它的方程标记 ）（ 见阁 1.5). 



wn . s 例 2 中函牧的图形 

我们是如何知道的图形不像下面两幅图形之一的？ 



为了寻求答案，可以在图中描绘出更多的点.但是，如何把它们连接起来？基本问题仍然是：如何 
知道图形确实像我们在各点之间画出的曲线 那样？ 在第 4 章将会看到，这个问题的答案包含在微积 








分中，与此同时，我们将必须确定绘图点，并 -R 以我们能够做到的最佳方式把它们连接起来- 

1U 用数值表表示函数 

我们已妗见到如何用公式以代数方式表示一个闲数（求面积的喊数），以及用图形以可视方 
式表示一个闲数（例2的函数）.表示函数的另外一种方式昆通过数值表用数值方式表示. TM 


师和科学家们经常用数值表表示函数.用例 2 中 
介绍的方法 t 可以仵计算机的辅助下从一个特定 
的数值表 M 出函数的图形.仅由数值表中列举值 
的点构成的阁形称为败布图. 

例3咅乐的音调是可以记录 F 来的空穴中 
的顶力波形.表 1.1 中的数据给出用音叉产生的 
组 数据，记读甩力波形的位移与以秒汁的时 H 
之间的关系.这个表提供压力函数关于財间的表 
/K. 如果先作一幅散布图，然后连接表中的各个 
数据点 （h />)，就得到如图〖.6所示的图形. 


P (fK 川 



m 1.6 通过描绘点的光滑曲线给出由表表 
不的压力函数的用形（例 3) 


表 L 1 啬叉齩雄 



1.1.4 分段定义的函数 

有时，函数在其定义域的不同部分要用不同的公式描述. 
一个例子是绝对值函数 


它的图形在图 1.7 中给出.方程右端意味着当时函数等 
十 A， 当 x<0 时函数等于下面是另外儿个函数的例子. 

例4函数 

-I, ^ <0 

f(x) - | , 0莓 x 矣 1 



图绝对值喊数的定义 

域为 （- 30 T X ) , 

值域为[0, 《□) 










教 


定义在整个实线上.但是在 * 的不同位®,凼数值由不同的公式给出 . 当* <0时. 
0=^ S 1 时 ， r = ; c 2 ; 当* >1时 ， y = |, 然而，这个函数恰好是 ， 

定义域为整个实数集的函数（见图 1.8). _ 

例 S 对于任何数*，涵数值为小于或者等于_>：的最大整数 
的函数称为最大整數函数或者底 整敷® 數，用 L *」 表示.图 1.9 
显示这个函数的凼形.请 注意： 

L 2-4 j = 2, Ll -9 J = 1, L 0 j = 0, L -1.2 j = -2, 

L 2」=2, L 0.2」= 0, L _0.3」= - 1， I -2 ' = -2 


4 


m 


例 《 对于 任何数 *, 函数 值为大于或者 等于 ; c 的最小整数 
的喵数称 为最小 at 数函数或 者顶 整数函数， 用 「文1表示. 


函数：^=/(^0的1¥1形， 
在定义 域的不同部分 
用不同的公式（例 4) 


图 1. 10 il 示这个函数的图形-例如，在停车每小吋或者不足 I 小时收费1美元的停¥场，对于 
正的*值，这个函数可以表不停车*小时应付的停车费. _ 



-2 -1 / 


SI 1.9 最大整数 s 数 y = 的 ffl 形在直 

线 >• = * 上或者位于它的下方，所 
以它提供 * 的底整数（例 5) 



直线 y = * 上或者位于它的上方. 
所以它提供*的顶整数（例 6) 


1 - 1 - 5 垂直线检嗆法 

人们所能画出的每一条曲线并非都会成为一个函数的 图形. 一个函数/对于定义域中的毎个 
z 只能有一个值/(*)，所以没有任何一条垂直线可能与一个函数的图形相交.-次以上.因此 ，一 
个圆就不可能是某个函数的图形，因为有许多垂直线同圆相交两次（见图 1. 1 U ). 如果 a 在函数 
/的定义域中，那么，垂直线 *= a 与/的图形在点 （ a , /( a )) 相交. 





a) 0不是一个函数的图形， b ) 上半圃 是函数的图形 c ) r 半圆是函数;的囝形 

它_不能通过垂直线检验 


m 1. 11 



然而，图 1.1 U 中的圆包含 X 的两个函数的 ffl 形： 上半阓 由函数 /(*) = 定义； 下半 
阆由 〆 *) = - A 定义 ( 见图 1. iib 和图 1. lie ). 

1.1.6 函数类型 

在微积分中经常会遇到一些重要的函数类型.我们在这一小节对函数类型加以区分 ， mi 
对它们作简要描述. 

线性函数形式为 /(*)=_ + <« 的函数称为线性 * 数，其中 m 和&为常数.囝 i ._2 a 表示一 
组直线/(*)=™.其中6=0,所以这些直线通过原点.函数 /(*) =1称为恒等函敝，其中 
m = l , 6 =0.常值函数是斜率 m =0 时的函数（见图 1. 12 b ). 具有正斜率和图形通过原点的线件 
函数称为比例关系. 




b) 料率 m =0 的常值函玫 


图 1. 12 


定义说两个变量（相互）成比例，是指 一个变 董总是等于另一个变量的常 数倍； 也就是 
说，对于某个非零常数 y = kx . 


幂函 tt 函数/(幻 =* ‘称为 冪函数 ，其中《是常数.下面考察几个重要特例. 

(») « = ", «是正整数. 

/(*) =，（n = l , 2, 3, 4, 5) 的图形显示在图 1.13 中.这些函数是对 * 的全部实数值定义 
的.请注意，当幂 n 增大时，曲线在区间（-丨， 1) 上平缓地向； c 轴靠近，对于 hi >1,曲线则 
更 陡蛸地 提升.每条曲线都经过点 （1, 1) 和原点. 



m 1. 13定义在 -» <*<*1 的函数 /(*) =】■的图形， n =\, 2 , 3 , 4, 5 


(b) a - - 1 a = -2. 

函数 /(*) =*' = 士和心）的图形显示在图 1.14 中.这两个函数是对所有#0 






®1.15 幕函败 /⑷ =* •的形： 0 = +， 


多项式若 

P(s) ^" 1 + - +a t x +a 0 

则函数 p 是多项式，其中 n 是非负整数，数 a ,， 〜，，..，《，为实常数（称为多项式的系数）.所 
有多项式的定义域为 （-* ，《 )■ 若首项系数且 n >0, 则 n 称为多项式的次数.的 
线性函数是一次多项式.次数为2的多项式通常写成 p (*) za ^+ fcc + c ， 称为二次困数.与此类 
似 ，三次 函数是次数为 3 的多项式 〆 *) = ai 3 + c * 图 1.16 显示三个多项式的图形.在 
第4章要学习绘制多项式图形的方法. 



图 1.16 




有理函数有理函敝是 一个商或者比 


其中 〆 *) 和？ 是多项式.有理函数的定义域是使 


的全部实数的集合.例如，函数 


/(*) = 


2 x ! - 
7i 


是以卜 I * 〆 为定义域的有理闲数.它的图形 ffi 示在图 1. 17 a 中；闬 I . I 7 b 和图 1. 17 c 显水 
的是另外两个有理函数的图形. 



困 1. 17 =个有理 函数的 形 


代数函数代数函数是对多项式进行代数运算（加、减、乘、除和取根）构成的函数.有理 
函数是代数函数的特例.图 1. 18显示=个代数函数的图形. 



图 1.18 三个代数函数的图形 


三角函数我们在 1. 3 节复习三角■数-正弦函数和余弦函数的图形显示在图 1.19 中. 

相数函数形式为 /(*) =<• '的函数称为相數®数，其中基 a >0 是正常数且 a 尹].所有指数 
函数的定义域为（-»， ■»), 值域为 （0,-), 所以指数函数不会取0值.我们在 1.4 节介绍指 
数函数.图 1.20 显示几个指数函数的图形. 




对数函数对数函数的形式为 /U)= 〗 og,*， 其中底 a #1 是正值常数.对数函数是指数函数 
的反函数.这两神函数的黴分和积分在第3章和第5聿讨论，图 1.21 显示具有不同底的四个对 
数函数.在每种情形，定义域为 （0, »)，值域为 

超越由数 超越® 数是指非代数函数的一类函数，它们包括三角函数' 反=角函数、指数函 
数和对数函数，以及许多其他的函数.超越函数的一个特例是愚链线.它的图形具有悬挂线缆的 
形状，像一条从一个支柱连接到另一个支柱上的电话线或者 TV 电缆， 在0身重量的作用 下白由 
悬垂（见图 1.22). 定义这种图形的函数在 3. 11节讨沦. 



围1.21 4个对数函数的阁形 m 1.22 悬链线或者悬挂电筠 的用形（- 悬链” 

一词来 A 拉丁语，意为•'链条"） 


1.1.7 增函数与减函数 

如果一个函数的图形在观察者由左向右移动时上升，就说函数是递增的.如果函数图形在 
观察者由左向右移动时下降，就说函数是递减的.我们在 4. 3节给出增函数和减函数的形式定 
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义.在那里将学习如何 4 找函数递增和函数递减的区 N . F 面是从图 1.13, 图 1 M 4 和图 1.15 中 
摘出的一些例子. 


m 败 

r- a 


r = 1/* 3 

r=A 

r^Z. 


1.1.8 «函数与奇函数：函數的对称性 

偶函数与奇函数的图形具有特殊的对称性. 


通增区间 __ 通滅 k w 



定义对于函数 ?•=/<*) 的定义域中的每个 *, 如果有 /(-») =/<*)，那么/称为 _t 的儁 | 
函《;如果 /( -*) = -/(*), 那么/称为 I 的奇*数. 


奇函数和偶函数的名称来自 * 的乘 W . 如果>•是 * 的偶次*，例如在 7 =* 2 或者 y = * 4 中 ， y 
就是*的偶函数（因为 （ (-*)、* 4 ).如果^是*的奇次幕，例如在 r = * 或者 r =^ 
中， r 就是*的奇函数（因为 （- I ) 1 = -*, ( -*) J = -* 1 ). 

偶函数/的图形对^轴对称.因为 /( -*) =/(*), 点 （*, r ) 位于/的图形上当且仅当点 
( y ) 位于/的图形上（见图 l .» a ). 图形经过 y 轴的反射保持不变. 

奇函数/的图形对*点对称 • 因为 /( -*) = - f ( x ), 点 (*, y ) 位于/的图形上当且仅当点 （- z , 
- y ) 位于/的图形上（见图 1.23 b ). 这等价干说，如果绕原点旋转180°图形保持不变，那么图形 
对原点对称.请注意，这两个定义隐含*和-*必须在/的定义域中. 



a ) 尸偶函数)的 B 形对_>，轴对称 



b ) 广奇函数 > 的图形对原点 对称 


图 1.23 


例7 

/ u )= v 是偶 函数： 对于所有*, ( -*) 1 对>■轴对称. 

fix ) =/ + 1是偶 函数： 对于 所有* , ( -*) 2 + l + 对 y 轴对称（见图 1-24 a ). 

fix ) =* 是奇函数：对于所有 *,(-*) = -：£; 对原点对称. 

fix ) =： t + l 不是奇函数： /( -*) = -*+1, 但是 - /(4 = ^-1,这两个函数不相等.它也 
不是偶 函数： 对于所有 ( -*) +1_ 1+ 1(见图 1.24 b ). 




函 


数 


II 


> = 4 T 2 十 I 



蝌当对函数加常数项 ia , f ， 所得 
向袢籩偶函 它的 
图形依然对对称 


图 


习 JH 1.1 

在习題 I — 中，求每个函败的定义域和值域. 
l . f ( x ) =1 + * 3 . 1/(*) =1-^. 

S . 4 ‘ )= 為 

在习題 5~6中， W 些图形是： t 的函数的 R ) 形， 
哪些 ffl 形不是函败阁形？提出答案的理由. 

Ma) (b) 

y 

c k 

n ¥X n. *■ 1 


6 .㈤ 



7. 把等边 H 角形的面积和周长表示成三角彤边长 * 
的函败 

8. 把正方形的边长表示成正方形对角线长度 d 的 
函数1然后把正方形的面积表示成正方形对角 
线长度的函数. 

， 把立方体的边长表示成立方体对角线长度 d 的 
函数.然后把立方体的表面积和体积表示成立 
方体对角线长度 d 的函数. 

1化第一象限内的一点 P 位于函数 /( r ) =斤的图形 



^ 7 ! 


b) ，对函致广：^加常数项 IB +. 所得 
糧 . w 


1. 24 


上，把/ > 的坐标表示成 P 与原点连线的斜率的 
忒数. 

在4埋11 ~ 16中，求函数的定义域并且_出 
函数阁形- 

ll . yu ) =5 - 2 x . I 2./(*) = ] - 2 x - x \ 

13^ U ) = / \ % \ . 14.^(*) = 

15 - ^CO =t/\t\. 1«lC(0 

n ， 画出下列方程的图形，并且说明它们为什么不 
是*的函数的图形. 

(■J fyi =*. (b)r a =x J . 

^画出下列方程的囲形，并且说明它们为什么不 
是*的函数的图形. 

(■) fii + J y I = 1 . ( b) I JC + y I = 1 . 

在 4 题【〜22中，画出函数的闬形， 


21. F(x) = | 

22. C ( X ) ={ 


3 x ^ l , 

2 x , x >\. 
1/ x , *<0， 
*, x ^ O . 


在习题 23-26 中，求每个图形代表的函数 
公式 T 
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24. {a) (b) 



25. (a) (b) 



26 . (*) ib) 



27. 当*取什么值时 

( a ) LxJ =0? { b > r ^ l =0? 

28- 什么实数*值能够满足方程 Lr 」=「 r 1? 

29. 「-*1= - Lz 」 对于所有实数成立吗？提出答案 
的理由. 

30. 画出函数 



的阁形1 / U ) 为何称为 X 的整败部分？ 

在习®31 -42 中，画出函数的图形.如果囝 
形存在对称性，那么是什么对称性？说明函数在哪 
些区间上是递增的以及在铘些区间上是递减的. 


43*/(jt) =3. 44, /( X ) - x \ 

45-/U) =/ + I. 46. fix) =x 7 +x. 

47, g( t：) = * 3 +i. 48, g( t) =x 4 + - L 

49, g(x) 5^.g(x) =^7J- 

Sl,h(t ) ，占 S2.k(t) - I I. 

53, h(t) =r2r + J. 54. ft(0 =2 I H + 1. 

Si 取 块 大小为 22 英寸乘】 4 英寸的矩形硬纸板， 
在每个角上切去一个边长为*的相同方块，冉 
折起四边构成如 下阳所 示的没有顷盖的鱼爷 
把盒子的容积V表示成 * 的函数. 


- 22 - i 



56. 附囝所示是斜边为2申位长的等圊直角二角形 
的内接矩形. 

( a | 把点 P 的: r 坐标表示成的函数（町以从写 
出直线的方程着手 
( b ) 把矩形的面积表示成*的闲数」 



在习題57和58中，指出每个函数及其对应的 
闬形.不要使用绘图工具，并且提出答案的理由. 
57- ( h ) y = x \ ( cj.v = r 10 . 







函 数 

58. ( = 5x . ( b)y = 5 \ 



O 讯 ㈤ 一起 _ 出函败/(幻和 = 丨 + _ ^的 
(¥1 形，确定满足 

f > 1 + t 

的: r 值- 

l W 用代数方法证实在 （ a ) 中求的值是正确的， 
H60 - fa ) —起脚出函数/(；0 =^的 

阁形，确定满 M 

3 2 

;~ r < ttt 
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的*值. 

( b } 用代数方法 iE 实在 U ) 中求的值是正 瘸的. 
61. 对亍对*轴对称的曲线，点 （：■, r ) 必须位于曲 
线上与且仅当点 U , 位于曲线上.说明对 

* 轴对称的曲线为什么不是-个 函败的 田形， 
除來 PS 数是 r =0. 

61工：#[成本代«市电力与照明公司在迈阿密河 
上有一座发电广，那里的河面宽800英 N . 为 
f 架设-■•条从发电厂到对岸市区下》2英电处 
的新电缆，穿«河面架设电埔每英尺花费180 
美元.沿岸边架设电缆每英尺花费100美元. 


•2 mi ' 



按比例1 


( at 假设电*从发电厂架设卸同对岸点/>相距 * 
英尺的 一点. 写出通过距离 * 表示的架设 
电规的成本函数 C (*>. 

< b } 建立一个数值表，由此判别由花费最少的 
位置点9到点 P 的炬高小于2000英尺或者 
大 T 2000英尺. 


1.2 函数组合及移动图形与改变®形标度 

这一节考察通过函数的结合或者变换构成新函数的主要方法. 

1 . 2 . 1 產数的和、差、积及商 

同数一样，函数可以相加' 相减、相乘和相除（分母为0除外）产生新的函数.如果/,客为 
函数，那么对于属于/和 y 的定义域的每个 *( 即对于 nfl ( g >)， 定义函数 /+«,/- 及和 
fg 的公式分别为 


(/ + *r) (*) =/(i) + g{x) 
</_《）（*) =/(*) - g (^) 
=/(x)g(x) 

在 Z )</) nou ) 中 《 u ) —0 的任何点，也可以用公式 
( f )^> = 5S (其中 


定义函数 


请注意，在上述几个公式中，左端的+号' -号、相乘和相除分别表示函数的加法，减法、 
乘法和除法运算，而右端的+号、-号、相乘、相除是指实数 /(*) 和 g (； o 的加、减、乘，除_ 
函数还可以用常数 相乘： 若^：是一个实数，则对于/的定义域中的所有 t <由 

(cfii,x) = c/(x) 
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例1由公式 


和 g ( x ) = yi -* 

定义的两个函数，定义域分别为 £>(/) =[ o , 和-*，】].这两个定义域的公共点 
集合为 

[0,® ) n ( - * j | = ； 0 j ] 

下表概括两个函数用不同代数组合产生的公式和定义域.对于乘积 函数众 也记为 /.& 


闲 教 


公 式 


定义城 


/+S 
/-8 
S'f 
/ -8 


e^f 


(/ + f ) u ) = A + yr ^ 

(f-g)(x) = J% - :x 

ig - f )(*) = yi -x 

(J'g)(x) ^Ax)g(x) = / x( I -zj 

f ⑷普々 


；[).1] = Di /} nD { f ) 
：0. I ] 

:0. 1] 

: 0. i] 

；0, l)u = l 除外） 
( o , UU =0 除外） 


函数 /+ g 的图形是在每个点通过对应的 7 坐标/(。和“幻相加得到的，如 
图 1.25 所示.例1中/ + # 和/- g 的图形显示在图 1.26 中. 




m 1,26函数 / h ^ 的定义域是/和 g 的定义域的交集 
合，即*抽上两个定义域重叠的区间 [0, 1]: 
这个 K 间也是承数 /- g 的定义域（剝1 ) 


1.2.2 复合函数 

函数复合是另外一种组合函数的方法. 


定义设/，$是函数， 氩 合函数 / ir / 与 g 复合"）由 

(/ a g )( x ) = f { g ( x )) 

定义.的定义域由 g 的定义域中那些使位于/的定义域内的数；^组成. 


这个定义表明，只有当 g 的定义域位于/的定义域内时，才能构成复合函数为了求 
(/7) U ), 需首先求奴幻，然后再求 / UU )). 图 1.27 把/ 7表示成一个机器图，而图 1.2 S 
则把这个函数复合表示成箭头图. 







函 


教 
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- - ► yt： r —^- t >—► f ■■ > 

阁 1.2? 两个闲数吋以在这样的*点复合， R 赛 
一个函数在 J 的值位干另一个 Ifi 数的定 
义 域内； 这个函数复合用表木 



为 r 计算复合函数/。#如果有定 义）， 首先求 / u )， 然后求 〆 素。/的定义域是/的 
定义域中那些使 / u ) 处于系的定义域中的数 * 的集合. 

函数/。式与？ •/ 通常是完全不同的. 

例2设 /( I ) =Jx , g{x) =x + \ , 

(«)(/",?)(*). (b)(« {c)(/< ， f)(x). 


解 


复合 


( a ) (/ -g)(x) -f(g(x) ) = -yg(x) = + 1 

( h ) (g »/)(*) =g(/(x) ) ^f(x) + 1 - Ji + I 
(CK/ »/)(*) =/(/(*)} = Vf{x) = =x K4 
( d ) » y ) (*) =^(^{ 1 )) =^( 3 ；) + [ = (* + i ) + i _ I+ 2 


为看出的定义域为何是 [-1，》), 注意 W *) 

1 S =0 的实数厲于/的定义域，就是说要求 

请注意.若 / U ) =/而 g ( i ：) =Ji, 则 (/(*> = (AV 
而不是 （ -《>，》). 

1 2.3 移动函数團形 

从现有函数产生新函数另外一种方法是对现有函数的 
每个输出值或者对它的输人变量，增加一个常数.新函数 
围形 是原函数图形作如下垂直移动或者水平移动后的图形. 


(«•) (g •g)(x). 

定义滅 
[- 1 ， as ) 

[0, «) 

[ 0 , * ) 

(-® , 0= ) 


1是对所有实数*定义的，但是只有 
但是/ 7的定义域是[0,， 


移 动公式 

每直 移动： r =/(*) 

如果 i > o , /的图形向上移动 a 个 单位； 如果 t < o , 
/的图形向下移动丨 t 丨个单位. 

水平移动： y =/(*+ A ) 

如果 A >0, /的图形向左移动/!个 单位； 如果 ft <0, 
/的图形向右移动 IAI 个单位. 



例3 

(■) 在公式 y = / 的右端加1, 得到: 
向上移动 I 个单位（见图 1.29). 


囹形 


rat.29 为了向上移动（或者向下 
移动） /U) 的图形， 

对/的公式加正常数或者 
负常数（例 3(a) 和 3(b)) 



( b ) 在公式/的右端加 -2, 得到 y = /-2 T 图形向下移动2个单位（见图 1.29). 

/中对^加 3. 得到;^=“+3) : ,图形向左移动3个单位（见图 1.30) + 

(幻在3^ Id 中对*加-2,然后对结果加-丨，得到 U -2 I ，1, 阐形向心移动2个单 
位和向下移动1个单位（见图 1-31). ■ 



m 1.30 为了向左移动的闬形，对 x 加正 常数； ^3 L3I Ixl 的阁形向右移动 2 个单位和 

为了向右移动阁形，对 I 加负常数（例 3( c )) 向 T 移动丨个单位 （例 3( d )) 


1.2.4 改变函数围形标度与反射 S 数圈形 

改变函数的图形标度就是在垂直方向或者水平方向拉长或压缩阁形.改变图形标度 
的方法是对函数/或自变量*乘一个相应的常数 I 通过坐标轴反射图形是取 c = -1 的特例. 


改变图形的垂直标度和水平标度以及反射囹形的公式 
对于 o 1 ： 

7=扒幻按系数 c 垂直拉长/的图形 
/=+/<*) 按系数 垂直压缩/的图形 
y =/(«) 按系数< 水平缩/的图形 
r =/( f ) 按系数 c 水平拉长/的图形 
对于 C = - 1 ： 

P -/ U ) 通过 X 轴反射/的图形 T 
y = f { 通过 y 轴反射/的图形 


例4改变 y = A 的图形标度和反射图形. 

( a ) 垂直标度；对右端乘3,得到 y = 按系数 3 垂直拉长图形；若乘则按系 


数3压缩图形（见图 1.32). 

( b 丨水平 标度： 的图形是按系数 3 水平压缩 
r = A 的图形； # 则是按系数3水平拉长的 

图形（见图 1.33). 请注意， = v 5" v ^, 故水平压 
缩可以对应于一个按不同系数的垂直拉长.同样，水平 
拉长可以对应于一个按不同系数的垂直压缩. 



( c ) 反射： -石的图形是石通过 * 轴的 反射； 
y = 是 r = A 通过？ •轴的反射（见图 1.34). ■ 


图 1.32 按系数3垂直拉长和压缩 
>-斤的图形（例4( 8 )) 





例 S 给定函数 / u ) -4* 3 +10( 见圃 1.35 a ), 求压 缩图形和反射图形的公式. 

< a ) 按系数2水平压缩图形，再通过 y 轴反 射围形 （见困 l .35 b ). 

( b ) 按系数2垂直压缩图形，再通过; t 轴反射图形（见图 1.35 c ). 


V -】& 4 + 32P + 10 y 





b ) 按系 Si £2 水缩 幻中产 / u ) 的 
围形_肖通 ilv 轴反射形 


m j .35 


d 按系骹2垂 

® 杉再通过^铀反时图形 


解 

( a ) 在/的方程右端用代换\得到公式 

y =/(-2x) = {-2x)* -4(-2 x y + 10 = 16/ +32^ + 10 

压缩图形的公式为 


r = - y/(^) = - ^-X* + 2 x 3 -5 ■ 

12 5 椭圆 

在附录 3 中复习圆的方程.对于以原点为中心和 r 为半径的圆，在标准方程中 （兄阁 ]+36 a ) 
用^代换: r , 得到 




(I) 



/ ” 2 = P 



mu 36水平拉长或者压缩一个圆产生補圆的图形 
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系 〗章 


若 0< c < l , 方程 （1) 的图形是在水平方向拉 KM ; 苦 r > l ， 则是在水平//向 TK 缩 IH 1, 祚两 
种情况下， 方程 （1) 的图形都是一个椭 M ( W ■图 I 36), 注意，在阁 1.36 中，形的 r 截距 
都是 - r 和 r . 在图 L 36 h 中，连接两点（ 0) 的线段称为椭圆的长袖：违接两点 （ 0 , * 厂 > 的 


线段称为®轴.在图 1.36 c 中，椭圆的长短轴颠倒过 
来： 长轴是连接点 （0, ± r ) 的线段，而短轴是连接点 
(± r / r , 0) 的线段.在两种情形长轴都是长度较长 
的那条线段. 

如果方程<】）的两端用/相除，得到 



其中 a = h - r . 若 a > b ， 长轴是水平轴； 若 a < b ， 
K 轴是垂直轴.由方程 （2) 给出的椭岡以原点为中心 
( 见图 137). 

在方程 （2) 中用代换1和，4代换 h 得到 
+ 丨 (3) 



方程（3> 是中心在 （ A ， 幻的橋圆的榇准 方程. 在9,4节 a >b , 长袖是水平轴 

复习椭阒的几何定义和性质. 

习 fi 1.2 

在习埋丨和2中 ，求 f, gt /+发和/_《的定义 （c)Wu(/Um id)v(/{u(x))). 

域和 值域. （t)yuuu))). 


1-/( x ) : X ， g ( x ) = /x - 1. 

2. /{ x ) = y * +1 > = a -1 ■ 

在习题 3 和 4 中，求 /， r //«和襄//的定义域 
和值域. 

3. /U) =2, g(x) =t 3 +1, 


表 /U) = 1， g(x) = I +-/x. 

S . 设 / U ) =; r + 5^ U ) =/ -3. 求下列复合函数 


的值或 公式： 

[ 9 ) f ( g (0)). 
W ( g ( x )). 
(*)/(/( - S )). 


\l) g (g{ 2 )). 


6. 设 / U ) =^- l , g { x ) = l /(^ + l ), 求 列复合 


函数的值或 公式： 

{c)Ag(x)), 
【0/(/(2” 卜 
[£)/(/( ^)). 

7. '^u(x) ^Ax-5, v( 
列复合函数的 公式： 


{d)g(f(x)). 

[ i ) g { g {2». 

ih)g{ g (x)). 

) = x 2 , /( 文） = i / j ■求 y 


8. 设 /( j ) : g ( x ) = x /4, h ( x ) =4 x -^. ^ V 
列复合 Pfi 数的公式： 







今 fix 、 =x- 3 , g(x)' h ( x) =x\ j(t)= 
2 x . 把习® 9 和 10 中的每个函数表示成包含 /. & 
A 和 J 中 个 或者多个函数的复合函数 I 


9. ( a)y = A -3. 

( c >/ = x _' 

( e ) X = AT ^ V . 

10. { ti ) y ^2 x-X 

{ c)\ -X 3 . 

{ e ) V = 2 /j - 3, 

11. 釐制并填写 下表； 

g ( j ) 


( b)r = 2/*, 
( dJr =4 x . 

{ f)y = (2 x -6)\ 

( d)r = i - 6. 

(f)r = W - X 


(B) X-l 

-fx 

? 

(bj r + 2 

3x 

? 

(c| ? 


y?:5 

td) ,-TT 

,~TT 

- 






; 教 


(O t + 士 r 

y , 

12. 友制 片-填 W fJi ： 

价 L _ fix) - LL-Jilix) 

|a, , ' i m ，> 

( b ) ? 匕 1 - 丄 

* * + l 

( c ) ‘! A 1*1 

(dl 厶 ？ | r I 

ft-'J 颐 13 fll I 4 中， （ a ) 写出 /,< 和 ^ =/ 的公 
式. （ b ) 求每个函数的定义域. （ c ) jJ {毎个函数的 
值域. 

13./(*) = ATT . y ( i ) =丄. 



'*• 附用 S 水 r = - 的用形移动到4处新位 s . 
每个新 ffl 形的方 s . 


14 -/(*)=欠 ! ， S -(- t ) =1 - Jx. 

15. 附 fflM 不 ）■= _/的阁形移动到两处新位 ff . 
写出两个新阁形的方程. 



'*• 附 围显示 y = / 的阁形移动到两处新位罝 .tj 
出两个新 1?1 形的方程. 



17 -指出 U ) - ( d ) 中列出的方程在附明中的对应 
阇形： 

(a)”(>-l) 2 - 4 . (b)y = (r-2) 3 +2, 

(c)j- = (x+2) 2 +2. (d) r =(t+3) 2 -2. 



习® 19-28 指明对给出方程的 阁形移 动多少 
申-位和向什么方程移动.写出移动后的图形方保. 
然后 -起 iaj 出原图 形和移动后图形的草阇.并!丄标 
明每个 图形的 方程. 

19. / +/=49下移3,左移 2. 

20. / +_ v : ，25上移3,左移 4. 

21 0 _=/左移1,下移 1. 

右移 1, T 移 1. 

23* _> — Jx 左移 0.81. 

24. v = 右移 3. 

25 . y.2x-l L 移 7. 

26 -J = y(-t + n +5下移5,右移 1. 

= 右移 1 . 

28 _ r = l // 左移厶下移 I . 

在习题29 - 4 S 中，画出函数的图形. 
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29. y= /x+4, 30, > = /9 - I. 



49. 附阳显 4 以 [0. 2j 为定义域和 [0,]] 为值域的 
函数 /( 幻的阌形.求下列函数的定义域和值 
域，并 R._^ 它们的草阁： 



(a)/(*) +2. [b)f(x) -1. 

(€)2/(^)* id) -fix). 

[e}/(^+2). (fJ/U-1). 

(g)/( -x). (h) -/(r + l) + 1. 

SO, 附闬显示以 [_ 4 , 0] 为定义域和 [-3, 0] 为值 
域的函数 WO 的图形.求下列函数的定义域和 
值域，并且_出它们的草图： 



( a )^( -0 ( b ) ~# C 0 + 

(cj 片⑴ +3. [A)\-g(t). 

{^} g ( - t +2). [ f ) g ( t -2). 

[ g ) 片 （1 -Oi ( h ) _4 )」 

习题 51 ~60 指明对给定函数进行拉长或者压 
缩的系数和 方向. 求拉长或者压缩后的闬形的 


__ 第 〗幸 

- I , 以系败 3 港立拉氏. 

51 v = x 2 - K 以系数2水 : f 吒缩. 

53. >-=1 ,以系数2牵 ftfK 缩. 

5 4. y = ] , 以系数 3水平位长. 

55* y - /x + I ， 以系数 4 水平 r 「. 縮 1 

56, y = +T , 以系数3垂 

57, A - x Y , 以系数2水平拉 K . 

5 R .>- /4-^ t 以系效 3 举 n / K 缩. 

5 9. r = 1 -人以系数 3 水平 FF 缩， 

60. y ^ I - 以系数2水平拉长. 

在〜68中，岡出每个函数的两形 . 旧1 
m 时+用描点方法，而是从 m 1. 13〜^5中的标准 
函数之一的闬形幵姶.并 M 应用一个适当的变换 ■ 

61. v ^ - V / Tt - + 1 ■ «-，. = 〜/ L - y - 

6^y- (j - I ) J +2^ 64* r = (1 - j) 3 +2. 

6 S . ， = 士 — 1. 66. ，， I + I ， 

67* y - - 68, \ - ( -2 j . 

69. 岡出函数，= -1 l 的阳形- 

70. 甬数） =/ TTr 的图形. 

d 题 7 i 给出椭團的 方枵. 把毎个 "程 h 
成标准形式，并且 isim 捕圆的草阁. 

7 U 9 x 2 +25y 3 -225, 72. I 6 x ; +7/ =112. 

73. 3/ + ( y -2) 1 =3, 74, U + 1 ) J +2 f -4. 

75-3 U -1) 2 +2( y + 2) 2 =6, 

76,6^ +yj +9 ( r ^ y ) =54t 
11. 巧出椭圆 + f = 1 左移 4 单位和 t _ 移 3 单位 
后的方程.画出这个椭圖的草图，并且确定它 
的中心和氏轴」 

78. 写出椭圆^ + ^ = 1右移3单位和下移2单位 
后的方程 . _出这个椭圆的草图，并 a 确定它 
的中心和长轴. 

79. 假定/是偶函数， g 是奇函数，/和 g 都定义在 
整个实直线 R 上.下茴定义的承数哪些是偶函 
数，哪些是奇函数？ 

(a)/^ (b)//^ [c)g/f. 

( d )/ =# («)^ ^ gg - ⑴ 

( g)^T ( h )/。/ ( i)， s f 

80. 一个函数能否同时成为奇函数和偶函数？提出 
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ra 1.40 ih 芩弧度度最 >_] ■以取 wffliiE 者》済.并杻出 2 tt 


#某种其他单位.当我们提到角 f 时是抬 f 弧度（等于60。）而不是 f 度.在对角进行计算时. 


要把计算器置于弧度方式. 


1-3 2 6个基本三角函数 

读者或许熟悉用舟角角形的边定义锐角的：角珀数（见 
图 1.41). 首先通过把角置于半径为(■的圆内的标准位置，我们把 
这种定义推广到钝角和负数角.然后利用终止边半 e 线与 isi 的交 
点尸 U , y ) 的坐标定义•: 角函数 （阽图 I . 42 ). 

正弦 ： sin J 余切： t‘sc 6 -— 
r r 

余弦： cos =— 正期： sec =— 

r x 

正切 ： lan 0 = 丄余割 ： cot 玢 =' 
x y 

这些推广定义当角为锐角时同直角三角形时的定义一致. 



m 


wF 


. 邻边 
_ 
魅 


-fi 



此外，还要注意下面的定义，只要其中的商是有定义的： mi . M 锐角的^角函数比 


sin 0 
coa 0 


cas B sin 9 

正如读者可以见到的那样，和 seoi? 在*=0没有定义. 

~ …时这两个函数没有定 ：i^ 同 


样，0 和 CSV 玢于7 =0的设值 (0P 沒=0， ±TT, 土 2 tt , ） 
没有定义. 

对某些角时言，这些三角函数比的精确值可以从图 1.43 
的三角形中看出.例如， 


77 1 

r 万 

TT 1 

8m T = T 

■ V 芯 

3m y = y 

TT 1 

T - 万 

77 y 5" 

IT 1 

cos =--- 

f - 1 

» 7 T 1 

tan 号； 


CAST 规则 （ 见图 1. 44) 对于记忆基本三角函数何时取正值或者 



困 1.42 通过 x , v 和 r 定义- 
般角0的 F 角函数 



图 li43 两个常见三角彤的 
弧度角和边长 


负值是很有用的.例如，从 SH .45 的= .角形中看出 



(全体学生学微 积分） 的首字母记忆 余弦的三角形，边长从 H 角 

的 CAST 规则，说明在每个象限-:角形的几何关系得到 


角函数取正值 


我们用类似方法确定显示在表1, 3中的 sin 6 , cos fl 和 tan 0的值. 

*1.3 dn 0, 和 tan 0 对于迭定0 值的取值 



1.3.3 三角 函数的 周期性和囹形 


当度量的角0和 e + 2 ir 处于标准位置时，它们的终止边 
半直线重合.因此.两个角有相同的三角函数值： S in(e + 
2 iO=sinl tan (0+2 Tr ) =tan 等等.同样 • 有 co9(fl-2ir) 
= cos sm ( ff -2 TT ) - sinfl , 等等.我们把 6 个基本三角函 
数的这种重复性质称为周期性. 

| ^~果对 于每个*值，存在一个正数^使得 

\ Ax +P ) =/( x ), 就说函数 /<*) 是周期性的.这种 p 的最小 
| 值称为/的周 期. _ 

在坐标平面上画〒角函数的图形时，通常用肖变童*表 
示仪图 1.46 显示.正切函数和余切函数的周期为界，其余 
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r. t * 


4 个戒数的阇期为 2ir. 此外，这些泌数闬形的对称性表明，余弦喊数和正荆函数是偶函 数，） t- 
余4个确数 M 奇滅数. 



1?] 1.46 用弧度 度惫的 6个基本三角 S 数的图形.每幅图形的阴影区指示三角函数的周期性 


1.3.4 三角恒等式 

平面内任何点 P (*， 乃的坐标能够通过它离原点的距离 r 
利半直线 OP 与正:轴形成的角0表示 （见图 1.42). 由于:*/> = 
f-os 9 fit y/r = sin 0, PJjVX 

x - r cos y - r sin 6 

当 r = l 时，对图 1.47 中的参考直角三角形应用勾股定理，可 
以得到等式 


+ sin 3 ^ = 1 ( 3 ) : 


这个等式对于所有0值成立，是三角学中最常用的恒等式.分 
别用⑶以和 sink 除这个恒等式的两端，得到 



1 + tan J ^ = 

1 + cot 2 B - csc 2 tf 


下面的公式对所有角4和 S 成立 （ 见习题53和 54). 


加法公式 

cos(X + B) = cos A cos B - sin A sin B 
sin(>l + B) = sin A cos B + eo^ A sin B 


( 4 ) 



涵 教 
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对十⑴-/0和 ainM 有类似的公式 （ 见习埋35和 36) - 本书所需的所有、:角恒等式 
从公式 （3) 和( 4 )¥出.例如，在加法公式中用0代换4和 fi , 得到 


侑角公式 

cos 2 e = C'0S ： ^ - win^ 

siti 2^ = 2 sin ros d ^ ^ 

" -- - -- - ---- - - •. 

其他一些公式由公式 

cos 2 0 + sin : ^ - I , rc>9 3 0 - sin : ^ - cos 2B 

组合咁成，把这两个公式相加得到 ZtWkI ^cos 20 i 从第…个公式减第二个公式得到2 S inj = 

1 - 29. 从这个结果推出在积分学中很有用的 T 述恒等式： 


半角公式 




(6) 
⑺ | 


1.3.5 余弦定律 

若心、 r 是二角形的边，0是同^边相对的角.则有 


c 2 =a 2 +b 2 - 2a6 cos 0 


(8) 


这个公式称为余弦定律. 

如果引入半 标轴， 以 C 为原点和沿二角形的一条边 
为正: v 轴，如图 1.48 所示，我们就能看出这个定律为什么 
成立. 4的坐标是（6, 0); 方的坐标是 U cos 61. a 如 
闲此，4和 fi 之间距离的平方为 

C = (a cos 0 - b) 1 + (a sin 0) 2 

= a '( t - os^g + sin ; ^ ) + b 2 - 2 ab cos 6 

= a 2 + b 2 — lab c«s $ 

余弦定律是对勾股定理的推广.若6=77/2,则^明沒^ 
0,即得 

1-3,6 三角函数图形的变换 


B{a cos 0, a &in B) 



m i .4 s 和 s 之间距离的平 
方给出余弦定律 


函数图形的移位.拉长、压缩和反射的规则总结在下图中，这呰规则适用于本节所讨论的_- 
角函数. 


^^y^af(b(x + 
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把变换规则应用于正弦碱数，给出 一般正 K ® 數或者正弦曲«的公式 
Ax') = A sin [ y (*- C )]+0 

其中 u I 足振幅， Ifl 丨足周期， c 是水平位移， ZJ 是 4 ■直 位移.下图揭示和给 ,4 i 不 M 项 的凼形 解释. 


>. 



习题 1.3 

I 在半拉为10 m 的岡 上，设 ( a ) 阒心角=如/5孤度， 
( b ) 圆心角=1】0°.它们对着的孤长是多少？ 
半径为8的圆丨.. 设-段 弧的长度为 U)TT 
求这段弧对着的鳐心角的孤度和度的度董. 

3-在直径为〗2英寸的圆盘周边标出一段弧，使两 
个端点到圆盘中心的连线构成 8( T 角.达到 
J /10 英寸精度的弧长应是多少？ 

丨把1 m 直径的轮子在地平面上向前滚动30 
轮干转动的角度是多少？请用弧度数（按1/10 
孤度的精度）和度数（按度的精度）回答. 

5. 复制并且填写 T 面的函数值表.如果函数在某 
个给定角度没有定义，填人 “ UND ' 不要使用 
il ■算器或者数值表. 


— -tt - 2ir/3 0 


nin 6 
to ® $ 
tan $ 
rot $ 

t se 9 


it/2 3tt/4 


6. 复制井且填 H 下面的函数值表.如果函数在某 
个给定角度没有定义，填入 “ UND ”. 不要使用 
计算器或者数值表- 

B -3tt/2 -tt/3 -tt/6 tt/4 5tt/6 

sin 0 

^03 S 

tan 9 

cot & 


在习超 7 - 12 中给出 .角病 数 sin j ， r<w j 和 
lan 文之一的值.如果 X 位于指定区间内，求其他判 
个-:角函数 的價. 

7* ein 1 J ttJ . 

8. tftn j = 2, i e [。 + 号 ] + 

9. coa i = y , jre [ 矛 > Oj . 

10，rOrtJf= *01. 

IK (an * = -^- T *e[i：，y 

12. ftin x = jc e [ tt, 穿 J. 


在习题 13 〜 22 中，画出 S 数的阁形.每个闲 
数的周期是什么？ 

1 2 x 14. sin ( x /2 ). 


- sin f. 

‘外-子). 

21. »\n - 子 J + L 


16, cos Y' 

18, —co# 2ttx. 

20. sin ( * + 子 ) ■ 

22. <；«)-l 


在 h 平面 （* 为水平轴， s 为垂直轴）内_出4 


题23~26中函数的图形.每个涵数的周期是什么‘ 
每幅 围形有 什么对称性？ 

23. j = t-m 2(, 24. 5 = - tan irr. 


25. j^aec )■ 26. j - -(i> 
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H27. (») ■ 赴向出 :r3(rn J£ 和 y I 的田形， -3 tt /2*S 

j 咳 3 tt /2. 解说 sen M 咖*的值和符耖相 
关的性质 . 

(b) - r =sin % fq J=esc % - 7 T 名 

太在 27T. 解说 rw jc 间 sin Jt 的值和符号相欠 
的性质. 

11议，起_出广 tan * 和 y = cot 戈的围形， -1 砭 X 本 
7 - 解说 M 加 * 的诮和符号相关的性质. 

29. —起阃出 y = sin * 和 y=l Mn *」的形 ■ L sin * 」 
的定义域和值域是什么？ _ 

30- 起_出 sin * 和 j =「ain * I 的阳形 ■ 「 sin ，: 
的定义域和偵域是什么？ 

在习理 [31 〜36中，用加法公式推导恒等式， 

3L ( jt - ~ J = sin x. 32. am 卜 f) 一， 

33. sin(;i 十子 ) = cos *■ 34. sin( * - 斧)= ^ c(, s x . 

仿 ， ^(A - fl > = ros <4 cob H + sin A sin B ( 53 

给：〗 r 种不同的推导）. 

36. ain( d - B) = sin /I cos - ro« ^ B iti B. 

37 -如果在一:角恒等式 cos ( A - B) - cos A nos B - 
中取忍 = /t , 那么会出现什么结果 ^ 
答案同你 d 知的某些亊实相 符吗？ 

讯如果在加法公式中取 fl = 2ir 会出现什么 结果？ 
答案同你已知的某些事实相 符吗？ 

在4题 39- 42中，用 ain j 和⑶ s * 表;^给定的 
喊数值. 

39. coa(ir+*). 40. sin(2Tr -x). 

41 - sin (亨 _*)■ 4icofl ( 穿 + *)■ 

43. 求 S i n 昔的值，把它作为 S i n ( f +f)rm- 

44. jRrns 智的值，把它作为 ms (子+字)计算_ 

«■求 ms 吉的值‘ 46. ^ sin 的值. 

在4题4 7 -50 中，求阐数的值. 

47-™= 3 f- 48. L W f- 

49. sin 2 -jy, 50. sin 1 

SI. 正切和公式两角和的正切的标准公式为 

tanU 十 B ) : ta “ W » 

1 - tan A tan B 

试推导这个公式. 

52*( 续习題 51) 推导 tanM-fi) 的公式. 

53,对附图中的 T 角形，应用余弦定律 推导⑺ ^4- 
扪的公式. 



54. (aj 对 相等式 sin = cos ■设)应用 ™< .4 - ff) 

的公式，求得 S hi (4+ ⑴的加法公式. 

| b | 在习娌35的 cosM - fi ) 公式中，用 - fl 代 
換 ff 椎导 c ™< 4 + fl ) 的公式. 

5 5. 设：角形的边 a =2. b，、' 角 C = 60°, 水边 c 
的长度. 

M . 设 F 角形的边(1=2, 角 C =40' 求边 r 

的长度， 

57. 正铉定律正弦定律表述 如下： 若^ I ^是 
三角形4个角的相对边，則 

^wl =5 ia« = ynC 
ate 

利用附闬和恒等式 = s j n 外如果需要 
的话）推导这个定律. 


A A 



级设三角形的边 a =2, 6 = 3. 角 C =6 (T (同习题 
55—样 K 利用正弦定律求角 fl 的正弦值. 

5 夂设二-角 形的边 c =2,角角 
求角4的对边^的长度. 

B 60 .近似公式如 jfhjt 如果 t 以孤度度董，当: r 
的数值很小时，知道这个近似公式经 
黹是有用的.在 3. 10节将会看到此公式为什么 
成立. 如果 丨工1 <0.1，近似公式的误差小亍 
1/5000, 

ta ) 把绘图器置于孤度方式，在原点处的视窗 
中一起绘制 Y = sin jt 和 v = j 的 阁形. 在原 
点附近观察到什么变化？ 

(*>) 把绘图器置于度方式，再次在原点处的视窗 
中一起绘制 y = sin I 和厂: t 的围形，这时围 
形冏在弧度方式下得到的图形有什么不同？ 
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(<0 孤度方式的怏速检 tt 核对你的 i 卜算器 M 
丙处在弧度方式卜’：对原点附近的 z 值 （例 
如; r =0. I ) 汁算 win *. 如果 sin a， 表明 
计算器处 T 孤度方式；卉则， 汁算器 不是 
弧度方式.试作检验. 

在中.对卍弦函数丐作1般正弦 

函败 

/ { x ) - A Ain {^(x -^ h D 

确定 1 仏 CJ, D f 并[1_出它们的草 

6L y = 2 sin ( x + tt) - 1. 

62. y -~^~ H “_ ( w^ - tt ) + ~2 ' 

6 ^ y=-i 9in (f ( ) + i - 

64 r y = ^ sin HL 

计算机探究 

在 d 题 65 〜 68 中，用阁形方式考察般正弦 

函数 

f { x ) = A sin (穿(文 -C))+ £> 

在改变常数 fi, />的值时的变化 .用种 
CAS (计算机代数系统）或者 if 箅机绘困器执行习鹿 
中的处理步韈. 


第 f 聿 

65,周期设常数4=3, t = £> = 0+ 

对 T 值肖 =U 3, 2 tt , 5 tt t IH| 出 /U) 作 K 
㈣ -4 tt 矣 x 襄 4 tt 」. 的 阁形. 描述3阇朗增 
加时一故正弦函败的阳形发生什么变化1 
(b) 闬形在0取负值时发生什么变化9 MWfi = 
-3 -2 tt 绘亂 

66•木平移位（：设常败 -4=3, = l ZJ =0. 

(al 对干值 C =0, I , 2_ : 间 -4 nA < 
4^ r 丄的 图形，描述-般止弦闲数的阁肜 $ 
C 铃过土值增加时发卞.什么变化. 

( b)ffl 形在 C 取负值时发十_什么变化7 
uim 应賦么最小正值才能使阁不敁现 
水平移位？用一 幅闬形 证文你的答案. 

67. 垂直移位 D 设常数 U , B =6. (: = Q. 

U } 对于值0=1 】— 3 mi\\Ax)tPAm 

r s 4 Tr 上的闬形.描述一般 m 弦函数的阁 
形 1 i /? 经过止值增加时发生什么变化. 

( b ) 用形在 D 取负值时发生什么变化9 

«8, s _ v 4 设常数 C = /> = 0. 

U 1 描述般正弦函数当」径过正值增加时发 
生什么变化-通过对值>1 = 1. 5, 9脚出 
yu ) 的阁形证实你的答案. 

( b ) 图形在4取负值时发生什么变化9 


1.4 指数函数 


这一节我们用直观的方法介绍指数函数的基丰性质和应用.在第5章将根据微积分的重要概 
念和结果给出更严格的论述 - 

1.4.1 指数的性质 

当一个正数/*加倍时，它增加2倍而变成 2 R 如果冉加倍，它变成 2(2 P ) =2 2 P , 第-:次加 
倍给出2(2 2 / >) =2 3 P . 继续用这种方式加倍，导致我们考察函数/(4 这个函数称为指数函 

数，因为变量1出现在 Y 的指 数中- 像 gu ) = ur 和 au ) = 这样的函数 + 是另外的指数 

函数的例子.一般而言，如果 《尹1 是正数，函数 

/{^) = 


是以 a 为基的指数 函数. 

例1设在2000年在储蓄账户存人100美元，这笔存款以自然增加的利率增值，按每年（一 
年一次 >5. 5%的利率计算复利.假定对这个账户不冉追加存款，也不撤出储金.给出描述这个 
账户在 r 年后存款额/ I 的函数的公式. 

解 如果 P =100, 在第一年底账户存款额为原来存人款项加上增加的利息，即 
P + 尸= (1 + 0,055 )P = (\, 055 )P 

在第二年底账户再次获得利息，存款额增加到 

( 1 + 0, 055 ) - (1.055 尸）= (1,055) >= 100 - (1.055) 2 (P = 100) 
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«蓄《户存歒 « 的增长 


继续这个计算过稈，在I年后联户存款额达到 

J = 100 • (1.055)' 

这适以 】 .0 55 为基的指数函数的 倍数. 表 1. 4 K 示账户头四年 A 然增加的存款额.请注意账 f'， 毎 
年的存款额总是等于1,055乘前一年的值. 

通常，在*年后的存款额为 PU +r) ‘，其中 r ' 

为利申（用小数表承）. ■ 

对于整数指数和有理数措数，指数闲数 /U> = 

«'的值用下面的算术方法计算.如果 * = n 是正幣 
数，《"由《 9乘《次 得到： 


¥ 

存飲額（美元） 

增加值（聱几） 

2000 

200] 

2002 

2003 

2004 

100 

100(1.055) = 105.50 

_ l .055) 2 = m . M ) 
100(1.055)^117.42 
100( 1, 055 ) 4 = 123.88 

5. 50 

5. 80 

6. 12 

6,46 


? Vi =0, 则/=1 


若 i = n 为某个 正整数 .则 

- =^(^r 


Z x = l/a, n 为某个正整数，则 


a、、 4 

这是正数，当其自乘< •次时 结果为若 *= P / g 是任何有理数，则 

如果 z 是无理数，的含义就不那么淸楚了，但是它的值可以考虑通过越来越接近又的有理 
数定义.这种非形式化方法是建立在指数函数图形的基础上的.在第5章我们将用严格的方法定 
义/的值. 

在 1. 1节显示过几种指数函数的图形，这里再次把它们展现在图1,49中.这些图形描绘指 
数函数对所有实数输人;(的取值.在无理数 J 处选取函数值使图形不出现“断点”或■•跳变当 
然，这些用词不是严格的数学术语，佰是它们足以表达非形式化的概念.我们的意思是指当^为 
无琿数时，选择 Y 的值使函数 /(*)=/ 是连续的.这是在下一章要仔细探讨的一个概念.这种 
选择保证当《 >丨时图形保持递增的性质，或者3 0 < « < 1时图形保持递减的性质（参见 
m 1.49). 



指数函数服从大家熟悉的下列指数法则.当指数为整数或者有理数时，这些法则很容易用 
代数方法验证.在第5章我们要证明它们对全部实数指数成立. 



指数法则 

若《 >0 .fU > o ,则_卜列法则对所奵实数:^和 J 成立： 

(1) a • a' =a'' (2) ' (3) ( o')' = ( o') 1 = (1 " 

G 

(4) «* - «' = (ni)' (5) ^- = 1—1 


例 2 

(1 J 3 11 .3-=3"-" 7 =3 18 . (2)- C ->^ = ( /10) 5 1 = ( / fO ) ; = l ( J . 

/ I 0 

{3){5^)^-5^^"=5 : =25. (4)7' 8"= (56)* 

(5) ( _ d = 9 -=y ■ 

1-4.2 自然指数函数 f 

对于自然现象、物理现象以及经济现象， fU 来建立模咽的最6要的闲数0■推自然指败函数. 
它的基是特殊的数 e •是--个无理数，它精确到9位小数的值是 2. 718 281 828-用这样-个数 
而不是像比较简单的数 2 或10做基，看起来似乎很奇怪.用 c 做基的有利条件在屮它简化微枳 
分中的许多计算. 

只要注意图 1.49a, 就能看出指数函数的图形随着基的增太而变得更为陡蛸.陡度的概念圮 
通过图形在一点的切线的斜率表达的.函数图形的切线 ft 下一章确切定义， ffl.fl 在直观 i . 图形 
在一点的切线是一条直线，同图形恰好在那一点相切，像对一个圆的切线.闬1.50显示）=„‘ 
对于几个《值的图形穿过 r 轴时的斜率.请注意，.当 a=e 时，斜率恰好等于 1. 若《<匕则斜 
率小于1，而当 i> e 时斜率大于 1. 这是使数6在激积分中很有用的 ft 质.）_ = 〆的團形在它穿 
过 J 轴时的斜率为 



ffll .50 在指数函数中，： r = e •的图形具有这样的性®:当它穿过 } _轴时切线的斜率爪恰好等于1: 
对于小于*■的基（例如 2'), 其斜率更小，而对于大 Te 的基（例如 3’）， 其斜肀史大 

在第3章，我们利用这个斜率性质证明. e 是■当 I 趋于无穷大时逼近的值.这个结 

杲提供计算 e 值的一种方法，至少是一种近似方法.图 1.51 的图形与数值表展现这个表达式的 
性质，以及当 * 变得越来越大时它如何越来越逼近直线 r = e =2. 718 281 828( 这种极限播念 ft F 
一章精确论述）.对 e 的严格时论在第5聿进行. 

1.4.3 指数増长与指数衰减 

指数函数7 =，被频繁地用于建立指数增长或者指数衰减的模型，其中 t 是非零常数.函数 
/ = %#当*>0时是一个揩数增长模型，当 A <0时是一个指败衰减模型.这里）。代表常数.指 




raui /(d =(1 + 1/：0’ 的阁形与数值表，两舞表明当 _ r 越来越大时. 

/ U ) 越来越退近 f =2. 718 281 828--. 

数增 K 的一个例户 是连缟 复利， 用：)—/ 1 - e " 作为樓甩，其中 f 是最初存款，^是用小数表尔的利 
+ . (是 ㈣ r 的单位一致的时间.指数衰减的一个例+是模缗 y=/( ■八 衷泌放射性元素 
碳14随时间的衰减.这里4是®〖4原有薰， t 是以年为申位的时间.碳〗 4 衰减用于测定生物体 
遗体（如甲壳、种+和木器）的年代.图 1.52 显示指数增 K 和指数衰减的阐形. 




m 1.52 

例 3 投资公司经常使用; V = Pe" 作为计算投资增长的 模型. 用这个模型跟踪在2000年以年 
利率 5. 5%投资100美元的增长情况. 

解令 （=0 代表2000, f = l 代表2001,等等.指数增长模型为 y( t ) 其中/^ = 100 (原 
始投资），，=0.0 5 5(用小数表示的年利率），（是以年为单位的时间.为预测4年后的2004年账 
户的储蓄总额，取并计算 

7(4) = lOOe^ 51 ^ = lOOe 022 

= 124. 61 ( 准确到计算器的美分值） 

这同例1每年按复利计算的账户储蓄总额 123. 88美元形成对照. ■ 

例4实验^试验表明，某些元素的原子以辐射的形式敢射它们的部分质量，原子剩余部分 
重新构成某种新元素的原子.例如，放射性碳 M 衰变成氮；铺最终衰变成铅.如果 V(i 是在时间 
0存在的放射性原子核数 g. 那么在以后任何时间 t 原子核的数量将是 

y ， r > o 

数 f 称为放射性物质的 衰变率 （在 5.6 节将会看到如何推导这个公式），对于碳 14 ，当（以年为度 
量单 位时，已经从试验测定衰变率大约是 r = 1.2x10' 试预测 S66 年后碳14剩余量的百分数. 
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第丨聿 


解假设碳14原+核初始数量为866年后的剩余请是 

j (866) =y 〆 

«(0.901) r 。 （计 算器汁算） 

就是说，866年后剩余的碳 I 4 大约为原有数董的90%，所以碳 M 衰变原有原+核数 H 的左 
右.在下一节的例6中，将会见到如何从一种衰变物质的样品中求放射性原子核数 n 存留 - t 需 
要的年数（称为放射性物质的半衰期 ）+ _ 

读者可能感到奇怪，为什么要用函数族 y = ，（常数 A 取不同的值）而不用一般的指数闭数.>， 
，我们在下一节将证明，指数函数 r = 同取适与^值的 y = ，是相等的.所以，公式 >=p “包 
含全部可能性，并見述会看到它更容易使用. 


习題 1.4 

在4题1~6中，在相应的坐标平面内一起画 
出给定曲线的草 ffl, 并且标出每条曲线的方程. 
l-y = 2\ y = 4\ \ j = (l/5)\ 

2 .y = 3\ y = 8*, y ^2 \ > = {l/4)\ 

3 ■厂 2' y ，-2-. 

4. r = 3 [ , j= -3、 

5. y = e*, y - 1/e** 

6. y=y - - « ' 

在~题 7 ~ 10 中，画出移位后的指数曲线的 
草图. 

l . y - 2 ^ - I 和厂2， -1. 

8*厂3- +2和；^- 1 +2. 

9. y = l -〆和 y = l 

里 0. y = - 1 - e* fP j = - I - fi 

在 4 题】1~20中 + 用指数定律简化表达式. 

1L 16 J * 16 1 12. - 9 1/6 . 


4 14. g. 

15. C25^)V 16.(13^}^. 

17./ - Tf 18. Cv^)'^ * ( /V2) 


叫金) ‘ 20 ■(舒 + 

在习® 21 -24 中，求每个函数的定义域和 
值域. 


21 . /( *卜士 


22. ^(0 - cos(e J ), 


23•宮 U ) : /I +3 ' 24, f ( x ) = t 

Q 在习题 25 〜 28 中，利用阁形求方程的近似解+ 


25. 2" =5. 26. e 1 =4 


27.3* -0.5 =0- 28. 3 -2 ' =0. 

Q 在4題29 -36 中，利用-个指数模型和绘阄 
计算 器佔计每題的答案. 

29 . 人口壜长田纳西州诺克斯维尔市有50 乃人 
U , 并且 以每年3.75%的速率增加.这个城市 
的人口大约在什么时候达到 HX) 万？ 

30. 人口增长西尔弗-鲁兰镇在1890年鞞打阽民 
6250人，假定人 U 每年以 2. 75%的速率增加- 
(<0怙计这个镇在1915年和1940年的人 

(b) 该镇的人口大约在什么时候达到5万" 

31. 放射性衰变礴32的半衰期约为14人.假走 
开始时有 6. 6克磷. 

(a) 把磷32的刺余 fi 表示成时间 | 的泌数. 

(b) 磷32的剩余量将在什么时候降低到]克？ 
31如果约翰在其储蓄账户存人2300美元，年复利 

率为6%,约轅的账户余额X要多 K 时间才能 
达到4150美元？ 

33•存歡飜番如果储蓄的年复利肀为6.25%.确 
定存款增加一倍苗要多长时间. 

34, 存軟 fl 两番如果储蓄的连续复利丰为 
5.75%,确定存款增加两倍需要多长时间 t 

35. 鬌乱蓠 的嘗羶 假定霍乱菌落从一个菌株开姶 
繁殖，其数童每半小时坩加一倍. 24小时后将 
有多少霍乱菌？ 

3«w 消 ft 疾病餒定在任何已知的年份.某种疾病 
的发病率以20%的速度降低.如果现在有I万 
个病洌，霈要经过多少年才能达到下述 K 韧？ 
U} 病例数 S 臧少到 1000个. 

消除这种疾病，即病例数自小于 1. 


1.5 反函数与对数函数 

使一个函数/的作用还原或者颠倒过来的函数称为/的反孟教.许多常见的函数都存在对应 
的反函数，尽管不是全部如此，在这一节讨论自然对数函数 v = in : t ， 它是指数函数的反函 






函 


教 


33 


数- 我们还要举出几个反三角函数的例子. 

1. 5. 1 —对一函敝 

二个函数是_种对应规则 T 对于这种规则而言，函数值域中的每个值至少是它的定义域中 
一个元*的输出 . 某些函数对于定义域中一个以上元素陚予值域中同一个值.例如 /( 文） = /对 

两个数 -1 和1賦予同-个值I;正弦函数在 f 和^ 1 都取值 f 肖外-些碰假定在值域中的 

取值不超过一次.不同数的平方根和立方总是不相同的，对于定义域中不同元素取不同值的函 
数称为一对一函数.这类函数对于值域中的任何值仅取一次. 


定义如果函数 /(*) 每当定义域 D 中的，时有 /(+) 声 /( Ii)t 就说/在 D 上是一对； 

一函数. 


例1 


|a)/U) 在任何非负数的定义域上是一对一函数，因为每当*,—〜时有 

(bUO) = S m* 在区间 [0, 77] 上不是一对一函数，因为 s in(Tr/6> linOn/S). 然而，正 
弦函数在区间 [0, tt /2] 上是一对一的，因为在这个区间上它是增函数’对于不同的输人值给出 
不同的输出值. _ 

—对一函数; K=/(*) 的图形同给定的水平直线至多可以相交一次.如果函数同这样的直线相交 
一次以上，那么至少有两个不同的*值具有相同的 ？ 值，因此函数不是一对一的 （见图 i. 5 3b). 



M _对 - :广/和^、在它们的定义 
域 (-«, «)和 [0 ，上的图形同毎 
条水平茛线至多相交一次 

萍1 1-53 


b > 非一对尸=/和们的定 
义域 t - ro . 上的图 形向一 条或多 

条水平直饯相交 - 次以上 


用水平直线检验函数 


—对一函 数水平直线 检睃法一个函数 ?■=/<>) 是一对.一的，当且仅当函数图形同毎条水 
平直线至多相交一次. 


1-5.2 反函数 

由于一对一函数的每个输出仅来自一个输人，所以函数的作用可以颠倒过来，把一个输出 
送回它来自的输人. 


定义假定/是定义域 C 上的 一对一 函数，以/；为值域.如果 /(i) = a , 反函数/-*由 
/■'(«) = b 

定义- / _1 的定义域是而值域是 
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/ 的反函数 CU -/」 读作 •‘/ 反' / — : 屮的- - r 不是指数：/ — 、幻的含义不是 i // u ). 请注 
意，/和 Z ' 1 的定义域与價域是 IT . 换的- 

如果应用/传送一个输人 * 给输出 /(*), 并且接着对 /(*> 应用 /' 那么正好返圓到起始的 
* 值.同样，如果在/的值域中取某个 y 值，对它应用 /' 然后对结果值/_7>0成用/,那么返 
回到起始的 y 值.建立一个函数及其反函数的复合函数，其作用同不做任何改变一样 - 
{/'=/)(*) = *, 对于/定义域中的所有* 

(/•/ ' Hr ) = r . 对于 / _1 定义域 （或者 /值域）中的所有 v 

只有一对-闲数才能有反 函数. 原因在于，如果对于两个不同的输入 * ，和 * :有 /(*,) =>• 和 
Ax t ) = r , 那么 X 法对 / ■(?) 味予一个同时满足 / — W / U ,)) =1和 /_■(/(')) 的值. 

一个区间上的增函数， 当气 ，时满足/(* 2 ) >/(*!), 所以是一对一函数汴且有反函数.滅 
函数也有反函数.既非增 闲数也 非减函数的函数仍然可能是一对一函数并 H 有反函数，例如定 
义在 （ -*， *) 上的函数 


可以用水平直线检验它是一对一的. 

1-5.3 求反函数 

一个函数及其反函数的图形是 密切关 联的-为了从函数的 图形上 读出函数值，可从*轴上- 
点*出发，沿垂直线移动到图形上的一点，然后沿水平线移动到 r 轴，读出^的值.通过相反的 
过程可以从图形上读出反函数的值.从 r 轴上一点 j 出发，沿水平线移动到图形上的一点，然后 
沿垂直线移动到 * 轴，读出 *=/ _ l O ) 的值（见图 1 . 54 ). 

我们要用位于*轴而不是 y 轴上的值作为输人来建立/ I 的图形，就像通常对函数所作的那 
样.为此，我们通过沿45°线 y = * 的反射交换 * 轴和 r 轴.在这个反射后得到表示/ ^的田形. 
现在可以按通常的方法从图形上读出/^(*)的值，即从*轴上的一点出发.沿垂直线移动到圈 
形上的一点，然后沿水平线移动到>•轴，读出/ 1 (*)的值.图 I . 54 表明/和/ _图形之间的关 
系.两幅图形通过对直线 y = * 的反射而互换. 

从/到达/- 1 的过程可以概述为两步； 

(1) 从方程 >-/ U ) 求解这样得到公式 i =/」（ r ), 其中 X 表示成 r 的函数. 

(21 交换 * 和 I 得到公式^=/」（*)，其中/― 1 表示成通常的甬数形式，以*为自变量和以 
>■为因变童. 

例2求 y = + i 的反函数，把它表示成1的函数. 


解 

(1) 求解由 y 表示的 

y = Y x + 1 

2y = X + 2 
x =2y -2 

<2} 交换: c 和 

y ^ 2x -2 

函数 /(W 的反函数是函数 / _ I U ) =2^-2. 为了进行检验，我们证明这两个函数的 

复合给出恒等 函数： 

/■'(/(*)) = 2[^- x + l)-2 = * +2 -2 = x 




由）- /(*) 的围形 确定; 的用形 


例 3 求函数 * 兵 0 的反函数，并 [把 它表示 
成*的函数. 

解首先求解由 y 表示的 ;(： 

.V =^ : 

'Jy = v / ? = I a I = 1 (1*1=*，因为; iso > 

味后交换*和 y , 得到 

}- = 

两数厂 rSO 的反函数是函数） ■ =7^( 5L 图 1.56). 

清 汴意， 函数 r = /, ISO 的定义域限于非负实数， 
&是一对一的（见阁 1.53 a ). 井日县右 f ? 泌杜_ « 



i¥l 1S5 一起 _ 出 /(* 



.5.4 对 数函数 

设不等于丨的仟意正实数，以《为基的指数闲数是一对一的.闪此^ #反嘁 
Sr . 它的反戒数称为以《为底的对数函数， 

定义以为底的对数函败 ydon 足以《为基的指数泊数 r = «_(« >0, 的反 

蚋数+ 

I %,/的定 义域为 (0, *), log ^ 的值域为（-*， »), 即 Y 的定义域. 

1.1 节中的图 L 21 显示 《>1 的4个对数函数的阁形.阁 1.57 敁示 y = h > gj 的图形 . > = 
\«>1)的图形对〗^>0快速增加，所以它的反闲数） = Uig ^ 对于: t>l 缓悝 增加. 



m J .56 函数厂石和 r^USstnif 为反函数（例 3) 阁】57 r 及其反喊数 h?,t 的阳形 

由于我们尚 X 从力程 r = /通过 y 求解 a 的方法，所以没有对给定的*值计算对数的 E 示公 
:.何是，通过对直线: ► 反射指数函数 y = ^的图形，可以得到 r = i 0 f ? fl * 的图形. mi . 57显 
«二2时的图形. 

计算机科学中通常用以 2 为底的对数函数.由于以 e 为底和以 10 为底的对数函数在各种 
:用中非常重要，计算器中设置有计算它们的专用键-这两个函数也有自己特殊的 和 
称： 

lu 记为 In x 
log , 〆 圮为 log r 

函数 r = ln ： c 称为自然对数函数，而/ = 通常称为常用对数 ffl ». 对于3然对数 
[数. 
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1.5.5 对数函数的性质 

人物传 id 0 对数函数是由纳皮尔发明的.在瑰代电 f 汁算机诞也之前 ，对 

-数函数曾是算术 i _ f ■算屮最重要的单项改进.致使对数函数如此叽贤 

约翰•纳皮尔 的原因在于它们具有的性质：对 数函数 把两个 j ]-: 数的乘法简化成它 

( Joh ,. Napier , 1550-1617) 们的对数的加法，把两个正数的除法简化成它们的对数的减法.把 
一个数的乘幕简化成它的对数与指数相乘. 

我们把这些忡质概括为一组运算法则.对这些法则的证明在第4章给出. M 然这里的 法则是 
对所有实数幕「提出的，何是当 r 取无理数时.亢到第5茕才能给出严格的论述. 

自然对败®数的代数性质 

对十任何数6>0和*>0,自然对数函数服从下列法刚： 

(1) 积法則 In hx = In 6 + In 

(2 ) 商法則 J n 6 /j = In 6 - In x 

<3) 倒數法則 In l / x = -In < 在法则 （2) 中取 6 = 1) 

(4) 摹法則 In =rlnx ； 

我们将在第 5 章证明对数函数的这些代数性质对亍任何底数 a 成立.现在说明如何应用这些 
法则. 

例4 

(a) In 4 + Iti sin x = ln (4 sin x )( 积法则 ）. 

( b ) + D - ln (2*-3)( 商法则）. 

( c ) In = - In 8( 倒数法则）. 

=-] n 2 3 = -3 l n 2( 幂法则）. ■ 

由于 / 和 log a * 互为反函数.按两种顺序求它们的复合函数都给，屮，恒等函数. 

〆 和 IttgJ 互为反函数的性质 , 

U 1 基 a ~x^ log〆 二 JC , «>0， a _ l , % >0 

(2) 基 e e lnj = x , in = x , x >0 

在等式中用 Y 代换 ^ 可以把 / 改写成 e 的幂： 

Y ”（在 * = e ]ni 中用 i 代换; t ) 

= 对数函数的幂法则） 

二(指数重新 排列） 

因此，指数函 数/当 A = 】 na 时与 f 相同+ 

毎个指数函数是自然指数函数的幂函数： j 

也就是说， i 和 〆 用 Ina 自乘的结果 相同： = 


㊀如果想了解微积分学中更多的历史人物以及重要原理和主題的发展，请访问 http : //wp^ a w「cim/wjbomas. 
calculus J U 
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例如， 

r = e (, 心 = 5 3 * = = 

再次回到 ^ 和 log/ 的性质上来，我们有 

In^ =ln( a ^) (f 和 lofj 的反函数性质） 

=<1叫乂（〖 1 1«)(对数函数的署法则,取^ = ] og ^) 

把这个等式重¥成 】 叫3 = (1^>/(^ 0 >，表明每个对数兩数是自然对数函数 In 1的常数倍.这 
使我们可以把 In I的代数性质扩展到 log， 例如， lo K >x = lo^>+!og^ 

换底公式每个对数函数等于 fi 然对数函数的一个常 数倍： , 

log*i = ( a >0 t a^ \ } 


1.5.6 对数函数的应用 

我们在 1.4 节考察过指数增长问题和指数衰减问題的例子.这电应用对数函数的件质给出 M 
这类问题有关的其他问題的答案. 

例5萨娜在一个账户存款1000美元，其年复利申为5.25%. 试问她 的账户将在多少年达 
到2500美元？ 

解从 1.4 节例1，取 P = 1000, r = 0,0525,萨娜的账户在任何以年为单位的时间 f 的存款 
为 1000(1. 05 2 5)\所以需要求解方程 

1000(1.0525)' = 2500 

因此得到 

(1」0525^ =2 5 <用 1000相除） 

] n ( l ,0525 V = In 2. 5 (两端取对数） 
t In 1.0525 = hi 2. 5 (幕法则） 

x = , in , 2 n L , 17.9 (用 il ■算器求出的值） 

In L 0525 

萨娜账户连同每年利息一并储蓄的存款将在18年达到2500美元. ■ 

例6 —神放射性元素的半衰期是其元素样品中放射性原子核的数目衰减一半所需的时间. 

一个异乎寻常的事实是半衰期为常数，它不依赖于最初样品中包含的放射性原子核的数0而只 
同放射性物质本身相关. 

为了 考察其中原因 t 令^为样品中最初包含的放射性原子核的数 g . 在以后任意时间^样 
品中剩余的原子核数目为 : V = 我们求剩余的放射性原+核为最初数目一半的时间 

1 

= y/o 

~kt = ln ^- =- ln 2 ( 对数的倒数法则） 

t= ¥ (1) 
这个 i 值是元素的半衰期.它仅依赖于 A 的值； 原子核的最初数目 h 对于半衰期不起任何作用， 
钋210的实际放射性寿命非常短，以致我们用天数而不是年数来度量它.在放射性原子核最 
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初数 n 为/的一份钋元素样品中. f 天后剩余的原子核数 g 为 
r = 


对•卜这种元索， 


半衰期(等式<1)) 


(代入钋元素衰变公式中的 *) 


= 139天 


1.5.7 反三角函数 

在 1.3 节中复习过一般孤度角的6种基本三角 函数. 
这些函数不是一对一函数（它们的函数值周期性地重 复）. 
然而，可以把它们的定义域限制在使它们成为一对一函数 
的区间上.正弦函数的值从 * = - n /2 时的 - I 增加到 
* = it /2 时的 + 1. 把正弦函数的定义域限制为区间 [- tt /2, 
它就成为一对一函数，■'所以它有反函数 sin 、（见 
图 1.58). 对于所有6种三角函数的定义域可以作类似的 
限制. 

为使三角轟教成为一对一函數，对定义城的限制 
如下： 


:= *in 少 


■ 



y ® sin~ l jr 

定义域； -l<x^ 1 
值域： -ft/2 ^y^:： n/2 


图 1.58 y = ain 、的闬形 






尸 sinj ： 尸 cosx 

诅义域 =[- V 2^/2] 定 义域： [0, 

值域： 值域： [- M ] 


y = tan x 

定 义域：卜 "2, k/2) 
值域： <_ oo , oo ) 


•V 



y — cot j: 

定义域 ：（0, 

值域： (— oo , oo ) 



--_ L 

0 E 

_ 2 



y = sec j: 

定义域. [0， n /2) UU /2, Ti ] 
值域： 



V = CSC X 

k 义域 [- K /2,0) U {0 T n /2] 
值域: i - oo t -]) U [[, c ^) 
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由于这些限制定义域的函数如今已是一对一函数，它们有反函数，分別记为 
y = sin" 1 * 或 y - arcsin x f 

y — cos 'r 或 y = arrcos x t 

y = tan " 1 ! 或 y - arctan x, 

y - cot l x 或 y = arccot * , 

y = 或 y = arc sec x t 

y = cac'j y = arc esc x. 

这些方程读作 、等于 J 的反正弦”或者、等于等等- 

注意上述表达式中的 - 1是指“反函数”，其含义不是倒数.例如， Mur 的倒数是 

(sin x) = 1 /sin x = cac x. 

在 3_ S 节讨论基本的反三角函数.但是为了解释的目的，在下面考察反正弦函数和反余弦 

函数. 

1.5.8 反正弦函数与反余弦函数 

x 的反正弦是区间 [- ir /2 t tr /2] 中的一个孤度角，它的正弦值是 :*. 文的反余弦是区间 

[0, tt ] 中的一个弧度角，它的余弦值是足 



厂 S in_、 的图形（见困 l-59b) 对原点对称 〈它 同; t= s i n r 的图形重 合). 因此，反正弦函数是奇 函数： 

sin" 1 ( - i) = - sin _l i (2) 



= 的图形 b) 它的反函数 >r = s in_i；t 的图形.通过吋 

反射 y-sinz 得到- 是曲线 r = S iiu 的一部计 

图 1,59 


y = cos l x 的图形< 见图 L 60b) 不存在这样的对称性. 
W7 求 （a) 和 （b) cos—J 的值+ 

解（*0我们看出 





函 


教 


4 ! 





b> 它的 反读数 r ⑺ s _r 旳困形‘通过对 | [线 v: t 
反有心 = cm 屋曲线 xm S > ^部计 

m 1, 60 


W 为 sin ( Tt /3)= 万/2，而 tt /3 厲于反正弦函数的值域 [- tt /2， tt /2]+ 参见图 1.61 a . 

(b)^##* ctK 'j ~y)=Y 

因为 ™ s ( 2 tt / 3 ) = - l / 2 ， 而 2 ir / 3 属于反余弦函数的值域 [0, TT ]. 参见图 1.61 b . 
采用例7中说明的同样步骤，可以建立下述反正弦函数和反余弦函数的常见值表. 



x sin' 1 j ces" 'a 

J%/2 n/3 Tf/6 

4 in w/4 ir/4 

1^2 tt/6 tt/3 

- 1/2 - tt/6 2tt/3 

-ir/4 3-ir/4 

- 73~/2 _ - tt /3 _ 5 tt /& 


例 8 在一架飞机从芝加哥飞往圣路易斯的途中，驾驶员确定在斯普林菲尔徳偏离航线|2 
英里，如图 1.62 所示. 求航线与原来正确航线的平行线 

之间的夹角 <* 和角6及漂移修正角 c= a + 6. '' 


解 


' = 0. 067弧度=3,8° 
' » 0. 195弧度= 11.2。 


1.5.9 包含反正弦函数和反余弦函数的恒等式 

正如从图 1.63 可以看出的那样， * 的反余弦满足恒 

等式 

cos ' 1 ^ +■ cos " 1 ( - ^:) = TT ( 3 ) 

或者 

COS l ( _ JC ) = TT - 00 $' 



至路易斯 


图 1.62 漂移修 正图示（例 8). 

距离舍人 到英里 （ m 形 
不按比例） 


⑷ 
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此外，从 fflK 64 巾的：角形可以养出，对十* >0, 

sin、 + cos l x = *tt/2 (5) 

等式 （5) 对千 K 问「 - I , 〖1中的其他值也成立，不过我们不能从围 L 64 屮的（角形得出这个结 
也 然而，这是从等式（2>和 (4) 推出的结果（见习题 70). 



反正切，反余切、反正割和反余割这几种函数在 3.8 节定义.在那里，利用此处讨论的恒等 
式推导在微积分屮用到的反7角函数的其他性质. 

习题 1.5 


在习 Ml ~6的泊数围肜中，嘟哼是一对一的， 然后利用对关 T - 直线的对称性汴罔中 

哪邱小是一对一的？ 添加 / _ 1 的草图 （允 笛求的公式 h 确定/ _的定 



此图形存在何神对称性？ 


5, 




( b ! 证明 / U ) 是其自身的反 函牧. （问忆当1為 
0时 -X.) 

IX 画出函数 /(：«) =14的图形.此阉形存在 
什么对称性？ 

(b} 证明 /(*) 是其自身的反函数- 
在习题13〜18中，每题给出一个函数） =/ U ) 
的公式，并且显示/和/― 1 的围形 - 求每题中/ ] 的 


在习题 7 〜⑴中，各题显示一个函数公式1 


/(W 的图形-复制每题中的囹形，并且画出直线 ^5,0. 14 . /(x) =x 2 h 
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= (x + \y t ^[. is , f ( x ) x ^ o . 



在习题 19 〜 24 中，每题给出一个函数 7 = 
/ u > 的 公式. 求每题中的/- 1 。），并且确定 
y E 的定义域和值域，作为一种检验，证明 
/(厂 1 “）） ^/-'(Ax))= x . 

19.f(x) =x s r 20./(jf) = %*, 

21./U) + L 11.fix) =( 1/2): -7/2. 

23-/(t) =l/x\ x>0. 24,/(x) = l/x\ x^O. 

25. 用 In 2 和 In 3 表示下列对数： 
fa) In 0. 75. (b)In (4/9), 

(c)Jn (1/2). (d]ln ^9. 

(e)ln3，/2. (fJlnyiTs". 

26 •用 In 5 和】 n 7 表示下列 对数： 

[»)in (1/125). {bjln 9. 8, 

(«}ln 7/7. (d)]n 1225. 

U)ln 0.056- 

(fj(ln 35 + ln (l/7))/(li,25). 

在 4 題 27 和 2 8 中，用对数函数的性质简化表 
达式. 

27. { a}ln sin 8 


(h)]n (.V -9^) +ln ( 

(c) ylo (4( 4 ) - In 2. 

28. ( a) In sre fl + In coa ft 
(b}ln (8^ +4} -2 In 2. 

(c 13 In vV - 1 - In (t + l), 

在 4®2 9 ~32 中，求表达式的更简申.肜式. 

29. (a)«.'- 7i . (b) e ■- Ul1 . 

30- (W 〜 )( b )e ln[)J . (小一_"' 

31* ( a )2 ln ^ ( b ) M 】 n 〆 ），{ c ) In ( e . ■ 

32, (iijU{e—). (b” n n (c)Ln(e* 1 -). 

在 4M33-38 中，以相应的形式通过 i 或存 * 

求解 

33. In y -It +4 r 34* Jn > = -f + 5, 

35, In (y-40) =St. 36, In { 1 - 2y) = r. 

37. 】n (j-])-ln2z ： s ； +lrjc- 

38. In { r 2 - I) - J n ( ， + 1) = Jn ( sin *)* 

在题 39 和40中，求解心 

39. U)/=《 fbJ100* ,Oi =200. 

( cj ^ 1W0 = fl . 

40. (bJ80 e -*=l. 

(W 1 * =0.8. 

题 41 -44 中，求解 i, 

41. ㈤， 3 * =27. |b)e k =^-. ㈦ e lh w=0.4. 

4i 丨…物 =職 （b)e k = 士. 

㈦ ， >.=+. 

43.^=^. 44.« 1 * i) e' 3 -* ,) 

在习題 45~48 中，简化表达式. 

45. (»)5% 7 . (bJS^. (c)l. 3 1 * 1 !7 -. 

⑷ log#. (ejlog^. ( f” og ‘(士 )i 

抵(»)2^. (bMO^'^, (c)^. 

⑷ log_,121. (ellog.^ll. 川1—|_). 

47. ⑻户' {cJlDg^—■_). 

«_ (a|25—W>. (1>11叹（0. (cHofeUf)' 

在习® •« 和50中.把各个比表示成自然对数 
的比，并且化简. 

(C I 七. 
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在习勉 51 〜 54 中，求毎个表达 式的精确值. 

51. | a)»iiT'( ~^). ( bjsin"' 

I 和卢). 

52 . (a)co B -'(y]. (b)™ '{^-J. 

. c ) co 8 -( f ). 

53. (aji^rccos ( - 1 )* (b}arccoa (0)* 

54. (a)arcsin ( ^ 1). {b}arcsin | -金) + 

55. 如果 /U) 是一对一函数，能够对= -fix) 
作出什么结论？它也是一对一函数吗？提出答 


案的理由. 

56. 如果/(I)是…对一函数弁且 /U)_0 T 能够对 
h(x) =1// U ) 作出什么结论？它也是一对一函 
数吗？提出答案的理由， 

57* 假定 g 的值域位于/的定义域内，所以复合函 
数/I是有定义的 T 如果/和 S 都是一对…函 
数，能够对作出什么结论？提出答案的 
理由. 

讯如果复合函数/I是一对一函数， g 必定是一 
X 叶一函数吗？提出答案的理由. 

5兔求下列函数/的反函数的公式，并且证实 
(/。广）“） = (厂、/)(*)，* 


[ b )/( I )= r ^ p7 . 

60. 反函 ft 令 y =/{ Jf) =mr + fr, m_0. 

( a ) 提出令人信服的论据，表明/是一对一 
函数. 

( b } 求/的反函数公式./和的图形的料率 
有什么 关系？ 

( c } 如果两个函数的阐形是斜聿不等于0的平 
行线，能够对它们的反函数的围形作出什 
么结沦？ 

( d ) 如果两个函数的阁形是斜率不等于0的垂 
直线，能够对它们的反函数的图形作出什 
么结论？ 


1 + 6 用计算器和计算机作图 


« 1 .放射 性褒变某种放射性物质的众期为 12 小 
时.假定这种物质最初有 K 迮. 

< a ) 把物质的剩余最表术为时问£的闲数 - 
{!>) 什么时候物质将刺余 1 克？ 

存歒■番假定按年复利率 4. 75%储蓄500艾 
元，确定使存款翻番满要多 K 时间 、 

人口增长格伦布薷克市有 37.5 万人 U , 并 IL 
年增长率为2.25%.预测该市人达到100万 
的时间 1 

64.氡222 已知氡222气体的衰变方程为> = 
f 以天为单位.在一份密封的气体忭 
品屮，氡的含霣大约将笛要多长时间下降到它 
原有值的 W % 9 

065. 方程/ =： T 有三个解： x=2, j =4 和另外一个 
解.通过脚图估计这第-个解，达到你所能取 
得的稱确度. 

D6 & 对于 ： c > 0 , 同 2 1 " 1 可能是相同的函数吗9 ® 
出两个函数的闬形.井 II 解释从闬形中看出的 
结果『 

67. 从 7 = 〗 n ： t 的围形 出发， 求从 F 列途径获得的闬 
形的 力枵： 

( a ) F 移3个单位 1 

( b ) 右移 I 个单位 1 

tc ) 左移 I 个单位，上移3个单位. 

( d ) 下移4个单位，右移 2 个单位， 

( e ) 对 y 轴反射+ 

( 0 对于直线 7 = i 反射. 

68 . 从 : r = ln * 的图形出发，求从下列途径获得的阉 
形的 方程： 

(»} 按系数 2 垂直拉长. 

{ b } 按系数3水平拉长. 

(<0按系数4垂直任埔. 

td ) 按系数 2 水平压缩- 

69. 证明 cos ( sin _ 1 x ) = ■/1 - x . 

70. 恒等式 + 围 1.64 证实这个 

恒等式对干0<*<1成立.为/证实它在区间 
: -1, 1] 的其余部分 成立， 凭直接计算证明悄 
等式对于 x = l， 0和 -1 成免 然后，对孓 K 问 
{ -1, 0) 内的值，令戈= - I a >0 T 并且对和 
式训 L < -a) +cos"'( 利用恒等式 (2) 和 


带绘图软件的计箅器或者计算机使我们能够绘制非常复杂的具有髙精度的函数图形.不然， 
许多这样的函数是不容易作图的.但是，当用这样的设备绘图时务必小心，我们在这一节讨论其 



中牵涉 巧 的某些问® . 在第4章将会看到，微枳分如何帮助我们确定 对函数 图形所有重要特征的 
铕确 展示. 

缝图商口 

当川给阄计算器或^汁算机作为绘 图丁具 时，阁形的-部分显示在一个矩形通示窗口或者 
视窗中.在默认窗 a •的图形妗常是不宂全的或者带使人产生错觉的画面，我们把两个坐标 
轴采用相间单位或标度的窗 U 称为正方彩窗口.这个间并不意味着显示窗 u 本身呈正方形（通常 
是矩形）.而挞指*轴和 J 轴具有相问的单位. 

，在畎认窗敁示阐形时.为了使窗口中能够容纳下图形. 对* 轴和 J •轴可能使用不 叼的标 
度单 位.通过指定*值的区间 [«, 纟彳和；^•值的区间0, rf ] 设置视窗，汁算机选择 o , 4]_ l 等间 
距的 * 值， 巧后 描绘点（*，/(*) ). 当 ii 仅当 * 位于函数的定义域内并且 /(*) 落人[^间卜’ （ ^内 
时才在图上_出一点. 然后, 作每个描绘点同它下-个相邻点之间_一条短线段. " F 面用例+说 
明这个绘 m 过程屮可能出现的某些常见问题. 

例 1在下面的每个显示窗口或者视窗中绘 制函数 /(；() =1 > + 28 的 图形： 

( a ) [ -10, 10] x [ -10, 10], (b) [ -4, 4] x [ -50, 10]. ( c )[ -4, 10] -60 , 60], 

解 

<a ) 选择 -10, i = I0, c= _]0 和 </ = 10, 对窗口指定 x 值的区间和 y 值的值域.绘制的 
说在图 1.65a 中‘从图中肴出，窗 U 截取的是图形的底部，而且 s 值的区间过于大.让我们 
试取_卜 '一 个窗 n , 

(b) 现在见到图形的更多特征 （见图 L65 b), 佴是图形的顶部没有显示出来，同时， 还需要 
观察图形在; (=4 右边的部分.下一个窗口对我们应有所帮助. 

U) 图 L 65c 显示这个新视窗中的图形.注意我们从这个窗口中获得更为完全的图像它是 
一幅正常的二次多项式的图形. ’疆 



a) h) C ) 

图 1.65 /(幻 = V -7* 1 +28在不闾視窗中的 田形； 选择获得淸晰 
m 形画面的窗口通常是-个反复试验的过程（例 n 

例2在显示图形时，：(轴同 y 轴选用的单位可以不同，像在图 l . 6 5 b 和图〗 .65 c 中那样.结 
果是使图形变形.以致产生可能使人误解的图像.通过压缩或拉长一个坐标轴上的单位，使其同 
另一个坐标轴的标度匹 gdt 可以形成给出真实图形的正方形显示窗口‘许多绘图系统提供把窗口 
转换成“正方形”的内部函数.如果读者使用的系统不具备这种功能，那么必须进行某些计算并且以 
手工方式设置窗 U 尺寸，使其成为正方形窗口，或者在视窗中给出真实图像的某些预知事实. 

图 1.66 a 在一个 [-6. 6] -6, 8] 的非正方形窗口上显示两条正交直线 j . =; t 和'=_ 1 + 

3及以及半圆 y = 75^的图形.请注意图形的畸变，两条直线不是垂直的，而且半圆呈现为楠 
圆形状. 
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图〗 ,66b 在一个正方形窗 U 显示同样几个闲数，其中 r 轴标度的单位与 y 轴的单位相 N. 汴意. 
「 -6, 6] x[ -4, 41视窗具冇图 】.66a 中同样 的^轴， iW^.m k 66b 中 r 轴的如度 Li 蚱张缩，使 
窗 It 成为〖I:方形.图】 .66^ 给出 个 扩大成![:力■形 [-X 3] x (3, 4] 的 ffiLL ■ 



b) 


m 1.66 垂直线= -1+3 戊以及半圆 r ， 的 闬形： 在 a) 的非正方形 fflu 屮 
显现畤变的图形.但是在 b) 和 r) 的王 方形窗 U 中显示清晰的田形（例 2) 

如果一个有理函数的分母在视窗内的某个 T 值为零值.那么计算器软件或者绘闱计算机的软 
件可能在窗口中产生从顶到底近乎垂直的陡峭线段.请看下面的例子. 

例3绘制函数的阁形. 

解图 1.67a 在我们所用的计算机绘图软件的默认正方形窗口[ -10, 10) x[ -10, 10] 中 
显示图形.注意在 * =2的接近垂直的线段.其实这不是图形的一部分，* = 2并不属于 S 数的定 
义域.通过反复试验把视窗改变成更小的窗 □[ -6, 6] x [ -4, 4], 就可以消除这个线段.展 
现出一幅更好的囹形（见图 1.67b). ■ 
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图 1.67 甬数 y = A 的 阁形： 当视®选择不适当时町能出现垂 a 线段（例 3) 

有时= ■角 函数的图形出现急剧振荡.当计算器软件或者计算机软件描绘图形的点 Jf 且把它 
们连接起来时，实际上可能丢失许多取最大值或者最小值的点.这样产生的图形会严重失 
例4绘制函数 /(*) =sin 100* 的图形. 

解 图 1.68a 显示/在视窗 [-12, 12] x [ - 1 , 丨] 中的图形.我们看出，图形显得非常奇 
特.因为正弦曲线在 -1 和1之间应该周期性地 振荡. 这样的特性在图 I.68 a 中没有展现出来. 
我们可以取更小的视窗作试验，例如取 [ _ 6 , 6] X [ - 1, 1], 但是图形没有获得改进（见 
图 1.68b). 问题在于三角函数尸 sin UKk 的周期2町/100 =0.063非常小.如果选择很小的视窗 
[-0.1, 0. 1] x[ -1, 1]. 得到图 1.68c 所示的图形.这个图形展现出正弦曲线预料中的振荡 
特性. ■ 




mi .68 函数 . T = 8 in 100* 在■:个视窗中的闬肜：由 T 周期 2 ir / l 00»0.063, O'f 
较小的窗 n 最奸地显示这个剧烈振芘的泊放的真实形状（例 4 ) 

例 5 绘制函数 7 = ««* +点 sin 50* 的图形. 

解在视窗 [ -6, 6] x [ _1， I ]中图形很像余弦函数’图上带有某些细小的明显波动（见 
|$(l‘ 69 a). 当我们把 窗口明显减至 [ -0.6, 0.61 x [0.8, 1.0 2 ] 时’得到图 I. Wh 的图形，从 

ffl 中看出第二项^ Sln SO * 的小幅快速振荡，叠加在正弦曲线相对大的值上. ■ 



图 1.69 从1>)#出函数 : ^ = (； 08 * + ^ sin 在 3 )中_:1!罔形的一段稍细 

ffl 像； cos * 项比 ^ s in 50* 项占明显优势，后一项产生沿余弦曲 
线的快速 振荡； 两个视囹对 T 获得图形的淸晰概念是必需的 
例6绘制函数的图形. 

解某些绘图设备显示如图 1.70a 的图形-把它同图 1. IS 中7=*^=友的图形比较，看出 
对于*<0 的左支 丢失，两幅图形差异的原因在于，许多计算器和计算机的软件程序把作为 
计算.由于对数函数对工的负值没有定义，所以计算设备只能产生图形中 ，>() 的右支. 



图 1.™ 在 <0中讎的左支 丢失； 在 b ) 中幽数/⑴ ■ I Jtl n 的雌获得左右两支 （例 6) 


为了获得显示两支图形的完整图像，可以画出函数 


/⑷ 


的图形.除开在 x = o 外，这个函数等于/在没有定义*虽然(》0=0). /的图形显示在 
m L 70 b 中. ■ 


习题 1.6 

n 在 y 掘 1 中，使用铨阳计算器或者计算机 1 

从给定的视窗中确定哪个视窗最适合显示指定函数 
的 m 形. 

1. /(*) = i * -7 x 2 +■ 6 x . 

(an -1， 1] X [ -1, 1]. 

( b ) [ -2, 2] x [ -5, 5]. 

( c ) [ -10, 10] x [ -10, 10]. 

( d ) [ -5, 5] x [ -25, 15], 

2. /(*) =* J - Ax 7 -4i + 16. 

(») [ - ) . 1 ] x [ - S , 5]. 

( b |[ -3. 3] x [ -10, 10], 

( c )[ -5, 5] x [ -10, 20]. 

( d | [ -20 , 20] x [ -100, 100]. 

3. f(x) =5 + 12*-*' 

㈤ [- 1， 1] x [ - l , i ]. 

( b ) [ -5, 5] x [ -10. 10]. 

( c ) [ 4] x [ -20 , 20], 

( d ) [ -4, 5] xt -15, 25]. 

4. f(x) = ^5+4x-x\ 

(8)[ -2, 2] x [ -2, 2], 

( b ) [ -2, 6] x [ - i , 4], 

( c ) [ -3, 7] X [0, 10], 

( d ) [ -10, 10] x [ -10, 10], 

D 在习题 5-30 中，对于给定的函数确定适合的 
窗口，并且用它示函数的 闬形. 

5. /(*) =** -4* 3 +15. «_/(*) =夸-+ -2 i + i . 


21 ‘办)％ ⑦ 


為 1 " 、 6 x l - 15* +6 

^ /(1) = 4^-,0, - 

24*/ ⑷点. 

25+ v = sin 2503：. 

26. y = 3 cos 60 x . 

27 ‘ r=cos (*) - 


29. r - * + ^ 30*. 

30l y - x +士™ a 100*. 

at. a 出由方 程;^ +2* 

= 4 + 4 r -^ 定义的困的 T 


半部分图形. 

32. 両出双曲线 〆 - I 6 * 3 =1的 h 半支 用形. 

33. 阑 出函败 /(*) = - tar 2% 四个阓期的闬形. 


34. 画出 g 数 /(*) =3 coty + 1 的 ffl ©' 

33. _出函数 /< X ) = sin 2 :t + tos 3* 的閉形 ■ 

M * 面出函数 / U ) =化\的阳形. 

Q 在用绘用设备时避免不正确连接的另外一种途 

径是通过 使用* '点模式' 这种方式仅描绘函数的 
点.如果你的绘囝丁_具允许点模式.在4韜3 7 ~40 
中用这柙模式描绘函数的阁形 

37. y = ― 38. y = sin — , 

* — 3 x 

39. y - x \_ x _\. 40. y = I 

D 在习题 41 〜 50 中，用一种绘图计算器或者 H 
算机绘制指定函数的图形- 
4L^- = € j +<*'\ 42 ■: r = e*— 


7.f(x) =x s -5^+10. 
9,f(x) -x 

ll.j=2 太 -3 ， 

13. j = 5 j 2/3 -2 x . 

里 5, y :丨 jc 3 - 1 I . 

17< r = ^ rl - 
19 . /(I) = 


S./C*) =4^ -x*. 

10. f { x ) = V {6 - i 3 ). 

14.y = x 1/i {5-x), 

\€. y = ix ^ -x [. 



加-/“) = ^\- 


43, y = x . 
45. r = 〆 -】. 

47 . y = 

49. r = x In x. 


44. y = e _5 *coa 子， 
4 & r =xe \ 


50. y = 


In x 






第 2 章极限与连续性 


概述 极限的概念是计算运动物体速度和求曲线切线的荖础.这一聿我们先用直观的方法 
讨论极限，然后给出极隈的形式定义. 极琅被 用来描 述丞数 变化的方式，有 些函数 连续地变化’ 
自变*的细小改变仅引起函数 / u ) 的捆小变化.另外一些函数可能出现函数值的跳变.不规 
则地改变或者趋于无限地増加或减少.极哏的概念给出区分这些性质的精确方法， 

2. 1曲线的变化率和切线 


这一竹我们考察曲线的平均变化率和瞬时变化率，这是同曲线上一点卢的斜率密切相关的 
概念.从这些概念自然地引人本聿的极限这个主要概念.在本章末我们再回到曲线瞬时 变化率 
和斜韦的主题，以及了解如何通过极限计算它们. 

2.1.1 平均速率与瞬时速率 


人物传记 在比世纪晚期，伽利略发现，当物体在接近地面的高度从脖止 （非运 

~ IBt ⑽冰 动）状态自由下落时，经过的距离同 r 落时间的平方成正比.物体的这种运 
iTn ^动称为自由落体，在自由落体运动巾.假定忽略空气阻力对 W 慢物体下落 

Gal,l el[ 的影响，而重力是作用于下落物体的唯一外力.如果用 J ■表示物体下落 （ 秒 

1564-1642) 后经过的以英尺为華位的距离，那么伽利略定律表示为 

y - \6t 2 

其中16是比例常数（如果 j ■以米为测量单位，这个常数为 4.9). 

运动物体在时间区间上的平均速率由经历的时间除下落的距离求得.測量单位是长度每单 
位时间：公里/小时、英尺（米）/秒或者适用于具体问题的测量单位， 

例1 -块岩石从绝壁顶端坠落，求它的平均 速率. 

(a) 前 2 秒内的平均速率是多少？ 

(b> 第]秒和第2秒之间的平均速率是 多少？ 

解在给定时间区间内岩石坠落的平均速率等于距离改变量除以时间区间长度如果 
距离测量单位为英尺 （ft), 时间测量单位为秒 （ s >, 那么计算公式如下： 

{») 前2秒内的平均速率： 


42 = 16(2) 2 - 16(0^ 
At 2-0 

(b) 第1秒和第2秒之间的平均速率： 

AZ = t6(2) j - 16(1) J 
di ' " 2^1 


= 32 ft/s 

= 48 ft/s 


下面的例子考察当下落物体的时间区间越来越短时.平均速率会出现什么变化_ 
例2求坠落岩石在 （=1 秒和 t =2秒的速率. 

解计算岩石在长度 A*= A 的时间区间[^, ~ +A] 上的平均速率，可以用 
知 = 16( + ft ) ; - 16 ip 
At k 


我们不能用这个公式代人 A =0 计算在 ~ 时的“瞬时”速率，因为不能用零做 除数. 但是，可以用 
它计算从々=1和~ =2开始的越来越短的时间 K 间上的平均 速率. 当进行这样的计算时，得到 
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^ 2 rt 


^2A 的钴果样式 . 

从 h = l 汗始的时间区 N 上的平均速 
申当 KM 长度喊 小时，看起来趋近极限值 
32. 这 t ■结果暗 A 岩石在 ~ = 1 秒时的 K 
落速率为 32 ftA . F 面用代数方法来证实 


这一点. 

如果设~ =〖，然后展开等式 （ l ) t 端 
的分 fjf 化简，得到 

Av^ 16( 1 ^h) 2 - [6( I ) : 
h 

^ ^6( L + 2h 16 

" h 


32 A + 16*- 
h 


= 32 + \bk 


表短时间网 M 上的平均通單 






时 NK 问 
的长度& 


从 h = i 圩始的民 从仏 =2 nmoL 

m，Jh 的时 NKrHj 的时 liiUOI 

i_ .的平均邃亨 〗_. 的平均速苹 


对于 h 不为0的值，表达式的右端和左端相等，所以 T 均速率是32 + 〖M ft/s. 现仵可以苻出， 
平均速率当 A 趋近0时为什么具有极限值 32 + 16(0) =32 ft/s. 

同样，在等式 （1) 中设 t e =2, 对于 ft 不为0的值，上述步骤产生 

^ = 64 + 16/) 

At 

当 A 越来越接近0时.在（„ =2秒的平均速率具有极限值64 ft/s. ■ 

2.1.2 平均变化率与割线 

给定任意函数我们计算 7 在区间 [*,, 上相对 Ft 的平均变化韦，它等干 1KN 

t.y 值的改变 Ar =/(*,) -/(i ) 除 以区间 长度 = A . 


定义 r =/ U ) 在 K 间 [*,. 上相对干1的平均变化率为 

Ay /(*!)-/(*,) /(x, +ft) -/C-t,) 

X 2 - h 


从几何上#, /在区间 [*,. h] 上的变化率是通过点 /(〜>) 和 （?U : , /(* 2 ))的&线的 
斜申（见图 2.1). 在几何学中，连接一条曲线上的两点的百线是曲线的 M 线.闲此，/从*，到^ 
的平均变化率同割线的斜率相等.让我们考察 -下， 当点<?沿曲线趋近点 P 时.即当函数发 
生 变化的区间长度趋近零时，会出现什么情况. 

2.1.3 曲线的斜率 

我们知道一条直线斜率的含义，那就是直线上升或下降的 速率， 即作为线性函数 m 形的变 
化率.但是，对曲线上的一点曲线的斜隼是指什么？如果曲线在 P 存在一条切线，即一条仅 
弓曲线 切触的直线，像圆的切线.那么有理由把切线的斜韦当作曲线在点 P 的斜宇所以.我 


们需要给出曲线上一点的切线的确切含义. 

对岡而言，切触是容易理解的.直线 t 是圆上点 P 的切线，是指 i 通过 P 并与点 Z 1 处的半 
径垂直（见图 2-2). 这样一条直线恰好同圆切触.但是，如果说直线 L 是其他曲线 C 上点 P 的 yj 
线，那么切触的含义是什么？ 




极限与连续性 


51 



(¥12+1 罔形的割线，它的斜率为 Av / Aj , 闱 2.2 【昆阓在以/，的切线加汜 

即 KN >】 ，\ J 上的 f 均变化申 t 通过 P 并 MK 

为了；义一般曲线的切触，需要提供一种把割线的特性考虑进去的方法.即考虑经过户和 
邻近点 P 的割线丐0沿曲线向 P 移动时的特 ft( a^2.3). 这种方法包含如下步骤： 

(彳 ） 从能够进行的计算开始，即从计算割线的斜率开始. 

(2) 研究割线 P<? 的斜肀当 （) 沿曲线趋近 P 时所取的极限值. 

(3) 如果极限存在，就把它作为曲线在 p 的斜率，并把通过 Pit 具有这个斜率的直线定义为 



阁 2. 3曲线在 P 的切线是通过 P 的貪 线，它的斜率是割线/><?的斜窄$ 沿曲线任何一侧趋近户时的极限 


人物传 id 

皮埃尔 * 德•费马 
(Pierrc de Fermal ， 
1601—1665) 


这就是我们在上面讨论岩石坠落问题时所采用的步骤.下面的例子 
说明切线的几何意义. 

例3求抛物线/在点 P (2, 4 )的斜率.写出抛物线在这个 i 的 
切线方程. 

解我们画一条通过点 P ( 2 , 4 > 和邻近点<?(2 (2+ A ) 3 ) 的割 


线，然后写出割线 P (? 的斜率表达式，并研究当(？沿抛物线趋近/>时发生的 情况： 


割线斜率=^ = ( 2 乂) ^ 4 4 Y 4 - 4 = hl + 仙 =k+4 


若 ft >0, 则 (？ 在 P 的右上方，如图 2.4 所示， 若 fi < G ， 则(？在/>的右下方（未显示在图中）.在 
任何一种情况下，当(？趋近 P 时 A 趋近零而割线的斜率趋近4: 


当趋近0时，和式 （/»+4) 趋近极限值4 
我们把 4 作为抛物线在点 P 的斜率. 


抛物线在点 P 的切线是通过 P 且斜率为4的直线： 
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y = 4 + A ( x - 2 ) (点斜式方稈） 

y = 4 i - 4 _ 



*12.4 求抛物线；^/在点 P (2. 4>的斜聿，即割线斜幸的极限（例 3) 


2.1.4 瞬时变化率 

例 2 中坠落的岩石在时刻 1 = 1 和 t =2 的变化率称为 瞬时变 化寒. 瞬时变化苹同切线的斜芊 
有密切联系，这一点在下面的例子中将会见到 • 


例 4 图 2. 5 显示果蝇种群在 50 天 


内的繁殖试验.果蝇数量按固定时间 K 
间计数，幽出与时间相关的计数值的 
点，并用光滑曲线连接（图 2.5 中的曲 
线）.求从第3天到第 45 天果蠅的繁 
殖申. 

解 在第 23 天有 1 M 只果蟎 ，在第 
45 天有 340 只果蝇.因此，在 45 -23 = 
22 天内，果绳数量增加了 340 - 150 = 
190 只.果蝇种群从第 23 天到第 45 天的 
平均变化率为 

导“卿 天 



图 2.5 果蟎种群在受控试验中的繁殖 ： 22夭的 
平均变化率 为綱线 的斜率例 4) 


这个平均值是图 2. 5 中通过点 P 和的割线的斜率. _ 

在例 4 中计算的是从第 23 天到第 4 5 天的平均变化宇，并未说明果蝇种群在第《天的繁殖 
速率.为了求这个速率，我们需要考察问题中同这一天更接近的时间区间. 

例 S 例 4 中果蝇种群在第 23 天数*增加的速率是多少？ 

解为了回答这个问题.我们考察从第23天起果蝇在越来越短的时间区间上的平均变化宇，在 
几何学术语中，我们通过计算沿曲线趋近 P 的点序列 C 的割线斜率来求这些变化率 ( 见图 i 6). 

表中的值表明，当（？的（坐标从 4 5 减至 3 0 时，割线斜率从 S . 6 上升到 16. 4 ,而我们预料当 
<继续接近 23 时斜率会略微升高.从几何上看，割线围绕 P 旋转并显现趋近图中的粗切 线这条 
直线通过点 /1(丨 4 , 0) 和 B ( 35 , 350), 其斜率为 


只果騎(近似值) 
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m 2 . 6 果蝤用〖.通过点 P 的 4 条割线的斜韦和位置（例 5) 

在第23天果熥种群大约以 16. 7只果蝇/天的速率增加. ■ 

上面几个例子隐含了极限的概念.瞬时变化卒是平均变化肀的极 限值； 曲线上一点 的切线 
的斜率等于相关割线斜率的极限值.瞬时变化率和剂线出现在其他许多地方.为了从结构上讨 
论这两个对象，并加深我们对它们之间的联系的理解.需要研究如何定义以及确定极限值或其 
极限的 过程. 我们从下一节开始对它们进行研究. 

习题2. 1 

在习题】~6中，求函数在给定区间上的平均 （ a ) 怙计割线 PQ 2t 和印，的斜率， 

变化率> 并像阳2, 6那样 依蹰序 把它们排列在-个表 

1 - + 1 中.这些斜聿对应的单位时什么？ 

f «) U , 3]. 1]1 ( b ) 估 if 赛车在 J =20 S 时的速度 1 

2 ' 以 x ) = x 、 ft 附图 M 不一个物体从距离月球表面 iio m 的 

[ a )[- l ， 1]， [ b )[ -2, 0]. 月球着陆舱下落时下落距离对时间的函数 

3. hit) =rol i . 曲线 ■ 

[*0[ tt /4, 3 tt /4]. ( blU /6, tt /2]. ( a ) 估计割线作】， PQ ,, PQ , 和印，的料率， 

4. g(t) =2 +coh t. 像用2. 6 那样把它们排列在一个表中 + 


U )[0, ( h )[ - tt , ^], ( b ) 气物体撺击月球表面时，它的速度是多少， 

5* R( 0) = v^TTi 「0, 21. -V 














( a ) _ 出表示收益作为年度函数的点，并尽叫 
能 m 光滑曲线连接它们. 

[ b 丨在2002年和 2004^^1(^ 收益的平均增长 
率是多少？ 

UJ 通过所 W 图形估计2002年的变化率 T 
018* 对函数八*) =( 1 +2)/(=-2)造函数表，取 

^ = 1.2, j 卞 11/10， j = 101/100, * = 1001/ 

looo , i = io ( X)]/ioooofni = i . 

[<0对于函数表中每个求 fu ) 在区间 
[1, 1] 上的平均变化來 

( b ) 在苗要时扩充函数表，试确定 fU ) 在1=1 
的平均变化率. 
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H19. 令# rU) =/i' t 

【a} 求在 l 乂 「nj[l. 2].[】，1.5! 和 [〗. 1 + 
H 对*的平均变化來 

<b) 在 K 间 [b 1 + h] 1: 造函数〆对; r 的平均 
变 ft 年数值表.取近 T 的菜碑伯. 
例汕 A = 0. ] , 0. 0! p 0. 001 , 0. 0001 , 
0.000 01 和 0.000001. 

{幻阐数表在* = 1关于的变化中釕什 
么晡示？ 

(扪住区间[丨，1 +A] M 十算#(幻对I的平均 
变化肀$ A 趋近岑时的极限. 

H20. 令/⑴ ，+ , t^0. 

U) 求/在下列 K 间卜_对I的平均变 化率： 
<i) 从 f=2 到 f=3，（i0 从 f=2 到 f = 7： 

在 K 间 [2, r] 上造函数 /对1 的平均变化率 
的数值表，取某些趋近2的 r 值，例如 r = 
2. 1, 2.01, 2.001 T 2.0001 和 2-000U】. 

(c) f 均变化率数值表在£ = 2关于/对 | 的变化 
率有什么暗 

(d) 计算/在区间[ 2 , : T] t 当近2时对 r 的 
f 均变化車的极限.在代人 r = 2 之舫必须 
先做某碎代数 运算- 


2 . 2 函数的极限和极限法则 

*2.1 节，我们见过求函数的瞬时变化率或曲线的切线时出现的极限.在这 -- 节我们 从极限 
的非形式定义出发，说明如何 汗算极 限值. 下-节 给出极限的严格定义1 

2.2.1 函数值的极限 

历史评述 C ®ia/C ^^ x , rn Jf [^ M ±_ t 

- 近 h 的所有 l yu) 任意地接近 m 按我们想要的程度接近 i), 就说当* 趋近％ 

极限 时/趋近 极限 i . 并记为 

Yimf(x) = L 

读作“当 a 趋 近〜时 /(幻的极限是实质上，极限的定义说明只要*接近％(无论从％的哪 
侧）， /U) 的值就接近数 L 这个定义是“非形式的' 因为像任意接近和充分接近这样的说法是 
不精确的；它们表达的息思 R 上下文有艾.对十制造活寒的机械师来说，接近可能意味着是在儿 
千分之一英寸内.对于研究遥远的银河星系的天文学家而接近也许意味着是在儿千光年内， 
然而，定义是足够明确的，使我们能够认识和计算特定函数的极限.不过，当我们着手证明关干 
极限的定理时.将需要在 2.3 节中给出的精确定义< 


如渠想丫解微积分学中更多的历史人物以及重要原理和主联的演进.请访问 hltp：//-^ aw. 

cairulu»_l L 
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例1闲数 /“） = 在 I = I 附近有何 特性？ 

解给出的公式对于除* = |以外的所有实数定义 /( 不能用芩相除）.对 f 任何; ^#1.可以 
通过分 子的闪式分解和消去公因式化简 公忒； 

f/ r ^ _ U - 1 ) ( X + \ ) 

ji x > - -二 j - = X + \ t X ^ I 

由此可知/的图形是不包含点（ I ， 2 )的直线 r = J + l . 被排除的点在图 2.7 中表示为一个.，小 
孔”.杉管/( I )没有定义，显然通过选樺足够接近1的*,能够使 /(*) 的值接我们所希望 的栈度 
接近 2( W 表 2.2). 



表 2.2 是接近 1 , f ( x | =(^ -1)/| x -1) 看起来越#镬近 2 


低千1和离 T -1 的:^倌 


低？丨和离于丨的 I 值 

/( I ) -x + ) 

0.9 

1.9 

0.999 

1.999 

I . 1 

2 .] 

LOOI 

2,001 

Or 99 

L 99 

0,999 999 

\ 999999 

1.01 

2 . 0 ] 

1,000 001 

2.000 001 


我们说当 * 趋近 I 时 /(*) 趋近极限2,并写成 

lim /( s ) = 2 或 = 2. ■ 

一I «-| X - \ 

例 2 图 2 . 8 中的函数/当^-4时有极限2，即使/在* = 1 没有定义.函数 g 当 ； 1 a . j ■有极 
限2，即使函数 / i 是仅有的一个函数，它在 i -» l 时的极限等于 它在 ； t = l 的值，对于 
^有 = A (1) ‘这个极限和函数值的相等是很特別的，我们在 2.6 节再讨论它. ■ 

例3 

<8)苕/是恒等函数/<*)=；«.则对于任意值巧（见图 2 . 9 a ), 
lim/( ^ ) - Lim j: - 

( bl 若/是常值函数 /“）=4( 取常数值 i 的函数），则对于任意值1。（£图 2.9 b >， 

lim/(i) = Zim k = k 

例如， lim x - 3 和 tiin (4) = lim(4) =4 

我们在 2. 3 节例 3 中证明这些结果. 7 _ 
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围 2 .8 /( x ), 牙 U ) 和当时的极限都等于2,但是 
唯有/|(4在* = 1的函数值与极限值相等（例 2) 



极限可能不存在的某些情况在围 2. 10中说明，并在下—个例子中描述. 
例4讨论下述函数当: c —0 时的特性. 


[ h } g ( X )=}^ 

lo, * =0, 


I ' O , 

=1 1 

$in — , x : 
k x 


解 （ al 函数 跃变： 单位阶跃函数 扒幻当 3—0 时不存在极限，因为它的值在 x =0 跃变.对 


f 任意接近零的负*值， U { x ) =0. 对于任意接近零的正*值， [/(*)=!. 当*—0时不存在 



b)g(x) 


a) 单位阶 跃凼跤 C/U> 


图2, 10当时不存在极限的三个函数（例 4) 


O / U ) 
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(/(*) 趋近的单一值以 HL 图 2. 10 a ). 

( b ) 函数增长过大而不存在极限：《■(幻当 3 -，0时无极限，因为当 *—0 时 g 的值的绝对值 
任意地增大而不保持同仟何固定的实数接近 （见图 2. job ). 

< c ) 函数振荡过多而不存在极限：/( I )当3； 0时无极限，因为在包含0的毎--个开区 闾内泌 
数的值在与 _1 之间振荡.当*—0 时函数 值不保持同任何一个数接近 （参 见图 2 , 10c) . ■ 

2.2.2 极限法则 

下述定理表明如何计算函数算术组合的极限，其中函数的极限是已知的， 


定理1 [极 W 法则）若 L，Af ， c 和 i 是实数，并丑 lim f(x) = L, lim g(x) = Af , 则有 
和法则 lim (/(*) +^(^)) =/.+"« 

两个函数之和的极限等于它们的极限之和. 

【2)差法则 lirn (/(,) - g ( x )) = /,-W 

两个 S 数之差的极限等于它们的极限之差. 

(3) 相法则 lim(/(*) • g-( i) ) = L • Hf 

两个函数乘积的极限等于它们的极限的乘积. 

( 4 ) 常教倍法则 lim< A •/(*)) = k ■ L 

常数与函数相乘的极限等 1 +常数与函数极限的相乘. 

<S1 商法则 =^. M^O 

两个函数之商的极限等于它们的极限之商.假定分母的极限不为零. i 

<6 丨 摹法则 I 

若 r 和3是不含公因数的整数，且 ，钤 0，則 I 

lim(J( x yr' = L r/ - j 

假定是实数（如果$是偶数，我们假设 t >0). | 

函数的有理数幂的极限等于函数极限的幂,假定极限幂是实数. _ 


我们可以确信定理1中各个法则或定律的真实性（虽然这些直观的论断不能作为 证明） .如 
果*充分接近心那么从极限的非形式定义看出 /(*) 接近 i 和 接近私 因此，有理由认为， 
/U ) + 〆*)接近 i + M，/(*) -g(*) 接近 L-Af, /U) 《⑴接近 LM, 执幻接近 kL， 以及当对_0 
时 /(*)/«■( = ) 接近 LAW. 我们在 2 .3节依据极限的确切定义证明和法則.法則 （2) ~ (5) 在附录 
A. 5中证明.法则6在高等微积分学教程中证明. 

例5应用观察结果1^4 = 4和 1,^)* = c (例3> 以及极限的性质求下面的极限： 


( a ) iim (* 3 + 4? - 3 ). ( b ) n 〆 + /：X ( C ) u m y4?~rj. 

一 a ： + 5 … 2 

解 （ j ] +4 j 2 -3 ) ‘lim 太 3 十 - lim 3 (和法则与差法则） 

= y +4c : -3 (积法则与常数倍法则） 


(b) lim 


^ +5 


lim(x 4 + x 2 - 1 ) 

\\m(x 2 +5} 


{商 法则） 


lim x* + lim % - lim 1 
lim x 2 + lim 5 


(和法则与差法则） 
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= c *7 vf 1 (幕法则或积法则） 

{ c ) ]叫 Ac 3 ‘3二 yii ^ 2 (47- _ 3 y (幕法则， r / i ^ y / 2 ) 

- yiTm 4? - Iiin 3 (差 法则） 

=/4( -2) 3 -3 ( 积法则与常数倍法则） 

= / t 6~-3 ^ /1"3 ■ 

定理_的两个推论进一步简化多项式和有理函数的极限计算任务+为了汁算多项式滅数当 
r 时的极限，只窬在函数公式中用 c 代换 X ,为了计算有理函数与 x — c (在点 c 分母不为 0) 时 
的极限 T 在闲数公式中用 r 代换4参见例 5( a ) 和 5( b )). 


定理2 (多项式的极限 | ^ P ( x ) ^ a ^+ a n _^ 1 +… + a eT 则 
lim P{x) = c} - + ' + + a 。 


定理 3( 有理函败的极限 1 若 P (*) 和 <?<幻是多项式 ， M 


尸 U ) 

<?u) 


P{c) 

Q{c) 


例6 




} + 4^-3 

* 2 +5 



2,2.3 用代數方法消去零分母 

定理3仅当有理函数的分母在极限点^不为零时成立.如果分 
母为零，消去分子和分母中的公因式后，可能把分式化简为分母 
在 c 不再为零的分式.如果出现这种情况，就可以在化简后的分数 
中用代人法求极限. 

例7计算 

解 不能代人* =1 求极限，因为这使分母为零.我们检査分 
子在; (=1 是否也等于零.亊实确实如此，所以分子与分母具有公因式 （*_ 〖>.消去（*_ 〗 ）后得 
到更简单的分式.它在 x#l 的值与原来函数的值 相等： 

= (J 2) = —■ 如果 * # 1 

* x(x - \) X 

利用这个更简单的分式，用代人法求时的 极限： 

Lim J， lim^ = !^ = 3 

c -L — X * -1 X 1 



请参见图 2. 11. ■ 

2.2.4 用计算器和计算机估计极限 

当有理函数的分母为零而不能用定理1的商法则时，可以试用计算器或者计算机估计当1越 
来越接近 c 时的极限值，我们在例1中采用过这个方法.但是对于在-'点无定义或不存在极限的 
函数，计算器和计算机可能给出虚假值 和错谟 印象，像下面例子说明的那样， 
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^ 2 11 除在 31 = I 外， 《) 中 /(*) = (x z +x-2)/(x 2 -x)^ b) 中发 {t) = u + 2 >/j 的阉 
形相同 (/ 在这一点无定义）：两个函数当: r— I时具有相同的极限（例 7) 


例8怙计1 ^ 的值. 

解表 2 . 3列出函数在 ; c =0附近的若干值.当 at 经过±1, ±0.5, ±0. 10和±0 01趋近0 
时，闲数似乎趋近数 0.05. 

当取更小的； I 值*0.0005， ±0.0001, ±0,000 01 和： tO . 000 001趋近0时.函数似乎趋近 

0值. 

那么答案是 0. 0 S 或0还是某个其他值？我们在下一个例+中解答这个问题. 


表 2. 3 f lx) = ^^1^在灰 = 0陏近的计算机求值 


x /⑷ 1 

L 1 /<*) 

tl 0.049 876 

*0.5 0. 049 969 | 

成 1 0 .049 999 I 

±0 t>] 0. 050 000 J 

趋近 0.05? 

*0,0005 0.OBQQ00 

±o,oooi o.oooooo| 

±0 wool 0.0000001 

±0.000 001 0.000 000 J 

1 趋近 (^ 


使用计算器或者计算机可能产生不确定的结果，像上面的例子-我们不能在计算中代入 
1=0 -同时分子和分母没有明显的公因式 （像例 7那 样）. 然而，在某些情况下我们可能用代数 
方法建立一个公因式. 

例 9 计算 i im A 2 + 100 - JO 

解这是在例8中考虑过的极限.如果对分子和分母同乘以表达式 + 100 +10( 从改变分 
子根式后的符号得到），就能建立一个公因式.用初等代数对分子进行有理化： 

H 100 - 10 _ A 1 + 100-10 _ /?~+ 100 + 10 = 4 100 - 100 

/ A 2 + 100 + 10 ~ v V + 100 +1 。） 

= ——； （ 公因式 / ) 

x (vV + loo + io ) 


vV + 100十 10 


(对于消去: c 2 ) 
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因此， 


/ i 1 + 100-10 

—^ ■ ? 


Jx +100 + 10 


/0 2 + 100 + 10 
i = 0. 05 


(分母在3 = 0不为零，用0代换 d 


这个计算对于例8中不确定的计算机结果提供正确的答案. ■ 

在求分母变成零的商的极限时，不可能始终依靠代数方法解决问®.在某些场合，这时可以 
借助于问题的几何性质（参见 2. 4节定理7的证明）或通过微积分方法（在 4. 4节和 4. 6节中说明） 
求出 极限. 下面一个定理也是很有用的. 

2.2.5 夹层定理 

下述定理使我们能够计算各种形式的极限.这个定理称为夹层定理， 闪为 它涉及的函数/的 
值夹在另外两个函数 S 和 A 的值之间，而这两个函数在 , 

点 c 有相 N 的极限 L. 由 于函数 /的值被限制在两个趋近 
i 的函数值之间，所以它的值也必定趋近 t (见图 2. 12). 

在附录 A. 5中可以找到定理的证明. 


BJ2. 12 /的图彤夹在 g 和 h 的囝形之间 


定理 4( 夹展 定理} 假设对于包含 c 的某个开 
区间内的所有*(1 =。本身可能除外）-有 
名 UX (*) 在 AU ). 同时假设 = lim / t ( i ) = 
L 那么 lj ^/ U )= L . 



夹层定理也称为压缩定理或者收缩定理 • 

Wio 假设对于所有有 

1 一 ^ ■ < u(x) ^ 1 + y 

求无论 u 是多么复杂的函数_ 

解由于 - UV 4)) =1 和 ㈣ <1 +(^/2) -1, 
夹层定理蕴涵 〖土 = 1 ( 见图 2. 13). _ 

例11 

(a) (参见图 Z 14a) 由 dn (9 的定义（参见 L 3节）推出， 



4 


对于所有心有 -I d hsin 没矣 I 沒丨 ■ 由于把 (-1 衫丨）=图 2. 13 
lmilffl =0,故有 

Hm ain ^ = 0 

fb )( 参见图 2. 14 b ) 由 coetf 的定义推出，对于所有 
e, 有0矣1 - cos 沒矣 I 0丨 ， 故有 ㈣ （ 1 - cos =0,或者 

Um COS 疗=1 

( c ) 对于任何函数 / U ), 若 1^1/(*) I =0,则 1土/(*)=0. 
1/( X )丨，而- 1/ U ) I 和 1/(*) 丨当： t — C 时具有极限 0. 


图形位于 r = i + (//2>和厂 
1 -(*V4) 的图形之间的区域 
的任 何函败 uU) 当 *— 0时具 
有极限 U 例10> 


这是由于- !/(-) I 
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a) b) 

网 2. 14 央这定理显 ;^ a) Um ftin ^ = 0 f(J b) lim( [ - ros fl) =0( 例 J 1 ) 


极限的另外一个重要性质由下面的定理给出.在下一爷给出定理的证明, 


I 定理 s 如果在包含。的某个开区间内本身可能除外且当 . k 时； 

|/和 jr 都存在 极限，那么 


lim /( s ) ^ lim g{x) 


在定理 5 的不等式中，如果用严格的小于符号 （ < ) 代替小于等于符号 （ 结论不冉成 
立.图 2. t 4 a 表明，对于 P 尹0，有 -U [ < sin 0 < I I , | R 是在 0—0 的极限情况下等式 
成立. ' 


习題 2. 2 

1. 对于本®所滅图形的函数 gU ) ,求下面的极限， 
或者说明不存在极限的原 W . 



2 .对于本题所《闬形的函数 / U ), 求下面的极限， （ C ). ㉟ ( d ) l ： ni /( t ) =1. 

或者说明不存在极限的原闶. ( ell . m / d ) =0. 

( a ) Iim /( f ), ( c ) lim /(£). I f > 义=/( i ) 在 （- 〗，〗 ） 中的每个点 存在. 



3. 关于本题所 Iri 图形的函数7，/(：0,下述命题中 
哪些命®成立，哪些命题不成立？ 


4> 关于本題所画围形的函数^-/^),下述命®中 
哦#命题成立. W 些命 S 不 成立？ 
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( a )】$/( 均不 存在. （ b )】^/ U ) =2. 

不存在. 

( d | \ Lf ( x)m -K 1 )屮 的每个点 x n 存在. 

(史)^=/(；0在（1， 3) 中的每个点％存在」 

在 d 题5和 ^ l ®6 中，说明极限不存在的原 ㈥ . 

5, Mm ——— , 6* lim ―^― . 

t * 0 丨 ：* 丨 * -I x - \ 




在习歧47 -54 中，求极 
47. lirn(2 S m*-l). 机 lien » 


S3, + l 54, lim-yT^coa^. 

55. 假定 = l 及巧穿(幻 =-5. 对于下面计 
算极限的步 》 U ). (〖0和（0,指出便用定理 
J 中极限法则的名称1 
r mm %(阶）-化）） 

lim 2/( x) - lim 

- ^^ _ ( k ) 

( lim (/(*> +7))^ 


令 limAU)=5, = I 及 limrU) ;2_ 对 

于^面汁算极限 &步骤 u>, (to 和 U ). 指出 
使用定理1中的极限法則的名称： 


v^T _ 

1 pU) 〈4 - r(x)) ~ lim</>{*)(4- 


(lim j:) ){lim4 - lim r(x) ' 


( D <4-2) 2 

57. 假定 lim/(r) =5 及 = -2. 求下列 

极限 ^ 

[ a )lijn/(x)g(x), {b)h m 2/(x) g (x). 
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(cHim(yu) AU) )」 （djlim .. 

58 - 偁定 lini /( i ) =0 g ( x ) = ， 3, 求卜列 

极限/ d 

{ a } Uin ( g ( x } +3). ( b )[ imx /{ x ). 


S9 . W ^ iimyU ) =? 及 〖 iyU ) = -3. 求 >」列极限 + 
+ g ( x ) ) t ( b ) Jim /( i ) - g ( x ), 

(Cjlim 4g [ x ). [ d )[ imf ( x )/ g ( x ). 

机假定 liny ? (幻=4 ， lim r ( i ) = 0 及 lim j (幻 = 
-3. 求下列极限 ■ u '一 2 

( a ) Lim ^ pCi ) + r ( x .) + s ( x )). 

- 心） . s (x). 

(cJ Um ( ~ 4 p(x) ^- 5 r(x))/s(x). 

由丁肜式为 

* -o h 

的极限问割线、切线和瞬时速率的联系，所以在傲 
积分中频繁: fi 现.在4题61~66中，对丁.给定 
值和函数/计*这个极隈. 

61-/(*) =/， I = 

62. Ax ) ^ x 1 , ,= -2. 

63* /( 文 ) -^ x -4 , j ^ 2. 

64*/“）=1 /*，n -2. 

6 S ,/ U ) :石， x : l . 

祕 -/ U ) = /3* + ]\ X =0. 

67. 如果对于 - 】 矣 ; t 备 j, 有 ， / 5 - 2 x f ^f { x ) 在 

- x 2 t 

68. 如果对于所有求 


对于接近零的所有*值成立.这对于 


还可能得出什么结论？提出答案的理由. 

O ( b ) 对于 -2 分名 2 在-起画出厂 1 - ( i 2 / 6 ) t 

7 = (I sin j)/(2 -2 ：*) 以及 7 =】的囝 

形，评述这些图形当怎― 0 时的特性. 

70 . ( a ) 假定不等式 


—— _ _ 63 

对于接近0的所有*偵成^：(从 a .9 以 
#出的痛如 此）. 这对于 


还吋能得出什么结论9提出答案 的埋私 

O {bj 对 t - 2备 * 备2, y = ([/ 2 )- 

U : /24) ， r = ( [ -ro„ I )/ x 1 以及 r = ]/2 的 
图形. 冲述这拽形当: r—0 时的特忭. 

H 对丁〜80,你将发现绘图 if 筲器茫介 
用的. 

71- ={V -9)/(x+3). 

(幻造闲数/的数值表.取点： r = -XI, 
-101- -3.00] 等•直到岍用叶算器能 
够达到的败值，然后怙计^/(^ 加畀改 
为在：= -2.9 t —2.99, -2 T 999 T …计 
算/,怙汁抜限能达到什么值？ 
lb ) 通过绘制/在〜附近的闬形并川 
Zoom 和 Tmce 功能键估计当 * — -3 时用形 
I:的/值，支持你在 U> 中得出的结论. 

U) 课在例 7 中那样用代数方法求 

72. 令名 (x) =(? -2)/(x-^2). 

U } 造承数武的数值表，取点 t = 】. 4 , (.41. 
I . 4 〗 4 等及的相继十进制近似值 1 估 H . 

]im g(x). 

X SI 1 ? 

(b) 通过绘翻^■在 Io= 及附近的图形 t 并用 
Zoom 和 Trace 功 能健怙 计当时闬形 j-. 
的/值，支持你在 （a) 中得出的结论. 
(0用代数方法求1；^^( ;1) . 

73. 令 C( j 0 =( 1 +6)/{ 1 : +4 1 -^). 

U) 造 SfcG 的数值表，取 I= - 5 . 9i — 5 . w . 
-5. 999, •■. 然后估计 jii^GU). 如果改为 
在*=— 6. 1， -6,01, -6.001, …计算 C. 
估汁极 限能达到什么值？ 

<b) 通过绘制 G 的图形，并用 Zoom 和 Tmr r 功 
能键估计当 -6 时 ffi 形上的 y 值，支持 
你在 （a) 中得出的结论 . 

(«1 用代数方法求 _ljm s C( *). 

74. 令 AU) =(* 2 -2 i -3W-4 i +3). 

(a ) 造函数 A 的数值表，取 * = 2.9, 2.99, 



在* = 3.1, 3.0!， 3. 001,…计算 A , 估计 
极限能达到什么值？ 
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{ b } 通过在=3附近绘制的 ffl 形，并川 
Zoom 和 TranP 功能键估计当: t — O 时 1¥1 形 L . 
的 J 值.支持你在 （》) 中得出的结论 ■ 

( C ! 用代数方法求 

75. 令/(太）=(^ -1)/( \x \ - 1). 

U ) 造函数/的数值表，取*妇上和 ft F 趋近 
%=-]时的值.然后怙计 jn ^ yu ). 

( b ) 通过在〜= -1 附近绘阌形，并用 
Zoom 和 Trace 功能键估计4 *—► _丨时田形 
[1 的 X 值，支持你在 U ) 中得出的结论. 
用代数 方法求 // n/Uh 

76. 令 FU ) -(^+3^+2)/{2- \x\ ). 

(a) 造函数 F 的数值表 ， 取*自上和自下趋近 
^ = -2 时的值然后估 it jm/Uh 
(⑴通过绘制 f 在 -2 附近的图形，并用 
Zoom 和 Trace 功能键估汁当 - 2时阁形 
上的7值，支持你在 U ) 中得出的结论」 
(*=}用代败方法求11^1 7 巧：0. 

7T 令牙 （幻 = (Ain B)/B. 

( a | 造函数 g 的数值表，取0自上和自 下趋近 
& =0时的值.然后怙计 
< b ) 通过绘制 g 在& =0附近的围形.支持你在 
U ) 中得出的结沦. 

78* 令 C (0 =(1 - r«s i)/i\ 

( a ) 造函数 C 的数值表，取 f 自上和 ft 下趋近 
/ c =0 时 的值. 然后估计⑴. 

( b ) 通过绘制6在^=0附近的围形，支待你在 
U ) 中得出的结论 - 

79, 令 yu )=? 

造函数/的数值表，取文自上和自下趋近 
*。= 1时的值-/当^时有极限吗？如杲 
存在极限，极限值是什么？如果不存在极 
限，原因何在？ 

( b > 通过绘制/ 在％ =1附近的图形，支持你在 
U ) 中得出的结论. 

80, 令/(幻= (3'- l )/ i . 

( a ) 造函数/的数值表，取*自上和自下趋近 
4=0时的值./在时有极限吗？如果 
存在极限，极限值是什么？如果不存在极 
限.原因何在？ 

| b ) 通过绘制/在4=0附近的囝形，支持你在 


( a ) 屮得出的结论 ■ 

81. 如果对干在 L -】，1]中的：*有？在/(*)矣八 
对于: tc - l 和 i > l 有 X 1 ^ f { x ) 矣; T 4 ，那么在 
哪苎点 r 上 n 动得知 t ^/ u ) 的值？艾于/在这 
鸣点的扱限值能够得出什么结沦？ 

S 2. 假定对 T 所有2有客 ㈠ ）名/(幻矣月 


嵌定 


= liin h {^) = - 5 

m 在; c=2 的值能够得出任何结沦 

吗？ /U) ，0能否成立？ =0能否成//."? 

提出 答案的理由. 

»3. 如 

84. 如果 求 

(a) lim/{jf). (b) hmp^-r 


85. 如采 =3, - 

( b } 如果！求 
S 6. 如果，求 


(a}lim/(x) 


( b ) lim ^-. 


B 87. (al 通过绘制 gU ) = uin ( l/M 的阁形，怙 it 
当霈要时在原点处放大阁形， 

| b ) 用一种证明证实在 U ) 中得出的估汁 - 
OS 8. ( a ) 通过绘制 ftU ) = x z c :> s ( 】 /?> 的 田形. 估 if _ 
hmh{x) t 当需要时在原点处放大 罔形. 

( b ) 用一种证明证实在 U ) 中得出的估计 ■ 

计算机探究 

在3睡89~94中，用一种 CAS (计算机代数系 
统）执行 F 列处理步骤： 

U 丨绘制趋近点 h 时的函数图形 - 
( b ) 从图形估计极限值- 

M r x i - 16 如 v x i - x 2 - 5 x -3 

执 90 }^r (l + l y - 



93. 


lim -- X . 

--o x sm x 


yV +7 -j 
2 / 
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2.3 极限的精确定义 


现仵把 K 意力转到如何给出极 限的粞 确定义.对于…形式定义中像“任意接近”这样&糊的 
抬我们®用能够 ft 任何特定例子中适 用的具 体条件代荇.川精确的定义，町以证明前 -- P 给 
出的极限性质， JI : 确定许多黾 耍的 极限. 

为广证明当 I --*,,时 /(*) 等于数必须证明当 . t 保持-足够接近"％时 /- 之间的 ㈣ 隔 
能够达到"像我们选择的那样小__.现在 专察一 下，如果指 lif / U ) 与^之间间隙的大小耶么这 
将会右什么要求. 

例1考虑 在〜 =4附近的函数 r = 2：*- l . 从贞现上矜，当 I 接近4时阐数）.显然接近7,所 
以 1^( 23：- I ) =7. 然而，例如说.*必须怎样接近4方能使 F 2 JT -1 同7之差小千2单位:， 

解我们的问 题是： *取什么值能使丨 r -7 l <2? 为丫， f 求答案，荇先通过;^表示 I ,〜 7 | ; 
l . r - 7 1 = 1(2!- 1) - 71 = 12* - 81 
扣足问题变成：^取什么值能够满足不等式丨 2 S -8 \< 2 -> 

为求出； t , 解不等式： 

I 2s - 8 I < 2 
-2 <2 x - 8 <2 
6 < 2 * < 10 
3 < x < 5 
- 〖< x -4 < \ 

只要 * 保持在= 4 的 I 单位距离内，就能保持 r ft = 

7 的 2 单位距离内（见图 2. 15). _ 

在前面例子中.我们确定*必须怎样接近特定的值 
〜，以保证.某个函数的输出位于围绕极限值 i 的预定 K 间 
内-为 T 证明当〜时 /(*) 的极限实阮上等于 L , 必须 
证明，只要保持*足够接近％,就能使 /(*) 同 A 之间的 
间隙小于预先指定的无沦怎样小的误差. 

2.3.1 极限 的定义 

假设我们当前注视/(:^当^—*。时的值（不考虑〜的值本 身）. 当然希望能够断言，只要^ 
停留在％的某个 S 距离内， /(*) 就停留在离 L 的 t ■分之..单位距离内（见图 2. 16). 但是实质上 
这是不够的，因为在 ：* 继续趋近 i u 的过程中，怎样防止/( I )在从 t -(1/10) 到 t + ( l /]0) 的区间 
内 摆动而 不趋向 P 

我们可以说误差可能不超过1/100，1/1000或 1/100 000. 毎一次.都要寻找围绕 1() 的一个 
新的 S 区间，使得只要 z 保持在区间内就能满足新的误差容限‘同时，每一次都存在这样的可能 
性， /(*) 在某个阶段偏离 A 摆动. 

本小节后面的图形说明这个问题，可以把这神情况想象成怀疑论者与学者之间的一场争论 
战.怀疑论者提出《挑战，证明极限不存在，或者更确切地说存在可疑性.学者对每次挑战的府 
答是用一个围绕〜的 S 区间使函数值保持在1的*■距离内. 

如何终止这场似乎 无休止 的接二连三的挑战与 应答？ 办法是证明对于挑战者所能提出的每 
个误差容限 S ， 我们能够找到、计算或想象一个匹配的距离5,使得只要: r - 足够地接 近”心 ，就能 
保持/(幻在 t 的容限内（见阁 2. 17). 这就导致我们给出下面极限的格确定义. 



15 2. ：5 * 保持在& =4的1申位跖 

离内能使）_保持在 ）„ =7的 
2申位距离内（洌 1) 


图 2.17 在极限定义中5和 e 的关系 


^ 2 . 16应当如何定义5>0,才能使得只要 r 
保持在区间炙％+⑴内， / U ) 躭 

能保持在区间 ( t - A， i + ^) 内 


定义 今/(幻在 围绕％ 的一个开区间上定义，在\本身可能除外.如果对于每个 数^> 
0, 存在一个对 应的数 6>0, 使得对于所有 L 

0 < ! * - I <8 => \ f ( x)-L \ <e 

我们就说 / U ) 当心时的极》为1，并写成 

lim /( x ) = L 


思考极限定义的一种方式是假想正在加工发电机旋转轴使其达到一个接近的容限.我们 K 
以对直径 i 进行试加工，但是由于无法做到十全十美，必须满足于达到介于和 L + e 之间印 
某个直径 /(*). S 是对$的梢度控制设定的度量，旋转轴的直径必须保证达到这个精度.注意 
当误差容限变得更严格时，可能必须 调整& 就是说， S 的取值，即必须达到的梢度控制设定 
依赖于误差容限&的值- 
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2.3.2 例子： 检聪极限定义 

极限的形式定义并未告诉如何求函数的极限，佰是它使我们能够检验某个推测中的 极限足 
否正确.下面的例子说明如何利職限定义证实对于特定函数的极限断言 . 不过，极限定义的 # 
ms 的不在于做这样的计算.而是证明许遍性定理’使特定极限的计算可能得以简化 
例2证明巧（5*-3)=2. 


解在极限的定义中设^=1，/(幻 =5*-3, t =2. 
5值，使得¥#1和^； 处于； 的^距离内，即只要 
0 < f ^ - 1 | < ^ 

就能断定/( I )处于1= 2 的£距离内，所以 

\/( x ) - 2|< 技 

我们从 s 的不等式反推求5: 

f (5^- 3)-2 l = l 5 i -5 l < s 

5\ x ~1 \k E 
ix -l \ < e /5 

因此可以取 5 = e /5( 见图 2， I 8). 若 0< f *- 1 1<3 = 
e /5, 则 

I (5x -3} - 2 \ = \5x-5\ 

= 5\x - \ \< 5( e/5 ) = e 

由此证明 lij (5 j -3) 

值 5 = e / 5 不是唯一的能够从 0 < U - l 丨 <5 推出 
的值，任何更小的正数 S 也是如此.极限定 
义不要求“最佳的”正数 S , 只求一个适合的5 值. _ 


对于任何给定的必须找到一个适合的 



图 2. 18 若 / U ) =5_t -3 ， 则 
0 < 1 1 - 1 f < ^/5保证 
f /(:) -2 J < f (例 2) 
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0 <U -5 I < 3 ^ _ 2 < 1 

对于给定的/， i , 心和 E >0, 如何用代数方法 

求5 

氺5>0,使得对于所存 

0< ix-x„ I <s => 1 /( 1 ) -l.\ <e 

这 个过程 可以分两步完成. 

(1) 解不等式 l / U ) - ild 求一个包含的 
开区问，在 K 间上不等式对于所有; 《：_*„ 成化. 

<2)求一个值 S >0, 把以气为中心的幵 K 间 
(〜 - S , r „ +以置放在 K 间 M 的内部.不等式 
1/(*) _ il < f 对于在这个 S K 间内的所冇; 



解我们的任务是证明，对于给定的 f >0, 存在一 
个5>0,使得对于所有*. 閉 2 . 22 例 4 中的函数和1<间 


0< li ^2 l <5 ^ \f(x) - 4 \ < e 

(1) 解不等式 tyu ) - 4 丨求一个包含％ = 2的开 K 间*在区间上不等式对于所有 a — 〜 

成立. 

对于有 yu )= x 2 . 待求解的不等式是 
I / - 4 U f 
-e < x 1 -4 < e 
A — s < x 1 < 4 + £ 

，/ 4~^7 < I * I < ^4 T 7 (假设 £■ <4; 参见下式） 

■/ 4 ^ 7 < x < V 4 T 7 (解不等式得到包含 
* 0 =2的一个开区间） 

不等式 1/( 幻 - 4 1<及对于开区间 （ v 1 ^，■ A ^) 内的 I ”’- 

所有 成立（见图 2. 23). “ e 

(2) 求6>0的值，使中心区间 （2 -5, 2+们置十【:< 

间（/4 -e , -/4 4^) 内. 

取5为从* 0 = 2 到（ A ^7, 较近端点的距离. 

换句话说，取 S = mi n |2- ^^ 477 - 21 , 即两个数 

2- 和 v ^ T 7-2 中的最小值(较小的值).如果 S 取 
此数或者任何更小的正数，不等式将自动置^于^^和一 
AT 7 之间，使 I / U )-4 丨<&对于所 有*, 

0 <lx -2!< ^ => l /( x ) -4 I < ^ 图2.23包含 * 0 = 2的开 R 间使钶5 

这就完成对于 c <4的 iE 明. 中的函数满足 I f ( x ) -4 i< e 




P . 2 


如果那么取 5 为从心 =2 到 / l + V ) 的较近端点的趴离.换句话说，取5 = 
n > in {2. —2} (参见图 2. 23). ■ 

2.3.4 用极限定义证明定理 

通常我们不凭借极限的形式足义验证特定的极限，橡仵前面儿个例 _ f 耶样.扪反，我们的兴 
趣是在证明极限的一般件定理，尤其 M 2 . 2 节中 的定邱 . 极限定义被用于证明邶些定理 （见附 
^ A .5). 作为例子，我们 址明 定理丨第 （1 ) 部分的和法则. 

例6假 x) =/,, u [； tlf ] 

+^(^)) = i + ,W 

解设给定 e > o . 我们要寻找^ 个正数 s , 使得对于所右 ■*. 

0 < I a : - c I < 5 => 1/( i ) + ^( i ) - {L + Hi) \ < e 

通过重新组合项，得到 

1/(*) +g(«) - <1 +Af) 1=1 (f(x) -/.) +<#*) -■«) I 

«!/(*) -il + U ( i ) -,WI (二.龟不等式 l + li I ) 

由于 14 /(：*) 存在数 4 > 0 ,使得对于所有 i 

0 <1 ^； — => \f(x) — L \ < e/2 

同样，由于 =. w , 存在数民 >0, 使得对于所有 h 

0 < I * - f I < 5 3 => I 灰 （. t ) - Wl < f /2 

令 S = min { S ,， S : }, 即 S ■和 5 : 中较小的一个.^0< li - rl <5. 则 ，所以 l /( J )- 人 

f；/2 , 同时 l *- fl < A . 所以 lg (*) - WI < f /2. 因此 


1/(*) + g { x ) - ( Z . + Af ) |< I + f= e 

这证明 1 力 (/(*) +«(*)) =/. + , W . ■ 

我^再证明 2. 2 节中的定理 5. 

例7假设 Ij ，/ (幻及 = W T 且对亍包含^的.-个开 K 间上的所有 4 c A 身可能除 
夕卜）有 /(*) 兔及 U ) ，证明 

解用 反证法 证明.假定结论相反.即1>«.根据定理1中函数之差的极限性质， 
lim ( ? (*) ^ M - L 

因此，对于任何£>0,存在5>0, '盈得 

I U (*) -/( i )) - (W -4) 丨 < 只要0 <1* - cl < 5 
根据假设有/ ■_ W >0, 特别取 £ = 得到一个数 S >0, 使得 

t ( g ( x ) -/(*)) - {M - L )\< L - M , 只要 0 <丨：（- tU 5 
由于 1«1 对于任何数 a 成立，故有 

UU ) -/(*)) - { M - L ) < L - M , 只要0 < l ： t - cU 8 

此式化简成 


g { x ) </(*), 只要 0< U - H <5 

f 口-是，这个结果同/(*)«技(<0矛盾.因此不 等式/ 必定不成立.所以 ttW . 


习题 2. 3 

在 jj 题1~6中，画出 * 轴上包 含点& 的区间 
(o, b). 试求值5>0,使得对于所有*， 

0 < I x - a : 0 I < S => a < x < b 
1* a = 1, b =1, x i} =5. 


2* a ，] + b ^ l , * 0 ^2. 

3* a = - 1/2, b - -1/2, = - 3. 

4. a = - 7/2, h = - 1/2, x 0 - - 3/2. 

5. a =4/9, b =4/7 T ^ = 1/2. 

6. «=2, 7591 , 6=3.2391 ， i 0 =3. 
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14. 



在4题13~30中，每题给出函数 /( 幻和数 
化以及 在每种情况求一个围绕的开区 N , 
使不等式 l / U ) 在区间上 成立. 然后给出 

值方 >0,使得对 T 满足0 cl 尤-%丨 <5的所 有戈， 
+等式 l / U ) - LU e 成立‘ 

15 t /(i) =t + 1 T L =5 T 欠 o =4 r f =0「 01 ‘ 

16. f(x) =2x-2 t L= -6, = -2, ^ =0.02, 

17. f(x) = /* + 1 , L = 1 , * 0 =0, fi = 0. I. 

19. f(x) =/x, A = 1/2, ％ =1/4, ^ =0, L 
19-/(*) - /L9 -x y L -3, x (J - 10, s -i. 

20. /(*) - Jx-1 、 L =4 , = 23 , e = 1. 

21. f(x) =]/x, 1 = 1/4, 1^=4* e = 0.OS. 

22* f(x) -x 1 , L-3, x c T s =0. L 

23. f(x) =x 2 r L=4, x 0 = -2, e=0+5+ 

24. /U) =l/x t i= -K i 0 = - 1, e =0. L 

25. f(x) =x 2 -5, L = ll, x Q =4, e^L 

26. fix) = \20/ x , L = 5, ^ =24 t ^ = 1. 

21./(x) =mj T m >0, L - 2m, -1, f=0.03. 

28. /[^) = mx f m >0, L = 3m, = 3, e = c >0* 

29. f(x) = mx +6, m > 0, L-{ m/2) + b , x Q -1/2, 
£ = C >0. 

30+ f{ x) - mx + h 、m > 0, L = m + b, 

^ =0. 05. 

在习题3〗 -36 中，每题给出函数 /(*) T 点％ 
以及 正数& 求然后求数 5>0,使得 
对于所有^ 


^ <\x - Xtt \< S => l/U> - /J - 
/( x ) = 3 - 2 j , x a = 3 1 £ =0, 02. 

/( x ) = - 3x - 2 r i 0 = - l , e =0.03. 

./ O ) 


■ fix ) 




1 *0 : 


= 0. 05, 

5. e =0.05. 
I ，/ ■ =0. 5. 


=A - 5t , x 9 - 
36./( x ) = 4 / x , x a = 2 r e = 0 , 4 . 

在^超 37-50 中，证明极限命题. 

' - x ) =5 3& lim (3 x -7) =2, 


imf(x) = I T 如果 /(t) = 12 ' X -\ 
limAi) =4, 如果 /(*) = ^—_ _ 2 2 


llm —= 
, ^ x 


丄 


^-9 


im /{ x ) =2, 如果 = 2 二 

，卜 °，如果 /(I 卜&，： 



51- 解释^^君“）=*的含义. 

52. 证明： lim/(r) =/., 当且仅当 &；/( A + r) = L 

53. 关于极限的不正儀命靨用例子说明下述命题 
是不正确的： 
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1 ‘如果当 * 趋近时 / U ) «来越挂近数 i , 
那么 i 是/< *) 当趋近时的极限， 

解释倒子中的 a 数为什 么当； 《 时小具有作 

为极限的 A 值， 

54. 关于极 《的 另外一 个不正 确命* 用例子说明 
F 述命®是+正确的： 

■'如 果对于给定的任何 f >0, 存在一 个文 
值和数/«,使得 1/(*) - il < f , 那么 t 是 
时的极限 ." 

解释例子中的函数为什么当时不存在作 


证明 3 数 /[1) 的 «» 不是 t 证明 

的方法如 F : 提供这样 . t ' jfsO .使 
得不能存在 s >0 满足 条件： 对于所有 

0 < I t - i 0 I c S =5 I /( I ) - H < £ 

完成这个 i £ 明的步*是，对 T 候选值证明对丁 - 
每一 个5>0都存在一个 t 值，使得 

0 < 1 1 - I, I < 5 和 lf( x ) - | ^ E 



为极限的给定 i 值. 

055. 應 a 动机汽缸在承接把发动机汽缸横截面积 
磨到9平方英寸之前.箱要知道你能够容许距离 
理想的汽缸直径4= 3. 385有多大偏差，仍然 
使汽缸要求的9平方英寸面积不超出 0.01 平方 
英寸误差.为了求解，令并求 ； t 
的区间.你必须把 I 限制在区间中使丨/ I -91 裔 
0.01. 你求得什么 区间？ 

St 制造电&元件对于附图所示的电路，肷姆定 
律表示成在这个等式中， r 是恒定的电 
压，/是以安培为单位的电流， a 是以欧姆为单 
位的电阻.你的公司要求一家公司为 V 为120 
伏和/达到 5 ±0.1 安培的电路供应电阻元件. 
为使/处于/ 0 =5的0.】安培的范围内， fi 必须 
处于什么区间内？ 




(al 令^ = 1/2- ffi 明不存在 S >0 满足十 -列条 
件： 对于所有：<, 

0< li-l I <« => l/(x) -2 I <1/2 

就是说，对于每个 fi >0, 证明存在一个 r 
值 .使得 

0 <1* - 1 1< 5 和 I/U) -2 1^1/2 
这将证 

( b| 低明 lira/(i) 笋 1 」 
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〆， a <2. 

[2, x>2. 



证明： 

( a ) lim x) ^4. ( b ) lim / i { i ：) ?^3. 

(c) Lirn ft{#) ^=2. 

59. 对^ 附阳表示的函数，解释极限不 等丁所 给值 
的理由 - 

(a)Hm f{x) —4. (b)lim/(^) —4, 8. 

(C)]irn/( X ) ^3. 

y 
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60. (a) 对于附围表示 的函数 f 证明 2. 
( bUm _ 〆 *) 是否存在 9 如果存在，极限值是 
什么9如果不存在，原因何在？ 



计算机探究 

在习® 61-66 中，进一步探究用 W 形方法求& 
用一种 CAS (计箅机代数 系统） 执行 T 列处理 步骟： 
(*) 绘制甬数在 J 趁近点％附近的闬形 ■ 
( b | 猜测极限值然后用符号方式计算极限. 
检査猜测是否正确. 

(c] 利用值在 = 0.2 滅带直线乃和 V := 
f + r 以及函数在点\附近的阁形. 

从步籌 （ c ) S 出的田 形中估计出这样一个 
^>0,使得对于所有 t 

0 <U I < fi J /( j ) -厂 I < jp 

在区间 0 < \ i <5 上画出/，和 r 。 

检査所作的估计 + 对于视窗使用 

+25和 i - 2 ^ ■矣) ■■在 i 如果任何 

函数值位干区间 i + d 之外，说明 
选择的 6 太大.用一个更小的5值再试. 

( H 接着对 e =0.1, 0.05 和 0.001 重复步_ 
( c > 和 （ d ). 

61./ U ) =X X ~ 3 " ， x o 
63./( #) = SI "^ T A =0. 

姑 -/ U ) ^ :二 1 T ' = 1 . 


^x 2 - (7x + l)-/^ +5 


2.4 单侧极限与在无穷大的极限 

在这一节我们把极限的概念扩大到单側极限，就是当 I 仅从％ 的左侧 U <\) 或者％ 的右侧 
U >%) 趋近〜 时的极限.此外还要分析某些有理函数及其他函数的图形当土 * 时的极限 
特性. 
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2-4.1 单側极限 


为 r 使闲数 /当*趋近 c 时有极限//必须在；!：=<：的两側有定义，而且当 * 从任何一侧趋近 
^时函数值 /(*) 必须趋近由于这个原因，通常的极限称为双侧极限. 

如果 / n ■:点 f ■不存在双脷极限，它仍然可能有单侧极 
限，也就是 仅从一 脷趋近时的极限.如果是从右侧趋近， 

极限称为右极限.从左侧 e 近的极限称为左 极限. >■ - 

函数 / u ) =1/^( 见图2.24)当 1 从右侧趋近0时 - - — 

有极限1，而.当； c 从左侧趋近0时有极限 -1. 由十这两 

个单侧极限不间， /(*) 当； c 趋近0时不存在单—的函数- - -^ 

值.所以 / u ) 在没冇（双脷）极限‘ 0 

在直观上，如 /(*) 定义在 K 间 （ C , b ) 上， 其中_ I ( 

If . 当*从&(间内部趋近 C 时 /(*) 任意地趋近 L , 那么 /ft [ ' 

d 右极限 t . 我们记为 


iim /(^) = L 

符弓 、— c ‘ 的含义是仅考虑大于 c 的 X 值 

间样.如果 /(*) 定义在区间（ 0 , c ) 上，其中 fi < c , 
趋近那么/在 (: 有左极限，我们记为 


闬 2. 24 在原点 的左极限和右极限不 M 


a 当 x 从区间内部趋近 c 时/( *) 任意地 


lim /(i) = \f 

符号、”的含义是仅考虑小于 c 的; t 值. 

这些非形式定义在图 2 .2 5 中说明‘对于图 2 .24中的 / U ) ,我们有 

Vimf ( x ) = 1 及 = - I 



m 2,25 


例1 f ( x ) = 的定义域是 [ _2, 2] ;它的图形为 

阁 2 + 26 中的半圆.我们有 

lim 、 ■/4 - x - 0 及 lim -/i - i 3 =0 

这个函数在 -2 没有左极限或者在1=2没有右极限. 
它在 -2 或者 2 没有通常的双侧极限. _ 

单侧极限具有 2. 2节的定理1中列出的全部性质.两个函数 
之和的右极限等于它们的右极限之和，等等.多项式和有理函 
数的极限定理对于单侧极限成立，像夹层定理和定理 5. 单侧极 


V - \Za~- 



图 2, 26 lim - X 2 =0 及 

Hrn ^4- x 1 =0( 例 I ) 
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限同极限以下述方式相联系. 


定理6函数 / U ) 3^趋近 e 时有极限， 当辽仅 当它有左极限和右极限以及这两个单侧极 


限相等: 


lim/fs) 




: i 及 


例2对干图 2. 27中画出的函数， 

在 I =0: lim /( jc ) = \ , 

1 彳 111 /(幻和 14 /(： 0 不存在. 函数在* =0 左 
^无 定义. 

在 ； c = l : =0,虽然 /( l ) =1， 

lim /( jc ) = 1 , 

A-l * 

1&/ (幻不存在，右极限和左极限不相等. 

在 * = 2 : lim /(文 ） =1， 



^2. 21 例2中函数的闬形 


= 1 ,虽然 /(2>=2- 

在； t =3: lim f { x ) - lim / Cr ) = lim /( ) =/( 3 ) =2. 

在 x =4: lim f ( x ) = 1 , 虽然 

1叫/“）和 1^/(0 不存在.函数在* =4右側无定义- 
在 [0, 4] 上^任何点有极限 /( c ). 

2. 4.2 单侧极限的精确定义 

2.3 节中极限的形式定义容易修改成单侧极限的定义 


' ~~定义我们说 /“） 在 x , 有右极限 L , 并写通 

Umf(x) =L (参见图2, 28) 

只要对于每个数£>0,存在一个相应的数 s >0, 使得对于所有， 
* 0 < I < * 0 + 5 => 1/(*) - < 

我们说 /(*) 在 A 有左极限 t , 并写成 

lim /(*) = L (参见图 2.29) 

一■- 

只要对于每个 £>0. 存在一个相应的数6>0,使得对于所有*， 
*„ -s<x<x„ IJ(Jt) - Li <e 


例3证明 lim ^^=0. 

解假设这里及 i =0, 所以需要求3>0,使得对于所有 J 
0 < * < 5 => \-Jx - 0\ < e 




对后面这个不等式两端壤平方，给出 


fi 2 , 如果0 






m2. 30 例 3 中图 2.31 函数 j^ainO /幻当* 趋近枣时既无右极限也无左扱隈 


解 当 *40 时，它的倒数 l/a; 无限地增长，而 sin( l/i) 的值从 - 1 到 1 周期性地重复.函数 
值当 1-0 时不趋近一个数 L 无论限制； t 为正值或者是负值.都是这种情况.函数在1=0既无 
右极限也无左极限. _ 

2.4.3 包含 [sinM/tf 的极限 

关于 （sin e)/e 的一个主要事实是，它的极限当 e~*o 时按弧度量度的值为 1. 这个结果可以 
从图 2. 32中看出，并用夹层定理以代数方法证实.在 3.4 节中将会了解这个极限的重要性，在 
那里要讨论 H 角函数的瞬时变化率. 




78 


证明 方案是证明右极限和左极限均 
为 L 于是就推知双侧极限也是 I . 

为了证明右极限为1,我们从小十 
节/2的正0值开始（见图2.33).汴意 

\ OAP 面积 < 扇形04尸面积< A 0 AT 面存 
这-:个面积可 以用表示 如卜' 



/(好 ） MW 的阄形， 
时 t 极限和左极限均为 I 


上面不等式当用数 （ l /2 ) 3 h 同除-:项后仍然成 O 
立，因为 （ l /2) siM 当 0< ecir /2 时为 正数： 



取倒数使不等式 反向: 


M 2. 33 用 T 定理 7 证明的 闬形: 

TA /0 A = lan $, ft ! 0.4 = 1 , 


由于1丨!11<： 08 0 = 1<见2,2节例1丨6)),由夹层定理得到 


回忆和沒均为奇函数（见 1-1 节）.所以， f (0)^(^ mO)/a 
是偶函数，其图形对于 y 轴对称（参见图 2.32 L 这种对称性隐含 
在 fl =0 存在左极限，并且同右极限具有同样值： 


L 采 C 好身; im < t 量 


所以，由定理 6 有 ㈣ 
例 5证明 


[ a ) 利用半角公式 ™ A = 1 -2 S in 3 ( A /2) T 计算出 
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sm & ,, 

= h am 6 (令 0 = A/2) 

=- CD ( O ) = 0 

< b ) 等式 （1) 不适用于例中的分式‘我们需要以 2l 而不是 5* 为分母.对分子分圩同乘以 2/5 


产生分母 2* 


[im 


, lx 


y l '™ s -^~ ( 现在等式 （ 丨 > 适用于 h ：m 

2 -rn , i - 


2.4.4 当时的有限极限 

无穷大记号 （》) 不代表一个实数.我们用®表示一个闲数在它的定义域或荇值域屮的值超 
过所有，限界限时的性质.例如，函数 / U ) =1/* 对于所有; ^—0 有定义（见图 2.34). 当*取山 
值并变得越来越大时， I / s 变得越来越小.当 * 取负值而它的大小变得越来越大时， i / t 同样变 
得越来越小.我们把这种观察结果概括为 /(*) =1八当^一 时以 0 为极限’或者说 0 是 
/ U ) = l / i 在正负无穷大的极限.下面给出梢确定义. 


定义 

(1) 我们说 /U) 当: r 趋近无穷大时有极限 L, 并记为 

lim /( jf ) ^ I 

是指对于每个数 e > o , 存在一个相应的数《，使得对所有 

X > M => l/(a) - Z.I < ff 

( 2 ) 我们说 /(*) 当 _r 趋近负无穷大时有极《 i , 并记为 

\ lm /( x ) - L 

是指对于每个数£>0,存在一个相应的数/ V ,使得对所有 I 

_ . __ » ^ l / u ) - L \ <c 

从直观上看，如果当 I 从正方向越来越远离原点时， 

/ ■(*) 任意地接近 i , 那么同样，如果当*从 
负方向越来越远离原点时， /(*) 任意地接近 i ， 那么 

lim f{x) - L. 

计算函数当*—±»时的极限，采用 2. 2节计算有限 
极限的同样对策.我们首先求常数函数 A 和恒等函数 y 
=*的极限.然后应用关于函数代数组合的极限定理，把 
得到的结果推广到其他函数.下面我们做同样的事情，不 
过初始函数是 y = A 和 r = 1/* 而 不是 ; y = fc 和 y = *. 

应用极限的形式定义要证明的基本事实是 

Ijm* = k 及 litn + = 0 (3) 

我们在下面例子中证明后面一个极限而把前面—个极限图之 34 函数 r = 的图形当» 

的证明作为习题（见习题75和76〉. 或*— - »时趋近0 
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例6证明 

【 a ) lim 丄 = 0. { b ) lim =0. 

解 （ a 丨假设已给定 f > a 必须找出一个数 w , 
使樽对于所有 r 

U 4 I 士 -+ 1士卜 

如果取 M = 或任何更大的正数，蕴涵式成 

(见图 2.35). 这就证明 jm _( l / 幻 =0. 

( b ) 假设已给定 s >0, 必须找出-•个数/ V ,使 
得对于所有 I 

x<N a It-°I = lil <£ 

如果取 / v = -1 々或 任何比 - IAf 小的值，蕴涵 
式成立（见图 2.35), 这就证明=0+ 

在无 穷大的极限所具有的 ki ， 同有限极限的 
性质相似. 



m 2 . 35例 6 沦址屮隐含的几何阁像 


定理8 (当 ：r— ±»时的极限法则）如果乙， M 和 t 是实数，并且 
lim/(i) = L, lim^(jt) = W 

那么有下列 法则： 

(1) 和法則 lim (fix) + g(Jf) ) = L + M 


(21 差法则 
(3 丨积法则 
(4 ) 常教倍法則 


lim (/(*) ~ g ( x )) = L-M 
lim (/( x ) * g ( x ) ) ' M 

Hm (* - f ( x )) = t - A 


< S 1 商法则 .1™^)=^ 

f 6} 幂法则若 r 和 ^ 是无公因数的整数， .00 •则 


jimj/ixyy 1 = L rt 


假设厂/•是实数（如果 j 是偶数， 那么设 


这些性质同 2. 2节定理1中的性 质完全 一样，我们使用它们的方式也相同 ■ 

例 7 


( a ) limf 5 +丄 j = 〖in 5十 lim 丄（和 法则〉 

= 5 +0=5. (已知极限） 

( b ) lim - Um T?^/f * ~ ' ~ 


- lim irj 3 - lim — * lim —(积法则） 

* - - # *—' ■ X K-^-m X 


= ttV 5" -0-0=0. (已知极限） 






ij —-H 

■ 5 yl ' ^ 

\j--z f 不按比例 

图 2 . 36 倒 8 中函数的闬形：当 UI 增 图 2 . 3 7 例 9 十的阁形： 阁形$ 

加时图形趋近直线 y = 5/3 |^|增加时趋近戈轴 

在下一节我们举出分子次数高子分母次数的一个例子（见 2 . 5 节例 9 ). 

2-4.6 水平渐近线 

如果函数图形上的一点逐渐远离原点时同某条固定直线之间的距离趋近零，就说函数图形 
渐近地趋近直线，而这条直线称为囹形的渐近线. 

观察 / U ) =】/*(叁见图 2 . 34 )，注意: C 轴是曲线在右边的渐近线 T 因为 
ltm 丄： 0 

1 - x 

也是曲线在左边的渐近线，因为 

lim 丄 = 0 

我们说*轴是 /(*) = 1 /:* 的图形的水平渐近线. 

定义对于函数 7 =/(*)和直线）■ = &，如果满足 ' - 

= 6 或 lim /(*) -b 

那么直线称为函数图形的水平渐近线. 



m 2. 36( 例 S) 呦出 的曲线 
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系 2 


/(， 


■8 x -： 


以 K 线 r = V 3 为左右两边的渐近线. ㈥ 为 

iim /( j ) = y 及 lim /( x) = y 

例 10 i 轴 （打线 >^0)是/=，的图形的水哥渐近线，内为 
lim〆 二0 

为证实这一点，应用当1趋近 -» 时的极限定义.所以假设任意给定 ^>0. 我们必浈求 
个常数/ V ,使得对于所有^ 

兄 < /V => f 〆 - 0 I < e ； 

5前 I ， -0 1 故 h 述与时必须满足的条件为 

e < ^ 

今1 =々是使 〆 =6的数+由于 〆 是增函数， 若 x < N ' 则 〆 <£. 

对等式 f 两端取自然对数，得到 :V = ]n ^■(参见图1 38 ) + 

用这个/ V 值，条件得到满足，由此得出结沦 _ U ^，=0. 

例 11 求 〗im sin (\/ x ), 

解我们引进新变量 f = 1 A . 从例6可知 ， (T 

(参 见图 2 . 34 )‘ 因此， !.,3* W 的隊 

lim airi 丄= lim sin ' = 0 _ 时趋近 j 轴 { 例 ] ⑴ 

M 样.通过考察当±»时: r =/(0 T nj 以研究、 
/(1/幻的特性，其中 f = 】/t r ： 

例 12 lime ' 1 . 勝 

解 令 f = lAr . 从图 2 J 4 可知， 当： c -*0 时 t — ■ 

因此. 

lim e 1 J = lime ’ =0 (例 10) 

( 见图 2. 39), 

2. 4.7 再讨论夹 S 定理 

夹层定理对于当± ® 时的极限也成立 T 
例 13利用夹层定理求曲线 




m 2.39 兩数; } =e_ * 对于； t<0 的阁 
彤显本 〖imeh=0( 例 


的水平渐近线. 

解我们所关注的是函数当 I— ±»时的特性_由于 

0 « I 中丨矣| + | 

及 lim I】/il =0, 由央度 定理有 Mm (sin =0，因此， 

lim (2 + = 2+0=2 

所以直线 j =2 是曲线在左右两边的水乎渐近线 （ 见图 2.40). 
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这个例子说明一条曲线可以穿过它的水甲渐近线之 .. itf 穿 H 名次 
… 个喊数的阐形可能有多条水 下-渐 近线.例如.哲 
进■-步 i ' J ■论的反 m 切闲数 （ W 3. 8竹）右两条水 T ■渐近线. 

2.4.8 斜渐近线 

!( tl 果*琛阐数的分子多项式的次数商于分母多项式 
的次数.耶么 W 形 ft 存斜（傾斜的1渐近线.我们 HH ! •坪 
函数的分母除分把/表示成■个线性闲数和..个汆 
式之利，余式当 *—± o = 时趋近枣，用这种//法求渐近线 
的方程.下面是一个例子， 

例14求/“> 的围形的斜渐 近线. 

解州氏除法，求出 

= ( 夺 卜怎 ) + 4 ^V 4 i 

etn«ikjd u 余逡 

当*—±*时余式趋近零.余式的大小给出函数/和 
构成斜渐近线的 

的 m 形之间的垂直距离（见图 2.4 i ). 

是左冇两边的渐近线.在下一节将会见到.闲数 
/( M 的绝对值当 s 趋近 - 4/7 a . t 任意地增大.分母在 
这 •.点 变成零（见图 2. 41). _ 

3题 2. 4 

1. 纣于附 ffl 代表的 函数 ； k =/(*), 下 列命题 中哪苎 
命题成立，哪些命題不成立？ 


/ 

\v = h $ 

1 


• 3ft -llK . K (1 

ji In 3 it 

ffl 2. 4« ■条曲线通常穿过它的 


渐近线 尤数次（例13: 





-fix) 


(a) lim f{x )=]. 

i - • i * 

{ c } ]im /{ j ) ^ 1. 

= 存在. 

(g)lim/(jf} ^ l T 
(i)lim/(^) =0. 

( k ) Um / O ) 不存在. 


( b ) lim f ( x ) = 0. 

( d ) iim f ( x ) = lim /( j 

(f)lim/(^) =0 + 

[ h )[\ mf ( x ) =1. 

( j ) lim fix) = 2 . 

⑴ lim/Cx) =0. 



2. 对于附阁代表的函数下列命题中哪些 
命题成立.哪些命题不成立7 


.1) 中的每点 r 存庄. 
[ i ) lim /( 幻在开区间 （ 〗 ， 3 > 中的每点 r 存在 1 
(jj iim /( s ) -0. ( k ) lim / U ) 不存在. 
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U } 是冉存在7如果存仵，极限悄迠什 
如果不存在，皞闶何在？ 

{bj hf / U ) 是否存在？如果存在.极限值 M 什 
如果不存在，原闪何在 

是否存在？如果存在*极限悄玷什 
H 如果不存在，原 W 何在9 
6 , ^>g(x) =/Z »in ( 1 A), 


U1 求 Um/(y 和 

(b)lim/(x)^?f#^? 如果存在，扱限值是什 
么 \如果不存在，原 W 何在？ 
(chinim/U)&lim/(d. 

1 j > -*♦ 

(dpiy/U) 是否存在？如果存在.极限值是什 
H 如果不存在，原内何在"？ 




(aJ^lnii/Cx), litu/ (文）和 /(2)t 

( b ) l ^ fu ) 是否在？如果存在.极限值是什 
H 如果不存在，原冈何在？ 

(c) 求 lim /(I) 和 Um /U). 

( d ) lim / U ) 是否‘在？如果存在，极限值是什 
^么*)加果不存在，原因何在？ 

「0， x^O y 

5令/( I )，‘丄 一 a 



( a ) 〗 im / U ) 是否存在？如果存在，极限值是什 

如果不存在，原 W 何在/ 

( b ) 】] m ^ U ) 是否存在'> 如果存在.极限值是什 
' h . 如果不存在，原 W 何在7 

( C ) lqgU ) 垦否存在？如果存在，扱限值是什 
^ 如果不存在，原因何在？ 


( a ! 脚 •屮 _/ U ) 的阁形 - 
( bl 求 Um / (幻和 lim ./(：0. 

( c ) Um / U ) 如果存在.扳限值是什 

^' v 如果不存在，原 W 何在？ 


( a ) 脚出 / U > 的闬形， 

(bJ.R 1加只：0和1~/(：01 
(<^—/匕）是否#^如果存在，极限值 M 什 
如果不存在，原闵何在？ 

在4题9和习题10中圃出函数的 m 形.然后 
冋答下列问翅： 

ui / 的定义域和值域是什么？ 

( b ) ]$/(：o 还可能在什么点^存在（如果 
?在)？ 

(€：) 在什么点仅有左极限存在？ 

(…在什么点仅有右极限存在？ 


9 . fix ) = 







rt T -] 矣 I CO 或 0 <X<t 

「⑷ =| l , *=0， 

U, x< - l ^X> 1 . 

^>jmn ~】 s 屮，求极 m . 


■《，( 出 )( 宁 ) m 


lim e'rtiH 1 ^ ^ J L 


17. (a) ]im (x +3 )- 


i ■ -e' <■(* '" « ■- sin( l/x) - 2x' 

汴4眺5〖〜60中，对 T 每个有理 函数. （a) 求 
喊数5^-，》时的极限. （b) 求函数当^— -* 时的 
极限. 


在习题 】 9和20中，利用最大整数函数 J 
的图形<即 1. 】节 中的阁 1.9) 帮助求极限. 


fa) Jim(/-Lr |). (bj lim (卜 | I J), 

- -* ^ r *4 

在 21 〜 36 中，求极限， 


用于求有理函败极限的过程.同样适 AT 分式 
中包含*的非整数幕和负数幕的 情形： 川分 fi 中的 
最4次幕除分子和分母，并由此求极限.试求 j 题 
61 -66 中的极限. 

61. lim 2 ^ +1 _\ 62. lim Z ^. 

*'■ Jx ~ 7 1 - 2 - Jx 

W. lim ^ 64* lim x ^ x 

* *-^x +:!x * - J： ' - j ' 


35, lim 36, Lim 々 3 J ⑼【。 ■ 

*-o sm ox > o y cot 4y 

在习题 37 ~ 4 2中，对于每个函数， （a) 求函数 
当 hoc 时的极限，（1>)求函数当1—-»时的极限 
( 可以把答案显 爪在绘 W 汁算器或计算机上）. 


D3. Jim - . hm —- — ~~~ 

i -， 5 + 3”A 2出的 -4. 

67. 如果 E 知 /U) 在其定义域内部的一点《 的右扱 
限 litr/U) 及左极限^ !_/“）， 能否确定极限 

提出答案理 

68. iu 果已知存在，能够通过 H ■箅 li m< /U) 
求其值呜？提出答案的理由. 

69. 假定/是; （ 的奇甬数.如果知道 lim_ /(,t) = 3, 
能够得出有关的任何结^吗9提出答 
案的理由. " 

70. 假定/是;< 的偶函数.如果知道 li m _ /(X) =7, 

能够得出有关 lim /U) 或者 Um ) 的任何结 
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^ 2 ^ 


论吗 7 撝出芥 案的埋 ftl . 

71. 假定 / U ) 和 Wx ) 是; v 的多项忒 ， fLLini 
g ( x ))=2. 能够得片 U ) > 的 
任何结沦吗？提出答束的 

72. 假定 / U ) 和 〆 U ) 足 a 的多项式.加采 K <；0 的 
值不会为0, /<*)/><*) 的阳形和条淅近线 
呜9掸川符案的理由」 

73. ■个给定的有理函数的 m 形吋能有多少条水 f 
渐近线？提出答案的理由. 

74. 求】 iijj ( y / x ^f I - -/ x 1 -x )- 

在和凡中.利用极限 ±* 时的形 
式定义证实函数的 极限此 

75. 若/具有常数值 /( d=L [ i | lj ] irn /( T ) 

76. 若/具有常数值 / U ) = t , WU ； m M /(^) = k , 

77. 给定 o 0 T 求■个冈间 / = b , 5 +5 ) t 6>0 + 
使得只要 f 在/中就冇这池实存在 
什么极限及极限值是什么？ 

78. 给定 e >0, 求区间/ = (4-5, 4), 5^0,使得 
H 要 X 在/中就有 V ^ rv <& 这证实存在什么 
极限及极限值是什么7 

在万题 N 和80中，利用右极限和左极限的定 
义址明极限的命题. 

79* lim X = - ]. 80. lim =]. 

,^ - \ x \ t ， z * \ x - 2 \ 


81. 最大螫齩£數水 （ a ) li = i t fTI ( b } l.m , : 
齡 利川扱限定义实得到的结果/ K ) 依据 
从4>和（“中得到的结粜，能够得出竹又 
lim ； a I 的 ff : 何结论叫？提出杵案的押由 

f* ； sin( l/.t) , 1 <0, 

82. 瓤侧极隈 ^ f ( x ) =| r ^ 

求 u )” / u ) 和 （ b ) i = / u ): 

义 uv%^n\ 的结果. < V ] 依据从 u ) 和 （ u ) 中 # 
iw 的结果，能够得出有艾 /( 幻的任 k 结沦 
叫？提.1_,答案的理丸 ' 
ii 在某畔情况 > . 变看代换能够把我们不熟悉的 

左达式变成知道如何求其祓限的扃达式，扣例 ii 
所〜，住求»的极限时代入 〖= l /. t . 这锊祝 
供神“观察"在尤穷大的极限的创见性方法.请描 
述这个过程，并用它绘制4迪83 -88 屮的珀数 m 
形和确定其中的极限. 

83. lim X sin —. 

85. lin , 

* -*»2x - 5 



97 - ，- ( 3 + +)(™ 士). 

88.| im ( f - c «,|)( l + s i n |). 


2.5 无穷极限与垂直渐近线 


我们在这…节把极限概念扩大的无穷极限-这种极限不是以前讨论的极限，而是极限这个 
术语的全新应用.对于描述函数值变成任意大时的函数特件，无穷极限提供很有叫的和语 


恙.下面继续进行前一节有理闲数图形的分析， 

2.5.1 无穷极限 

我们冉次考察函数 /U) =1A+ 当 a—(T 
时，/的值无限增加，最终达到幷桓过任何正 
实数 • 也就是说，给定无论多么大的任何正 
实数 S ， /的值会变得比它更大 （ 见图 2. 42). 
于是/当 x— 0 +时不存在极限+似是，把/的 
这种特性表述为当 X— 0‘时 /(. T ) 趋近 * 是方 
便的.我 们记为 



在写出的这个等式中，我们不说极限存在，也 
不说存在一个实数 oc, 因为没有这样一个实 
数+换一种方式，我们说 UUI/W 不存在， 
因为当 x 广时 1A 变成任意大的正数. 


时十/作常大的闲数值利用垂苡渐近线. 
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0_財， j ' x ) : IA ： 的值变成任意大的负数.给定任何负实败 - fl . /的值 ft 终处 f - - B 
之_>\畚见闬2.42),我们记为 


lim /( x ) - lim 」-= - » 

* -O' x ^ X 

M 样.我们不说极限存在和等寸:数 -*. +存汴实数把函数的这种特性表述为嘁数气 
时不存4:极限，闪为它的值变成仟意大的负数. 


例1求 lim 」- j 及 _im — -. 

T -I ♦ Jf - I »-, t * _ 1 

几何解 y = l / U - l > 的图形是？ = 1/*心移〖个单 
位后的图形（见图 2.43). 因此， y =1/ U - 丨）接近于1 
的特性同 y = 1/* 接近于0的特性完全一样： 



渐近解考虑数 *-1 和它的倒数.当 1 K 有 
(*- 1 )—*0 +及 1 /(* - I )—>■». 当; 1 _ 时，有 （ _ t -|)_ » 
0 _ 及 1/(* - 1 . ■ 

例2讨沦 /(*)=+■ 接近于*=0时的特性. 

解当*无论从哪一侧 e 近零时， i / v 的值为正并 
变成任意大（见图 2. 44): 


lim/(*) = lim \ = to ■ 

函数 r =_/* 显示出当*— o S 时没有稳定的特性.当 
* - o ' 时 1/1-*® ，而当 ； t —0 _ 时 1/* — - 关于 
•™( |八）我们只能说这个极限不#在.函数 r = 1//的情 
况不 N - 当*无论从哪一侧趋近0时它的值趋近无穷大， 
所以可以说％(1/* 2 )= 

例3 ’七 



( i -2)(*+2)" 



(b)lim^ 


( x - 2 )(x + 2 ) 




!'T. 诗’ U - 2 Vu + 2 ) 



^2.43 甬数：^ = 1/(*-|)在1 = 1附 
近与函数？ ■=[/* 在* =0 附近 
有同样的 特性 ； v = 1/(^1) 
的田形是 r = iAtr 移】个单 
位后的囝形（例 1) 



x 0 \ X 


^ 2 , 44 例2中 / U ) 的图形当 
0时趋近无穷大 


(对于: v >2 和 ： t 接近 2 ,分式的值为正） 

1 d) . li .； n 7^4 = , 1 *f ( x - Z )( l + 2) = ~ ' (对于* <2和* 接近2,分式的值为负> 
(e) i + 2 ) 不 存在.(参见 和 （ a )) 


( f~~^ry = lim ■- (^ = lim -- - r = - oo , 

4 U _2) 3 ( x - 2 y 卜， ( x - 2) 1 

在 U ) 和 （ b ) 中，分母在 A =2 为零的作用被消去，因为分子这时也 为；. 因此存在一个有限 
的 极限. 在(刀中就不是这种情形，分母在消去后仍然遗留取零的因式， ■ 




无穷极 限的精 确定义 

.穷极限的定义，对 f 所冇充分接近*。的*,不要求 / U ) 保持任意地接近一个有限数 i . irt 
./( O 保持仟意地远离 0. 除歼这个改变外，定义的陈述踉我们前面所见的完全样. 

5和阁 2. 46 M 对下面两个定义的辅助说明. 



H-J 




取 s = i / yi < 或者更小的正数），就看出 
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所以，由定义有 



B 



2.5.3 垂直渐近线 

注意 y = l/;t 的图形上一点同；^轴之间的距离，当点 沿围形 垂直地移动并远离岡点时趋近零 
( W . W 2.47). 出现这个特性是因为 

lim — = « 及 lim — = - oo 

* M 文 K >tj- X 

我们把貞线 * = o ( j ■轴）称为= 1 A ： 的图形的垂 a 渐近 
线.注意分母在$ =0时的值为零，函数在这一点无 
定义. 


定义如果有 ! 

lim/(t) = ± * 或 lim j\x) = ± oo 

1那么古线 i 称为函数 y =/ U) 图形的 垂直渐近线. I 

例 S 求曲线$的水平渐近线和垂直渐近线. 

解我们关注的是函数当2时的特 
性，这时分母的值为零. 

如果通过以 * +2 除 * + 3 把有理函数变换成多项式带余式的形式，很快就显现出渐 近线： 
1 

x + 2)jc +3 
x +2 

这个结果使我们可以把 r 改写成 



阁2. 47 坐标轴是双曲线 7 = 1々 
两个分支的渐近线 


” 1 

现在看出，本例的曲线是 y= 1/；(的图形上移I个单位和 
左移2个单位后的图形（见图 2. 48). 所求的渐近线是宜 
线 y=l 和 -2 而不是坐标轴. 圓 

例 6 求/( I) = 的图形的水平渐近线和垂直 

渐近线. 

解 我们关注的是函数 /( I ) 当 * ± 00 时的特性， 
这时分母为零.注意/是*的偶函数，所以它的图 形对: r 
轴对称. 

(a) 当；^ ± »时的特性.由于=0,直线 
是图形右边的水平渐近线，由对性，它也是左边 
的水平渐近线（见图 2. 49). 请注意，曲线仅从负值一侧 
(或从 下面） 趋近 * 轴. 



渐近线（例5 > 



90 弟 2 拿 

( b } 当】—±2时的特性.由于 

lim /(*) = - OO 及 !im f{x) = to 

fl : 线同时是从右侧和从 i 侧的垂直渐近线. 由一 称性.直线 * = -2 也是同样的渐近线. 

不存 ft 其他的渐近线， ㈥ 为/在任何其他点具有有限的极限. ■ 

例 7 A 然对数函数的图形以 y 袖（宜线*，0)为垂直渐近线.我们从图 2.50 中描绘的闬形 
(该阑是 A 然指数函数的田形通过直线 y = * 的反射）以及 * 轴是的 水甲渐 近线 （ 2. 4节例 
10) 看； !1 这一点.闲此， 

lim in x - - <3C 

对于 : r = logj 有同样结果.只要 ^1. | ■ 



m 2. 49 y = -8/(/-4) 图形.注*曲线仅从.•侧 围 2. 50直线*=0是 S 然对数闲 

趋近 * 轴，渐近线不必然是双«的（例 6) 数 的垂直 渐近线（例 7) 

例8 曲线) -Bee * = ^和 r = tan *= ^在 * 为 f 的奇数倍点 < 在这些点 cos * = 0) 均冇垂 
g 渐近线（见图 2. 51). 



图 2.51 sec ；!：和 tan* 的图®有无限多垂直渐近线（例 


例 9求 /( d =^| 的图形的渐近线- 

解我们关注 /(：*) 当； ： t » 以及2时 （分 母此时为零）的特性.用（2〃 4 >除（/-3): 



91 


由 J : li ^ ri / U ) = « 和 lim /( i ) = - ® ， 直线 x =2 是双惻 
垂蛊^近线. At — 、《 时.余式趋近 Oil / U )” 
U /2) +]■ 蛊线 j = ( x /2) + 1 是同时对々:两侧的斜渐 
近线 （ 见图 152). ■ 

请注意，在例9中如果有理函数的分子的次数高于 
分母的次数，那么极限为+ «>或取决于当 I . H 增 
大时分子和分母所取的符号. 

习軀 2.5 

在习超 1-12 中.求极限- (ah 


ffl 2. 52 /U) -3)/(2：t-4) 的 

图形有一条垂直渐近线和 
一条斜渐近线（例⑴ 


(aU - O ' [ b ) x ^2\ 

(c) 一 2 ' (d)^ 2 . 

(e) 关〒当: t —0 时的极限能再得出什么其他结论? 
lim J W 2 . 当 


在4题17 〜 22中，求极限. 


(a)x 一 2 - (b)x ^-2*. 

{ c)x -4 T . [ d)x — r . 

( ㈡ 叉于’： 一 0 时的扱限能否得出什么其他结论? 
在4题23〜兄中，求极限. 
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i»)t —( b )^ ^ 0 '. 

25. ^ 

( fl)x — O ' ( b)x — 0 . 

10* — 1' ( d )^ — 1 . 

26 - rH . 3 

⑷ … o ' ( bj ^ > cr . 

(C)* -* 1'. ( d)^r --+ I . 

在 4 题 27-3B 中， iKi 出有理函数的闬形」存 
闬中加人渐近线及其方程， 

27 - ，=占 

2， -^2^4- 



32 ^ = ^- 

33. y = A . ^ r =^-. 

37" = *-'-」. 38-r = ~^"' 

在 j 题 39-42 中，描绘满足绐定条件的函数 
y =/(*) 的阁形.不要求％出公式，只苗标亦垩标轴 
并_出相应的阌形.（答案不是唯一的，所以画出的 
围形可能不完全像本书习题答案部分提供的图取） 

39. /(0) =0. /( 1 ) =2, /(-】）= -2, lim /( j ) - 

- I 及= 1. 

40. /(0)二 0. lim /( x ) - 0, lim /{ r ) = 2及 

lim f { x ) - -2, 

x rfl - 

41. /(0)=0， Lim /{ i )=0, lim /( x ) = 

* «- 4 - *—-I* 

lim /( i ) = - ■» 及 Lim j \ x ) = - « , 
x *r 卜 -1 - 

42. /< 2 ) = l ，/(- 】> = 0 ， lim f ( x ) = 0, 

lim f ( x ) - oe , llm / U ) =： - * 及 Km /( i ) = 1- 
^ 习题 43 〜 “ i ， 求满足给定条件的函数并 
描绘它们的图形.（答案 小是唯 一的，任何满足条 
件的函数都是可以接受的.如杲有 帮助， 可随意试 
用分段定义函数的公式 .） 

43. lim /( at ) = 0 T lim / i [ i ) = ® 及 lim /(*)=» ■ 

I ，*"* ，- 2 - i ->2* 

44 . lim 客(文)，0 ， lim 技(；0 = - w 及 lim 发 ( jc ) =«>■ 

i ,1 - t—3 舍 

45. \itn k { x ) ^ - i t lim A ( x ) = 1 ， lim ft ( i ) - - i 
及 limAU ) =U 

y ^ O * 


46, lim Ar ( x ) = l , lim 女（ j ) = * 及 lim M J ) = - * 」 
在七娌 47-& 中，利 HI 形式 定义证 明极限的 

娜 

- 1 I 

47< lim -—- =， so ■ 49. lim -— - = w , 

1 j ) X * « ^ \ X \ 

49, lim --- t = - w , 50. lim - - -- . 

* U - •” * ■… U + 5 V 

51. F 面足无穷右极 隈的定 义- 

定义如果对 每个正 实数 < 存在个_ 
对应的数 fi >0. 使得对于 ㈤ 数/及所冇: r . 

x 0 < x < x 0 + ^ ^ f { x ) >H 

躭说 / U ) S * 从冇側趋近^ 时尥近 尤穷大.丨 
并圮为 I 

lim /( i ) = ® 

___ 


试修改这个定义，使其包容下列极限 。 

( a ) lim f { x ) = ® . ( b ) tim f { x ) - - at ■ 

[ 叶。 _ 1 ^0 

( c ) lim / { x ) = - 9 . 

在习题52,56中，利用习 M 51 中的形式定义 
证明极限的命踴. 

52* lim — = ® . S 3 - lim — = - * . 

54. Mm ^ = - ® . 55. Ititi — . 

c . Z - X -2 X ,2*-* - 2 

56. lim — - ~7 = * . 

一「1 -工. 

在习题57 -60 中，给定的每个威数为两项之 
和或两项之差 * 首先脚出每项的图形（用同-绀坐 
标轴），然后利用这些田形作向导，描绘闲数的 
围形 T 

一 I 7 T TT 

57. r - 9 ec x + — ^ -~2 < K < —. 

So . y = b *( x - ；■ , - — <x < —. 

59* y = tan x + , --|^ < J < 子. 

60. r = :， tan 又 ， -号 < x 〈号- 
Q 在习题61〜64中.画出曲线的阁形1说明曲 
线的公式以及你所见的罔形之间的关系. 


^/4 - X 1 







极哏与连续性 

Q 在七题65〜63中，利用: r =/( \/ x ) 的用形求 
及 lim f ( x ), 

6S./(x) =x^\ 66,/(a ) = jV "V 

il 地 69 和兀中，_出闲数的形.然01 

答卜列问 M . 

2.6 连续性 
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U) 囝形， h-CT 时有何特性 v 

(b] 阳形气： t—** 时有何特性？ 

(c) ffl 形在 x^y j^s x = -] 冇何特件？ 

提出荇案的理由. 

* 9 -， = +(卜+广 70 '^ y ( 7 - i )' 


我们祚绘制实验室产生数据或者野外作业采集数据的扇数图形时，通常用不间断的曲线连 


接描绘的点，显示在未进行测儇的时刻可能具有的凼数 
值（见图2.53>.在这样做时.我们假定是在研究连续函 
数，所以它的输出值随输人值连续变化， 而在个 值到 
另外-个佤之间不存在不经过中间值的跳变.连续函数 
趋近 c 时的极限只需通过计算函数在 r 的值求得， 
(我们曾在 2. 2节发现这一点对多项式是茁确的， ） 

从酋观上看，对十任何函数 y =/(*), 如果可以在其 
定义域 L 以不抬起圃笔的连续移动方式描绘 图形. 那么 
它就是连续函数的例子.在这一节我们考察连续函数更: 
确切的含义.此外，要研究连续函数的性质，并 F 1 察觉 
1. 1节中讨论的许多滅数是连续函数. 

2.6.1 在一点的连续性 



m 2 . 53 用不间断的曲线连接 
落体实验数据 y ,, 
u ' …的描绘点 


为了理解连续性，考虑像阁 2. 5 4 的函数是有帮助的，在 2. 4节例2中讨论过它的极限. 
例1求图 2.54 中的函数/是连续的点以及/是不连续 v 


的点. 

解 闲数/在其定义域[0, 4] 上除开 * = 1, *=2和 ； t = 
4以外的每个点是连续的.在这几个点，图形有间断.请注 
意在函数定义域的各点/的值同/的极限之间的关系. 

/是连续 的点： 

在欠=0, =/(0). 



lim / C ^) =/(3). 

<4, c^\ y 2 t =/( r ). 


烈纖)不存在. 


在: v =2, iim /(^) = 1 ,佝是 
&*=4, l ^ n /(；0= l . 但是 1尹/(4). 

在^<0, 04,这样的点不在/的定义域中. _ 

为了在函数定义域上的一点定义连续性，需要在内点 


图 2.54 函数在 * = ], t =2和 
文= 4 除外的 K 间 [0, 4] 
上是连续的 


> =/U) 


T 


(牵涉双侧 极限） 定义连续性以及在端点（牵涉单侧 极限） 定 mz 55 在与 ' a b ^的连续性 

义连续性（见图 2. 55). 
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定义在内点的连续性：如果函数^=/(：0在 X 定义域的内点 <'打 
hmf { x ) =/( c ) 

邵么/ " U ) 在内点 C 是连嫫的. 

在端点的迮 续性： 如果 闲数; y =/( x ) 在其定义域的左端点《或心端点 fc A 
lim fix ) =/(«) 或 ]im f { x ) =/( h ) 

邵么 /h 1 在左《点 a 或在右竭点 6 是连*的. 


如果函数/在一点 r 是不连续的，就说 / fr > 足不连 S * 的，而 f */ 的不连《点.请汰息 .r 
无须在/的定义域内. 

如果承数/在其定义域内一点■有 lift : /( ： t) =/U). 那么/&右连续的（从右边连 》). 如 
果在； t = c 有 iim / u ) =/( c ), 那么/是左 ia 的（从左边连 S 6). 因此，如果闲数/在其定义域的 
左端点是右 iik 的，那么它在《是连续的：如果/仵其定义域的右端点6是左连续的.那么它作 
6是连续的.函数/在其定义域的内点 c •是迕续的.’与且仅当/在 c 同时是右连续的和左连续的 
(见图 2. 55). 

例2函数 /(*) = 定义域 [-2. 2] 上的每个点是 

连续的（兄图2.56)，包括在 -2(/ 在这个点是冇连续的）和* 

= 2( /在这个点是左连续的）. _ 

例 3在图 2.57 中画出的单位阶梯闲数在 _* =0是右连续的， 
fflft 这个点既不是左连续的，也不是连续的，也不是连续的.它 
在*=0具有跃变不连续性. ■ 

我们用检验法的形式概括函数在一点的连续性. 


连续性检验法 

函数 / U ) 在是连续的，丐且仅当/满足下列二个 条件： 
( l )/( c ) 存在 （ c 在/的定义域内）. 

存在 (/ 当; r — c 时有极限）. 

(3} lim /( x ) =/( c )( 极限等于函数值）. 


关于在端点的单侧连续性和连续性，检验条件 (2) 和 （3) 中的 
极限应该用相应的单側极限代替- 

例 4在 1.1 节介绍的函数 >-以」的图形画在图 2.58 中.它 
在每个整数点是不连续的，因为今 x — n 时左极限和右极限不 
相等： 

lim L 欠」 =H ‘l ， lim 

由于卜」最大整数函每个整数点 n 是右连续的（但不是左连续的）. 
最大整数函数在每个不是整数的其他实数点是连续的.例如， 

lim 1 ^」二 1 =1_1+5 」 

—般说来，如果 n 为整数，那么 



m 2. 56 一 个在定义域的 
毎个点是连续的 
闲敢 <例2) 


> 二 Uix) 


m2 . 51 -个在嗥点是 a 
连续但不是左连 
续的函数，它在 
原点具有跃变不 
连续性（例 3) 
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J = " 


W 2. 59是函数不连续类迆的分类.在图 2,59a 中，闲 
数 /U)A:* = 0 是连续的.在图 2.59b 中， 4U 果/(0) = 1, 
那么/将培连续的.在图 2.59c 中，如果/(0)等于1而不 
等于2, /将是连续的.图 2.59h#2.59c 中的不连续性尨 
可去的. 每个函数当时有极限.我们通 过设置 /(0> 
为闲数极限值的方法除去不连续性. 

在阳2.59(1~2*洲中，包含更严1[的不连 续性： 

不存在， W 而无法通过改变/在* =0 的值改善不连续性. 
闬 2. Wd 中的阶梯函数具有跃变不连縝性.两个单侧极限 
M 然存在，但是取不同的值.图 2.59e 中的函数 /(d = 
1/V 具有无穷不连 HE 性.图形 2. 59 (■中 的函数具有搌 J* 不 


o -2 卜 



连 续性： 函数由于过于振荡而当*—0时不存在极限. 

2.6.2 连嫌函数 

一 个函数 在区间上是连86的， 当且仅当它在区间上每 
个点是连续的.例如，在图 2. 56中画出的半圖函数在它的 
定义域 K 间 [-2, 2] 上是连续的. 连 縝函数 是在定义域的 
每个点上连续的函数.连续函数不需要在每个区间上是连续的. 


最大®数 S 数在每个1卜 
整数点是连续的. ft 每 
个整数点是右连续而+: 
A 连续的（例 4) 



图 2 .59 a) 中的函数 /<*) 在*=0是连 续的； b) -f) 的函数是不连续的 


例 S 

(a 丨函数 7 = （见图 2.60) 是连续函数，因为它在定义域的每个点上是连续的.然而它在 
文=0有~个不连续点，因为函数在这个点没有定义；也就是说.它在包含* =0的任何区间上是 
不连续的. 

【b) 由 2. 3节例3可知，恒等函数和常值函数是处处连续的. ■ 

连续函数的代数组合是连续的，只要它们是有定义的. 
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定理 9( 连续函数的 性质） 若闲数/和^4:1 = 
r 迅连续的，则它们的 Y 列绀介仵 * =「足连续的 ： | 
⑴和 f + K \ 

(2)^ f~g | 

1 (31 积 /■《 1 

(4) 常教倍數 A_/U 为任意 常数） 

(51 商//片（ H 要 〆 U ‘）卢 0) 

幂 f "( 只要它在包含 c 的开上有定： 
义, 其屮「和是整数） _j 

定理9中的多数结果由 2.2 竹定现 I 中的极限法则 
推出.例如，为了证明和的性®.我们有 

lim (/ + ^ ) (il = lim(/(*) + g(i)) 



ffl 2, 60承 数/ = l/.r =0 外的每 

个点是连续的； 它在点 *=() 
妹有不 连续性（例 5) 


= lim /( *) + lim ^( * ) (定理 1 的和 法则） 


= f{c) +gic) (/.〆 在 r 的连续件 ） 

=(/ + WO ) 

这 i £ 明 / + 尽是连 续的. 

例6 

U ) 每个多项式 P( x) = a nI " + … 足连续的.因为由2,2节定理2 Yf 


lim P(.u) = P{c). 

~ ( b } 若 pu ) 和 <? u ) 是多项式，则由定理 9 中商的连续 n 法则.有理函数是连续 
的，只要它是有定义的 （ tKc )—0). ■ 

例7蝻数/= Id 在 * 的每个值是连续的-如果:^>0,我们有 /(*)= L 这 fir — 个多项式. 
如果: tcO , 我们有 / U ) = - I , 这是另外一个多 项式. M 后，在原点=0= 101. ■ 

由 2. 2节例11可知，函数 y = sini 和; ^(^<_1在*=0是连续的.事实上，这两个函数是处 
处连续的（参见习题 62). 于是由定理9推出，全部6个：角函数是连 续的. 只耍它们 ft 定义. 
例如 . r = tan ^ ff --- U ( - ir /2. ir /2) U ( ir /2, 3 ir /2 ) U -.- h 是连续的. 

2. 6.3 反函数与连续性 

任何连续函数的反函数在其定义域上是连续的‘ 这个 结论是由下述 现察结 果所暗 示的： 
/― 1 的图形是/的图形通过 H 线) • = * 反射得到的，当/的图形没有断点时，它就不会有仟问断点. 
只要/是连续的 ./ 1 就是连续的，对于这一点的严格证明在高级微积分教材中给出.由此推出 
全部反二角函数在它们的定义域上是连续的. 

我们曾在 I . 4 节凭借图形非形式地定义指数函数 r = 〆 . 回忆 一下.指数函数的囝形由 
对有理数$的图形填满在无理数断点 * 的图形得到，所以 r = Y 定义在整个实 ft 线上.数、= 

I呷 P 也就是连续的.特别是. fl 然指数函数和自然对数函数 = 在它们的定义域上都 

是连续的. 

2. 6.4 复合函数 

连续函数的所有复含函数是连续的.这个概念是 指加果 /(*) 在 I = ^是连续的和 #*) 在$ = 
/(<■) 是连续的，那么/»&在 *= c 是连续的（见图 2.61). 在这种锖形下，/。&当 ; t 一 - c 时的极限 
为 《(/( c )). 



极限与连续^ ± 



阍 2. 61连续函数的复介兩数坫连续的 


I 定理10 I 连坟函数的复合函数）若 / rt:r 足连续的和 f 在 /( r > 是连续的，则「是 
| 连续的. 


在6；观上定理10是珲所与然的.囚为如果:*0近,_，那么 / U ) 趋近 / U ), 乂由于 片在 /Xd 
Mii 续的，由此推出贫 (/(*)) 趋近尽 (/( c ) >. 

对_尸任何有限数目的函数而言，复合函数保持连续性.唯.-的条件是每个函数在其定义域 
是连续的.定理 10 的证明概要请参见附录 A . 5的习题 6. 

例8址明下列函数在各的定义域上是处处连续的. 

(a )y = (b) y = ⑷ 厂丨 ㈣ 1_ ⑷ ㈤: 

1 + x ;丨 - 2丨 x' + 2 

解 

(a) 平方根函数在[ 0 ， 》) 上是连续的，因为它是连续的恒等函数 /(*>=* 的有理数幂 （见 定理 

9性质 (6)) ■再者，给出的函数是多项式/( I ) _2 x _5 同平方根函数 〆 r ) 的复合函数， 

( b ) 分子是恒等函数的有理数幂；分母是处处为正 
的多项式-所以.商是连续的. 

( c > 商 (: t -2)/(彡 -2) 对 f 所有; c # ±及是连续的， 

而例题中的函数是这个商同绝对值函数（例 7) 的复合 
函数. 

( d ) 由于正弦函数是处处连续的（见习题 6 2),分子 
项1 sin * 是连续承数的乘枳，分母项+2是处处取正 
值的多项 it . 给定的函数是连续函数的商同连续的绝对 
值函数的复合函数（见图 2. 62). _ 

定理10其实是下面提出和证明的更普遍的定理的图 2.62 闬形暗示 I U sin _0/ ( / + 2 ) | 
推论. 是连续的（阕 8( ⑴） 


定理11 (连 ats 数的极限）若函数 g 在点 i ■是连 续的 = i . 则 - 

!_ ^ m ^ C /(^}) = g ( b 、= g ( ltm ( J ( x )) 

证明假设给定 e >0, 由于 g 在6是连续的，存在数 Sl >0, 使得 
l «-( y ) - g ( i >) I < £■< 只要 0< l r -6 l <5, 

由于=6,存在 S >0, 使得 

1/(*) - 4 I < 3, ,只要 0 Clj -C!< 3 

如果令 y =/ U ), 那么就有 




98 


第 2 + 


\y - b \< 3 ^ 只要 0 < Ij - cl < 5 

由上面第一个断肖，这隐含丨开 ~ g ( f >) f = \ g ( f ( x )) 1 ( b ) \< s , 只要 0< \ x - r \< d . 根据 
极限的定义，这证明 = g ( b ). ■ 

例 9 

( a)lim * in =Bin "'|Nrn ( 反 iF 弦是连续的） 

= S in '(lirn 土) (消除公亂心丨-幻） 

■ -I 1 TT 

= 仙 n 

{ b ) lim + 1 = lim ^ + 1 * oxp ( lim tan x )( 指数闲数是连续的） 

= 1 - e ° = l . ■ 

2.6.5 对一点的连«延拓 

函数 >-( S in ：0/^ 在除开: t =0 以外的每个点是连续的，这一点同函数 r = k * 一样. 但是. 
r = ( ifl in x)/x ^y = \/ x 的差异在于丐 ^-0 时它具有有限的极限（定理7 ). 因此可以用一种方法 
把函数的定义域扩展到包含点 z =0 在内，使得扩展后的函数在 r =0 是连 续的. 我们定义新函数 


F ( x ) 


, sin x , „ 

-， r # 0 

x 

■ 1 ,文= 0 


函数在* = c 是连续的，因为 


lim — = F (0) 

^ X 

(见图 2+63.) 


1 



B-i) 

(i'I) B-") 


0 

T J -f 0 

f 


a>/(xMsjn；ryt 在卜 Jl/r ft/1] 上的图形不包合 
点<0> 1)，因为甬数在; cH) 无定义 


b) 通过定义新函数 Rjc ) 可以消除 IS 形 h 的 
不连续性，其中 00) = 1 而在其余&处 
注君 H ⑴ =lim/( ： 0) 


图 2.63 


在更为一般的情形下，函数（像有理函数）即使在没有定义的点也可能存在极限.如果 
/( c ) 没有定义，但是 ’/(*)=/ ■存在，那么可以通过规则 

, ;/(*), 如果*在/的定义域中 

fCl) Ml , 如果… 

定义一个新函数.函数 f 在 * = c 是连续的. F 称为/对*=<：的连 * 延拓. 

^ *_2对* = 2有一个连续延拓，并求出这个延拓. 


例10证明 /<*) 


i -4 
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/ 的图形显示 仵图 2. 64 中，连续延拓 F 除开在点 （2,5/4) 没有断 
点外， H 右和 / N 样的 ffl 形.实际上.厂是在消除/在* =2的不 
迮续性后得到的闲数. ■ 

2.6.6 连续函数的介值定理 

4: K 叫上连续的函数具☆使它们在数学及各种成出中特 
別冇的怍质.这呰性质之一是介值性质，一个闲数所谓 H 
打介值性质， 是指每与函数取两个值时，也要取它们之间的 
々:部值. 


al/U 酌 W 形 



0| I 2~~4 

b>/U > 的迮线的围 fli 
m 2. 64 例10 的阁形 


定理12 I 连续函数的介值定理） 在闭 K 间 A] 上连续的闲数 y=/(；0 取 /U) 和/ (4> 之间 
的每个值.换句话说，如果 y„ 是 /( fl ) 和 /(A) 之 N 的仟意值.那么对于[«，^中某个^有冗。/^). 



在几何上，介值定理表明，任何条在 y = 
/(«) 和 y =/( M 之间穿越 r 轴的水平 t 线 y = h ,将 
至少 在区间 [«, A ] 上通过曲线 y =/ u ) —次. 

介值定 理的讪 明依赖于实数系的完备性性质， 
这个性质在高级微积分教材中讲述. 

/在区间上的连续性对定理12是必要的.如果 
/即使在区间上的一点不连续，定理的结论也可能 
失效，像图 2. 6 5 代表的函数那样- 

关于 绘围的推论： 连缟性定理12暗示-个区 
间上的连续闲数的图形在区间上不可能存在任何断点. 
图形将是连通的，是一条不间断的曲线，像 S i n * 的图 
形.它不像最大整数函数的图形（见图2_ 58) 具有跃变， 
也不像 1/* 的图形具有独立分支（见图1 60). 
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关于求根的推论 方程 /(*) =0的-.个解称为方程的根或函数/的零点.由介值定押可知， 
如果/足连续戒数，那么在/改变符号的邝何区问 I :包含函数的一个零点- 

实际 .1., 当我们发现…个连续闲数穿越计 算机屏 幕水平轴的图形时.知 ill 它不是阶跃穿过. 
真正情况迸存在承数值为零的一点.这个推论 V ?■-致佔计我们能够阃18的任何连续确数芩点的 
过程； 

(1)4 ： •个很大的 KN I: 描绘闲数的 阳形. 机略地观察零点在什么位置. 

<2 丨在 每个芩点上放大，估计它的*坐 标值. 

在某些习题中，可以绘图计算器或计算机实践这个过程.图 2 . 66显忒用 ffl 形方法求解方 
程/ - *-1 =0 的典铟步骤. 



-0,02 -0.003 


1*1 2. 66对函数 /( z ) = ? - * - 1零点放大.芩点接近 I = 1 . 32〜 


习理 [2. 6 

在题1 -4 中，说明图形所示的函数在区间 3. 

[- I . 3] h 是不是连续的■如果+连续，那么在 H v = hw 







极限与连续性 


/ 0 J 



S . ( a )/( 是否存在？ 
tb ] 】巧是否存在？ 

/(x) - /{ -1) 吗？ 

( d )/^ x = -1 是连续的吗？ 

^ 是否存在？ 

( b )】 i ^/ U ) 是否存在？ 

(^)1^/(*) =/(】）吗？ 
idif^x = \ 是连续的吗9 
7* (4/在*=2有定义吗？（注意/的定义 O 
( bl / 在是连续的吗” 

8. / 在 x 取什么值时是连续的？ 

9. 对/<2)应该陚予什么值才能使延拓后的 函数在 
$ =2是连续的？ 

10 . /( £ ) 应该改变成什么新值才能消除不连续性？ 

在习题11和12中，函数在哪些点是不连续 
的？如杲存在吋去不连续性.椰些点是叮去不连续 
性的点，哪啤点不是对去不连续性 的点？ 提出答案 
的理由. 

11,2 4节 1. 12.2.4 节习娌 2. 

在4题 13-28 中，函数在什么点是连续的9 


13. y = - ^ - 3i. 

14 . y =- - 1 --; 

+4. 

- x -2 

(i + 2) s 


X + 1 



，5 - >_ ^-4 1+ 3- 


lo' 

17, v = 1 x - 1 1 + sin x . 

18y= irfri 

2 ' 

I9.y = 〒 

10 . } = 

C08 X 


21. ^ = csc lx . 

22. y = tfin y. 



23.1 


24.1 


25. r = 


26* ，= y3i - 1 . 

27. v= (2 j - I )■ ’■ 28o = { 2 ~ x ) l \ 

在>』歧29~34中，求极限.读数在趋近的 A 
砝连锇的吗？ 

J9 * Hm nin ( t - sin j ). 30. Lim^in ^ cm (tan I)). 

31. [\m mhc - ( v s«*cS - inn 2 y - l). 

r -I 

32* tan ( : riw ( sin r_ ’ ))， 


34. lim t 


1 ( In 7^). 


■ K r m (f’). 

m —种方法定义貧（3)，延拓奔 u)=u : -9)/ 
U-3), 使其在: t=3 是连续的. 

用一种方法定义 A(2) + 延拓 
10)/{i-2) t 使其在/=2是连续的. 

用- 种方法定义/(】），延拓 /U) 

(^-«) t 使其在 cl 是连续的. 

用-种方法定义延拓 gU) = (/ - 】6)/ 
{ x 1 -3^-4), 使其在 x=4 是连续的. 

当《取什么值时承数 

/u 叫 

在 每个点 : * 是连续的？ 

40 . 当^取什么值时函数 


叫: ::二 


在每个点*是连续的？ 

Q 在习題41〜44中，绘制函数/的阁形.考察 
是否显现在原点存在连续延拓.如果存在.用 
Trace 和 Zoom 功能键求函数在 if =0的 个 满意的 
廷拓候选值.如果函数来显现存在连续延拓，能 
否在原点把函数廷拓为右连续的或者左连续的 a 
如果能够这样做，那么函数的这两个延拓值应该 
是什么？ 

j, 吖、 1Q J -1 d ，" ' ]Q' ri -l 

4l ,/( x ) =—-—, 42,/(i) =--- r 

43./U) =$f 44J^> = (1 + W. 

45* C 知连续函数 r=/u) 在 1=0 取负值，在 I = i 
取正值.方程 /(*) =0为什么在文=0和 J = I 
之间至少存在一 r 解？请用草图说明. 

46. 解释方程为什么至少有一个解. 

47. 立方根证明方程/ -15i + l =0在区间：-4, 
4] 上有3个解. 
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^ 2 * 


48 . 函数值吐 明： 阐数 FU ) • ix-br + 

X 对 r 某个 * 值的取 m Ar ( f ! +h)/ 2 . 

49. 解方 《 ^f{x) -»x + K), M 明#在这祥 

的 r 俏，便得 U}/(r)=TT, (b}/(r) = - /3 . 
(c)/(t) =5000000. 

50. 解释卜列 5 个命 M 为什么玷存: J 求 M 样的解. 

( a )^ yU ) 的报. 

lb ) 求曲线 r =， M v -3 x + 1 的夂点的 x 
坐知. 

U ) 求满足/ - h = l 的仝郎 ft 
{ d }^ :次曲线 Mfi ： 线 > =1 的交# 
的叉聿标. 

( el 解方枵 i - j x -[={). 

5 1. 可去不连《性举出个闲数 / U ) 的例子 . 它 
对除开* =2以外的所有 r 值是连续的.= 2 
存在4去不连续性，解释怎样知道/在1，2是 
不连续的，以及怎样知道不连续性是吋去的， 

52. 非可去不® 鑲性 举出 个函数# TU ) 的例子，它 
对除开 * = - I 以外的所有1值是连续的 ，在 x = 
- 】存在非吋去不连续性> 解释怎样知道 K 在 * = 
-】是非可 忐不连 续的，以及不连续性为何是不4 
厶的. 

53. 在毎个点 不连嫌 的函数 

U ) 利用每个诈空的实数 [< 间包含有理数和尤 
理数这个 事实， 证明函数 

fu , _ ri ， 1为有理数 
/u ) ■ V ，肚理数 
是在毎点不连续的. 

( bj / 在任何点是右连续的或左连续 的吗？ 

54. 如果函数 / U ) 和 ffU ) 对于 0< MI 是连续的， 
那么 /(4々 b ) 在 〖(K I ]卜的--点吋能是不连 
续的吗？提出答案的理由. 

55. 如果积函数 Ab ) = J ( x ) 1 (幻在 x =0 是连续 
的，那么 / U ) 和 gU ) 在必定是连续的吗？ 
提出答案的理由. 

5 6. 连续函数的不连纹复合函数举出函数 / U ) 和 

的例子，它们在部是连 续的， 时复合 
函数/ I 在^0是不连续的.这种情况 同定理 

2.7 在一点的切线和导数 


川柑彳讯呼.'提出答龙的理九 

57. 不会取零的连 tt 函數 A 1、KM I彳、会取； 
的闲数作 KN (:决+会改变符V 一- 这圮良艾 
提川 n 案的押由. 

58■拉长櫞皮带如采拉 K 条橡皮带，使 U: 端 
1以】移功而 Vj 外端向 Y 移动，带 f 屮的玷 1' 
办将痄I〗:在原来位 * [. ——这 M 真艾的提 
: U 忤案的理 t 

59. 不动点定理假定#数 /A 闭1<叫：0，〗I ^ 
连续的，对 r[0 t 】]屮的点 Os / U 丨氏 I . 
讥明：1:中必定々:汴 1、数 t 

/(「）= r ( r 称为/的不动点）. 

60. 连绾函 IS 的符号保持性质今 /C 山义汴 h 叫 
(a t b) h 的闲数，假定汴 /W ■连续的沾个点 ，， 

证 明： 存在 个 im ；£ r 的 Kmiu -i 
C +6 K / 在这个 K 间 hii 冇同/(「）柞的符沙 
请汴意，这个结沦是 ihMJ 常阶 m 然/坫定 
义在整个 K 间 （1 M 上.似是 七要求 它在除汗 
，以外的仟何一点是连续的.兩数在< ii 续 fii 
的条件足以保证/在筘个[<间 [. 不艽「 
芩 （取正 值或负值）. 

«. i』F 叫： /在 r 是连续的， ， fi 仅4 
Hm/(f + h 、 = /( r) 

62. 利 m 习题 6 i h ^m 等式 

» in ( A + r ) = sin h cos c + f-os h sin r 
ros ( A + c ) = ro ^ h ros c - »*irj h ;*in r 
证明 /( i ) = «in x 和发 （*：) =cw x 在每个 V ?: r = r 
是连续的. 

fl 在习题 《 〜 70 中.用一 种绘囹 计箅器或荇汁 
算机绘罔器求解方稈， 

63. T J -3： t-l =0. 

64. 2* J - 2: : - 2 x + \ - 0. 

65. x( X -\y^l (\ 个根）. 

66 . 1 1 = 2 . 

67. Jx + V、 +x =4. 

讯/ - I 5 r + 1 =0 (3 个根）. 

«K = 4〖个根）.务必使用弧度方式， 

70. 2 siti 1=^(3 个根）.务必使用弧度方尤 


这一节对 2.1 节中提出的直 线斜率 和切线作精确的论述1我们已见到这 两个槪 念同函数的瞬 
时变化率是如何关联的，而瞬时变化率是函数导数的一种解释. 

2. 7.1 求函数图形的切线 

我们利用 2.1 节介绍的过程，求任意曲线 y =/ U ) 在一点/(%))的切线.首先计算妤 
过点 P 和一个邻近点叭％ 的割线的斜韦1然后考察斜宇当/0时的极限（见 
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i^l 2. 67). 如果极限存 fr:, 我们把它称为曲线汴^的斜肀 T 汴定义经过 P 且具有这个斜 f. 的良线 


为作的切线. 

定义闽数 j=/U) 在点 PU。， /(%))的曲 

线斜率为数值 

m = Nm (假设极限存在 ） 

| 曲线4 : P 的切线是经过 P fl 具有这个斜率的直线. 

仵 2.1 节的例3中，我们曾利用这两个定义 
求抛物线 /(*) =* : ft 点 P { 2 , 4) 的斜韦和抛物线 



在尸的切线. FfS 考察另外一个例子. 限‘ 67 贼在 p 的料率为二/(，_) 

例1 “ A 

⑷求曲线广 IA ft * = a 的斜率. 

曲线在何处的斜率为 -1/4? 

(C) 曲线在点 （《. 1/ 幻的 切线当 a 改变时会发生什么变化？ 

解 

(») 曲线 /U) =l/x 在 （a, 1/a) 的斜率为 




ft ? ~/W 


lim - 


l^m - 




a(a + h) l 1 ? ha{<\ + h) 


请 注意， 在每个分式能够代人 A =0 计算极限之前，必须保持用的记号.数《可能是正 
数成负数，佰是不能为 0. 

|b) r =lA 在点 i = « 的斜串是 -1/& 如果 


那么它将是 -】/4. 上述等式等价于 n 3 =4, 所以《=2或曲线在两点（2,〗/2)和 （-2, 
-1/2) 的斜率为- 1/4( 见囝 2. 68). 


(0 斜申 -1 /V 丐 a _0 时恒为负数+当 0 — (T 时.斜率趋近 -®, 切线变得®来越陡（见 
图 2.69). 这种情况当 《— 0^时再次出现.从任意一个方向远离原点时.斜率趋近0,切线 
变成水平线. ■ 



m 2 . 68 的两条切线的 

斜率为 -1/4( 例1> 


图 2. 69切线在接近原点时急剧升降，而 
当切点远离頃点时趋于平缓 









2.7.2 变化率：在一点的导数 


农达 A 


- yu .) 

h 


称为 / 在 r a 与增最 A 的差商.如果差商3 A 趋近零时存在极限，那么对这个极限賦 f *-- 个特別 
的名称和 


定义函数/ 在一点 r , 的导数. id 为 /' U 。）， 乃是 

/U„ +M - fix,,) 


/'(〜） 


假如这个极限# ft . 


如果把差商解释成割线的斜率，那么导数给出曲线 j =/ U ) 在点 /*<*„, /(%)>的斜率.习 
题31证明，线忡味数 /(*> =mr + 6 在任何点％的斜率就是这条宵线的斜即是 

- m 

!( 口果把差商觯释为平均变化率（见2,1节）.导数给出函数在点: t = I( ，关于 * 的瞬 ai 变 

化申. 

例2在 2. 1竹的例1和例 2 中，我们研究过一块岩石在接近地面白由下落时的速率.已经 
知道岩石在前 t 秒期间 T 落 j = 16〆英并用连串越来越短的时间区间估计岩石 ft 时刻 f = 1 
的平均速率.试问岩石在这时的确切速率是多少？ 

解令/<()=16 (2 .岩石在 f = l 秒和 f = 1 +A 秒之间的时间[X:间上的平均速率为 
/(I + ft) -/(I) 16(1 + ft) 2 - 16(1)' 16( ft 1 + lk ) ….一 

h = = ' - 1 -= 叫 “2) 

岩石在时刻 f = 1的速率为 

lim \6 (h +2) = 16(0 + 2) = 32 ft/s 

这说明我们原来的估计32 ft/ s 是正确的. ■ 

2.7.3 小结 

我们已经讨沦了曲线的斜率，同曲线相切的直线， 函数 的变化串，差商的极限，以及函数在 
一点的导数.所有这些概念涉及同一件事，兹小结 如下： 


( 1 ) y ^/( x)&.x = x „ 的斜率. 

(2) 曲线 y =/(*) 在 .x =%的切线的斜率. 

(3) / U ) 关于*在*=〜的变化率. 
|4}函数/(*)在* =；<：。的导数/’（七）. 

( S 1 差商的极限 

A -0 k 


导数是微积分学中两个最重要的概念之一.我们在第3章开始进人导数的全面学习.另外一 
个重要概念是积分，在第5章开姶对它的学习. 

习题 2. 7 

在七题 I 中，利用网格和直线边对曲线在 估；卜.在一轮印刷中图形可能变化，所以你得到的 

点 P , 和 A 的的斜率（每文单位的; v _ 单位数）作粗略 怙计可能同本书的答*有某些差异. 
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在习题 5 -10 中，求曲线在给定点切线方程. 

然后一起 M 出曲线和切线的草图. 

s -r = 3-j ; . ( -1, 2). &7 = (*-1 尸 +1 ， U, U. 

1. y -1 -Jx , ( 1, 2 ). (-1, 1). 


9.)-*' + 1, ( -2, -7). = ( -2. - 乂). 

ftA (娌11 ~ 18中， 求承数 囝形在给定戍的斜 
韦.然 G 求在邶¥.与阁形相切的 It 线的方程. 

11 . / u ) = X ； +1, (2. S ). 

12. /( x) -i - 2x : . ( I ,-]). 

13 . fU) = ^~2' (3 ' 3) ' >4-^(*) = ® . (2, 2). 

lS . ft ( jr ) =/ ! (2, 6). tt.hU) +3(, ( I , 4). 

1 T ./( i ) , (4, 2). l «./( i ) = ./ TVl , (8, ；!)■ 

19-22 中，求曲线在指小点的斜率. 

19. y - 5*' , - I . 20, > = ] - t : , x - 2. 

*> JM 23 和24中， 闲数的 ffl 形 ft 什么点冇水 
f -切 线？ 

23.f(x) = i* +4i - I. Z4.ff(z) = f' - .1 j. 

25. 求同曲线”1/( 1 - 〗 ）相切的斜韦为-1的所6 
Jl 线的方稈- 

M - 求同 曲线 ： r =石相切的斜韦为！/4的立线的 
方程- 

方.从塔上並落的物体-个物体从100 m 搞的塔侦 
坠落.它在 < 秒后离地面的高度是100 -4.9 
物体在坠落后2秒时的下落速率是 多少？ 

28. 火箭的®車火箭在发射后 1秒的髙度为 ; (/ft 
火箭在发射 E 10秒上升的速率是多少？ 

29. 圆面积的变化当半径 r = 3 时，岡面积 （.4 = 
irr 2 ) 相对 f - 半径的变化率是多大？ 

30. 球体体积的变化当半径 r =2 时，球体体积 
((^(^乃^取”相对于半径的变化率岳多大。 

31. 证明直线 y =mx + b 是它自身在任何点 U u . 

+6) 的切线. 

32. 求曲线=4的点的切线斜率. 

33> 函数 /“) = {: S „ *一 0 的 Ht 形在原点 

有切线吗:> 提出答案的理由- 

, \x sin ( I / x ) , A _0 

34.函数 gU ) =| q i=0 的图形在原点 

有切线吗？提出答案的理由. 

垂直切线对于曲线 r =/(*). 如果 ^j(/( & + 
ft ) - f ( x 0 、）/h = oo 或 -00 T 躭说曲线在I，* 。的点 
有垂直 切线. K 面附图在: r=0 有垂直切线： 
f (0+ h ) - f {0) k 1 ^ -0 

= h ^ = K 








不存在，因为冇极限为 * 而左极限为- 



的围形在庳点有垂直切线吗？提出答案的理由- 


n (*)在>」题37~46中，_出曲线的 m 形 ， tm 
在何处显现有癞直切线？ 

( b ) 用极限计算证实 U ) 中的答案. （ M . 珐 A 汁算 


极限之前，先阅读习題35和36盼而的叙述， 
J7. ? =x i5 . 3 S . y = z 4i 

39, y - x l ^ . 40, y = x l i . 

4 Uy = 4 x ^ -2 x . 42. -5* : 

43 .厂产 -U-I) 1 ' 

U.y-x in +{*- |)_' 


45 ,r = 


f - /T7T, x^O, 
i / i - i >0, 


板” y 14^*1, 

计算机探究 

在^蘧 47-50 中，用一种 CAS (计算机代数系 
统> 执行卜列处理 步職： 


(■) 给制 r =/( d 在 KNUo - l /2)^ 0 ^( x fl +3) 
上 的囝形 + 


( b ) 保持&闶定，差商 


q ( ft ) - 


A *0 + -/ Up ) 


在* & 变成步长 A 的函数.把这个函数辘入 
CAS 的工作空间. 

| c ) 求当0时的极限. 
td ) 定义对于 A =3, 2, 1的割线 =/( x D ) + 
q ' ( x - x ^). H 出割线以及/和切线在 U ) 
中区间上的图形 * 

*■_ -n 


3^ 函数 

在点 (0,1) 有垂直切线吗？提出答案的理由. 


4ft»/(x) =* + ^-, - 1^ 

49. /(*) =x + sin (2x) , x 0 = -tt/2. 

50. /{ x ) - ros x + 4 sin (2* ) , = it. 


第 2 章 ft 习指导问题 

U 什么是函数 WO 在从到 t = A 的区间上的平 
均变化率？它同割线有何关系？ 

2. 为求函数在 t = i e 的变化率或斜聿，必须计 
算什么极限？ 

3. 什么是极限 



的非形式定义或者直观定义？这种定义为什么是 
u 非形式的”？举出一些例子. 

4. 函数/(“当*趋近 &时存 在极限以及极限值总 
是依赖于在*=%出现的惝况吗？予以说明并举 
出一些例子- 

5. 出现什么函数特性可能使极限不复存在？举出- 


些例子. 

6- 计算极限可以使用囉些定理？举出一些例子说明 
如何利用那些定理. 

7,单 W 极限同极限有何关系？举出一些例子， 

& 1^( (sin 幻 / tf ) 的值是什么？这个极限值同以度 
^者弧度作为测纛单位相关吗？予以说明. 

9. 极限的确切含义是什么？举一个例 
子说明在极限的碥切定义中1对于给定的 A L 
* 0 和 O 0 如何求 S >0 T 
W . 对下列板限给出磽切定义. 

{a} lim/U) =5. tb) lLm f{x) =5. 
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(c)lim/(j) = ®, (d)lim/(i) = - *. 

n - ^!；/^) =厂4确切方义足什 

么.举出 .-- 些 d 子二 

,2 '什么是 .1^/(* 为常数）和 l / i )? 如何把 
这两个结¥扩展到其他 '^;fi .钱例子. 

13 - 如何求有理甬数、 -*» 时的极(@?举;|_,.--- 
呰例 

|4 -什么是水平渐近线和垂 fll 渐近线？ 举出 .邱 
例子. 

is . —个 ts 数必须满足什么条件才能使它在定义域 
的一个内点是连续的？函数在-个堉点是连续 
的必须满足什么 条件？ 

16 - 如何 凭借观 察喊数的图形 判断鹵 数是连续的？ 

17 - 函数在一点是右连续的的含义是什么？函数的 
连续性和单侧连续性有何关系” 

,8 -关于多项式的连续性能够得出什么结论？关于 
-:角函数，函数的有理幂和代数组合，指数函 
数与对数函数.反函数，复合函数，以及函数 
的绝对值，对它们的连续性能够得出汁么结论？ 

19 - 在什么情况下能够延拓函数 /(*) 使其在 -- 点 
* = ■■是连续的？举一个例子. 

20. 函数在.个 K 间上是连续的的含义是 什么？ 

第2章实习习理 


1- 绘制函数 

】 T X < _ I 

- 丨， - 1 < X < 0 
/( x ) ― ' 1 » 5； = 0 

- I , 0 < X < ] 

1 * X ^ [ 

的阁形.然后洋 细吋论 /在1= -1,0, 1的杻 
限.单侧极限、连续性和单倒连续性.其中任何 
-种不连续性都是可去的吗？ T 以说明. 

2. 对于函数 

r°. …I 

yu ) ;卜 0 <' 幻< 1 

卜 n 1 

I U ^ > 1 

重复习题】的做法. 

X 假设/0)和 〆 0对于所有 （有定 义，且= 
™ 7 ' = o . 求下列函数当^时的 

极限. 

(^3/(0. (b)(/0)}\ 


— _ 107 

21. 闲数是连续的的含义 M 什么？举出■些例 f - 说 
明这样.个 事实： +是在整个定义域 1. 连续的 
函数，仍然可能在其定义域内某些选定区 (iJj [ 
是连续的. 

22. 闲数的不连续性有基本类 3 J ? 举出每种类电 
的 例子. 什么是 W 去+连续 性？ 举 个 例子. 

23. 嘁数 _ a 有介值性质的含义是 什么？ 什么条件保 
证闲数在 个 K 间上具有这种性质？对1■绘制 
闲败罔形和求解方程/(幻=0有什么推论7 

24. 通常说函数是连续的是指不用从纸面抬起_笮 
就能瞄出函败的 ffl 形.为什么是这样？ 

岛，-条直线在克户同曲线 C 相切的含义是 ft ■么 V 

26. 箅式 lim /Uo+ ^ - /U » ). 

的*要性何在解样这个算式的儿何意义和物 
理*义. 

27. 如何求曲线 >_=/( 幻上在.点 /> U 0 ,/(*_>)) 的 
切线？ 

28 - 曲线 r =/ U ) 在 A = 的斜率同函数在^ t 。 关 
于 J 的变化率有対关系，闲/在*=太 0 的导数 : fr 
何关系？ 


(c )/(0 - ^( 0 ^ 
⑷ c « U (0). 

(bJAO + 攻⑴ t 


⑷於. 

it ) !/ C 0 r. 
(hH//C0^ 


4 - 假设和 fOO 对于 所有* 有定义，且 lj /(：0 = 


1/2，%反（幻=及.求下列函数当 * — 0时的 
极限/ 


⑷ 1⑷. （ bU ⑴ H 

u )/ u ) + gix ). ( d ) l //( i ). 


( e ) x +/(*>- 



在习理 5 和 6 中，如果给出的极限命® 成立， 
求須具有的值. 


5. 】■咋(彳卞々)：】. 6- 


7. 下列函数在什么区间上是连续的？ 

㈤ / U ) ib ) g ( x ) 
UMU ) =x ' id ) k ( x )， x _、' 

*■ F 列函数在什 么区间 上是连 续的？ 

( a }/( T ) = tan x . = esc 



在 Jj 越 9-24 中，求极限或古解释极限为什么 
+存在> 

八 „ X 2 -4j> 4 


( b )^ x ^2. 



U) 当 * 4 


vh) 2 -x 2 


■x 2 


* >o tan( 仰） 

hm Hin (令 + s 

lim ln( / - 3), 


■ h) z 




imrMn (2 -^7)- 
2， 


在习题 25~28 中，求 <(：*) 当 i 趋近指定值时 
的极限 . 


25. lim (4^( x ))' 


28. lim 5 ~ j3 二 


在题 29 -42 中，求极限_ 


2；c 十 3 


31. lim 


33* lim - 


30. lim 
32* lim 


1 - x 2 - lx - 


- lx 


34. lim 


12^ 3 + 128' 

3S. U.|. ^ (如果你有绘图器，试绘制函数在 
-5^x^5 上的阁形）. 


加. lim^- (如果你有绘图器，试绘制 /U> = 
以 rw (I/*) -1) 在原点附近的图形，“观察” 
函数在无穷大的极限 K 



39. lim #*' ' c-fw - . 40, lim In f 1 + ^ V 

■ -m x f -■ \ t } 

4 K lim (an ' x , 42. lini p lc «in 1 | . 

43* 能否涟拓 yu ) = a (^ : -i I 使 = 

I 成片 .t - -1 圮连续的？提出答案的 理山. 
(给制函败 m 形——你将会从阍形中发现 ii 意 
义的结果 .） 

44. 觯释闲数 / u ) 在*=0为什么+存汴 

连续延拓. 

E 1 在4战45 ~48中，绘制闲数阁形 T 考察在指 

定点 a 是否显现具有连续越拓.如果和 ， m Tra - e 
和 Z « om 功能键寻找函数在^的-个恰当的延拓候 
选值.如果函数显现不具有连续延拓.那么它是否 
存在右连续延拓或左连续延拓？如果存在.你认为 
廷拓的函数值应该是什么？ 

4 5 . / U ) “ = 1 

f 5 COS 9 〆 ！ 

46 ■ ㈣ =4^2^- …芯 

47*/i(f) =(1 + \t\ 广， a=0. 

48- k(x) ”7^， a=0> 

E 949. ^ f ( x ) = t 3 - x -\. 

( a ) 证明 / 在 _ 1 和 2 之间 - 个零点 ■ 

( b ) 用阁形方法求解方程 /( . t > =0,要求误趋大 
小至多为 10 s . 

( c ) " J 以证明， （ b > 中解的准确值为 

( Mr + d 

计算这个准确答案，并且把它同&沙） 中求出 
的值比较. 

050. 令 /( ⑴ =^-20 + 2. 

(嫌）诋明/在-2和0之间有一个零点. 

( b | 用阁形方法求解 /( 扪=0,要求误差大小至 
多为 10' 

( c )4 以证_明， （ h ) 中解的准确值为 

(, f - r -( vf-r 

汁算这个准确答案，并且把它同 （ b ) 屮求出 
的值比较. 





假定对 T.W 个水罐 ）_ 试通过软饪+ 

断对水罐注水保持水流速聿正好为常数.如果 ffi. 
保持如下的流速，必須保待怎样的水深 
[a) 水流速率在. > c = 1 ftVmin 的 0. 2 flVmin 范 
m 内. 

< b) 水流速串在 .v t =】 ftVmin 的 （). 〗 ftVmir 
ffl 内. 

5- 精密仪器的热膨服你或许知道大多数金厲会在 
受热时膨胀 (《 在 a 冷时收缩._台实验宰仪器的 
尺寸冇时是很关键的，所以生产厂家在制造仅器 
时必须保持同使用仪器的实验室一样的温度 .-- 
根在 70"F 时为 10 c™ 宽的典铝条，在接近温度 
<时的宽度为 

V = 10 + (( - 70) x 10 "* mi 
假定在一台重力波检《仪中使用这样一根铝 
条，它的宽度必须保持在理想宽度10 的 
±0.0005 cm 范围内.必须保持®度如何接近 
TOT 才能保证不起过这个容限？ 

6- w 置杯上的刻度 a 典型的I公升澜鏺杯的内 
腔是卡径为6 的直立圆柱体（参见附囹）. 
因此杯中的水容积是杯注水高度 A 的函数，其 
公式为 

V = -n6 2 h = 36irA 

测居 A 时必须保持怎样的近似程度才能保证测童 
I公升 uooo™ 5 ) 水的误差不超过〖贷 UOtV)"? 


#空中的速*,约为3 * 1 0** ni / s . ，增加时 /■ 
会冇什么变化？试求 lim /- 这屮为什么 S .川左 
极^ 

4.控制水》的*置托里拆利定律表明，如果从如 
Kffl 所示的水罐中推水.水淹出处的速中 v 节 J-- 
-个常败乘水深： t 的 f- 方根.常教洧取决 T 排水 
赀的大小和形状. 


第2章补充和提 离习® 

I ■对 W 指定值指数定律表明，若《为忏何 

的数，则《° =〖 - 它们还表明. 为仟 和] 
tl ■:数. fflo " =0. 

如 itlW ： 闬把这两个边 f ) (扩先 到包括 0" 的情 
形，就会获得4相冲突的结果.由第 •.个定律得 
到(^ = 1， ifiiit ) 第一个定律得到 o "= o . 

我们在此不 i ' l ■沦正确或存错误的问 M . 两个 
定律 都不适用于现 A 情况，所以不存在矛盾，饵 
% I -. 你 吋以把 0" 定义 为具有任何想踅的 
只竖能说服其他人同： e . 

你希望 o B 取什 么值？ 卜_面举出一个例子, 
!>] ■能 有助于 •你作 : li 决定 . < 另外 …个例 子参 ! tr 
面的4题 2.) 

U ) 对 r -_!=(>. 1 , o . o ], o . ooi . … it ■算 *■ 的值. 
直至 il ' 算器能够达到的计算范围. i 己录获得 
的值，你观察到什么 俅？ 

( b ) M 出函 数厂；(’ 对于 Odd 的 ffl 形. M 然 
函数对于；>赛0没有定义， ffl 形将从彳,_边趋 
i 5 r 轴.它肴上去朝向什么 r 值？为支持你 
的想法，放大闬形. 

2. 你可能想使0°取不同于0或者1的某个 其他® 

的理由汽数 I 经过 It 数值增加时 ， 1 A 和 
1/( In ) 都趋近霉.数 

= (+) 

当 * 增加时出现什么情况？下面是找出结果的两 
种方法. 

UI 对 7-1 = 10, 100, 1000,…计箅 /(d 的值. 
fl 至汁算器能够正常达到的计算范 ffl . 你观 
察到什么 |?1 像？ 

lb ) 在不 M 的绘图窗口描绘/的图形，包括包含 
原点的窗 n . 你观察到什么结果？沿阁形追 
踪 j •值.你发现什么结果？ 

3. 洛伦兹收缩在相对论中，对观察者而言， -- 个 
物体（例如火箭）的长度依赖 T - 物体相对于观察 
者的移动速度.如果观察者測里火箭在静止时的 
民度为/•„，那么以速度《飞行的火箭显现的 K 
度为 

这个等式称为洛伦兹收缩公式，其中， c 是光在 


施 




no 


茗 2 幸 


]itmn 


a ) 横拟成饵以础忮体 



tO M + F . 体 =6 cm 

1 公升测量杯 



在习题 7 ~ 1(1 中，利用极限的肜式定义证明函 
数在％是连续的< 

7 + /( t ) = x 7 -7, x Q = 1 
8, 〆 （；*)= 1/( 2 j ) , x 0 = 1/4. 


9,k{x) = U ^ =2. 

10 t F(jt) = ^/9 - x t x 0 =5, 

11. 极供的唯- '性诋明函数在同一点不吋能有两 
个不同的极限.就是说，若 = L , 和 
JiWCx ) :L^ 则心=々■ 

12. f 明极限的常数倍 法则： 对于任意常数 A ， 


13. 单侧极限 4 

Ullim / - x ). 

-/)■ ⑷ lira / W ). 


-A 及 lim /(：0 =汉求 
( b ) lira /( x y - x ). 


tcj lim/(x 2 ■ 

14. 极限与连缜性下列命題中哪些成立，哪些不 
成立？如果成立，请说明 原因： 如果不成立， 
举出一个反例（即证实命题不成立的例子\ 

( a ) 若 &/ U ) 存在而不存在，则 

lim (/(^> 不存在. 

( b ) 若 &/ U ) 和都不存在，則 

也不存在. 


( c > 若连续，则1/1 魏 
( d ) 芯 f/l 连续，则/亦然. 

题〗5和16中， 利用极 限的形式定义讪 
明，嘁数对 r 给定的 r 值存4:个连续延拓. 


/(， 


16- g ( x ) 

■7 —个仅在一点 连《的函數令 

_ m , 狞*足 fr 理数 
" lo T 艺^足无理数 
(»)诎明/4文=0连续. 

( b ) 利用每个实数的非宁汗 KM 间时包含心押 
数和尤理数这个事实，证明/在; T 的任何屮 
零值 是不连 续的. 

18- 狄利克雷直尺函 tt 若 J M 有理数 ，则 I 呵以 
m 唯力式写成整数商 m /^的 形式， M 巾， ^0. 
m 和 rt 没有大于1的公因数 . （这样，个分数称 
为最仫項.例如，6/ 4 最低项的形式足3/1 )假设 
对于区间〔0, !] 宇的全部的定义如 

若 j = m / n 是最低项形式的心理数 
垦无理数 


„ . r l / n , 
龄 { o , ； 


M 如/(⑴=/(1) =1. /(1/2) =1/2, /( L /3 ) = 
/(2/3) =1/3, /(1/4) -/(3/4) - L /4, 等等. 

( a ) 证明/在区间「0， I ]中的毎个有理数点是 
不连续的. 


( b ) 证明/在 K 间 [0 T 1] 中的每个无理数点是 
连续的* (提 示： 如果是-个给定的丄: 
数，证明在[0, 1] 中仅存在有限多个有理 
数 r 满足 ) 

( C 丨画出/的草闬.你认为为什么把/称为"办 
尺函数”？ 

19. 对径点有任何理由相信在地球赤道 [.总 
是存在一对温度相同的对径点（直径两端相 
对的两点）吗？予以说明 - 

20- 设 + g { x )) =3及 ^(/( JT > - gU )) = 
-1，求 hmfi X ) g ( x ). 

21- —个 》线性二 次方® 的根考虑方程 ^+2^- 
1=0,其巾 a 为常数.如果技>-!巨《参0,那 
么方程有两个根，一个为正根，一个为负根： 

r.( 0 ) = + AT °, 「 (<0 = ^ - 、 /TTTl 

a a 


(*] r . («)当3—0或0—-1_时会有什么结果？ 


( b 卜 _ ( a ) 当 fl —0 或<!— M 时会 有什么结果” 
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(d 通过绘制\(«)和1"_ (幻作 为0的闲败的闬 
形支持你的结论. 

Id) 为了增加支持，同 HiBUU/U) =« 5 *2 x - 
1在《 = !, 0.5, 0.2, 0. 1 和 0.05 的围形. 

22 •— 个方《的根址明方程; t +2 ms* =0至少存 
在一 个解. 

23. 有界函数 文谊 《数 /( 幻在* 合 O L 是上方有 
界的，是指存在 ... •个数 A 1 , 使 得对于 /) 中的所 
fl、 有 /(*> 在 /V . 这样的 A 1 称为/在 fl 卜.的一 
个上界，并说/是上方以/V为界，依照同样方 
式，说/在 /J 1：是下方有界的，是指存 在一个 
数杯，便得对中的所有 ：（ 有 /( 幻身 M. 这 
样的 M 称为/在0上的一个下界，并说/是下 
方以 M 为界.如*/ 同时* 上方有界的和下方 
有界的.躭称/在0 h 是有界的. 

< al 证明： /*« 1：是有界的，，且仅当存在一个 
数3,使得对于 P 中的所有 ■(有 I 
( b ) 假定/是上方以/ V 为界.证明：若 jl ^/(：0 = 
L, _ i = s / V . ' 

( cliKH / 是下方以 W 为界.证明：若 li m / U ) = 


L, 则/_>乩 

*| 和 mini 


在时等于 a ，在 6 Sa 时 等-丁 - fc 换句适 
说， mmU , 6!给出两和6中的较大者. 
(10 对于 minia , ii 求同样的表达式，使其给出 
数 0 和6中的较小者. 


牵涉 rin «^ 的广义极 B 极限公式 
Jim sin ❹/$ = \ 

■以推广. -0. 包 H 

的开 K 间内 （c A 身 of 能除外）+会为0,则 


在3埋25 〜 30中，利用牵涉 Uin e )/0 的广义 
极限公式求极限. 





第 3 章微分法 


概述第2章介绍了函数在一点的导数.导数是对 S 数在一点的变化半的度量并且给出 
围形的 斜率.在这一幸，我们推导容易用于求导数函数的简单法则，用这些法则求导教时无需直 
接计算任何极 K. 讨论问題中用到的法 M 涉及函数的变化率.同时也牵涉对复杂 ® 教的逷近- 

3. 1把导数作为一种函数 

W 史 i 平述 在 2 . 7 节我们把 . y = /( *) 在点 I = *» 的号数定义为极限 

- ri . .. /U, + /0 ~/(x a ) 

孕数 /UJ = 1 '!? …_ h 

现在我们把导数作为由/导出的一种函数来研究，即在/的定义域中每个点I考察这个极限 - 
定义函数 /U) 关于变 童1 的导数是函数 /'. 它在 * 的值为 

f'(x) =ljm 

只要极限存在. 


在导数定义中用记号 /(*) 而不是单用/，用意是在强调自变童 *, 我们正是对于它求导数 - /’ 


的定义域是在/的定义域中极限存在的那些点的集合，这个定义域可能和/的定义域相同或再更 
小.如果 /' 在某个特 定点; t 存在，就说/在■(是可微的（有导数 L 如果 /' 在/的定义域中的每点 


存在，/称为可《的. 

若 Ez ^ + A , 则 ft =2-1 和 a 趋近0，当 fi 仅 当：趋 
近*.因此，导数的一个等价定义如下（参见阁3_1). 


导数的 另外一 个公式 

fix) “in / ⑴ D 

_ I Z - x 


3.1.1 从定义求导数 

求导数或求微分的方法称为微分法.为，强阚微分法 
是对函数7=/“）执行的 •-种 运算，用记号 


作为表示导数 /' (幻的另外一种方式 . 2.7 节例1 i 兑明了对 



/在 rfj 导数为 


函数7 = 1 △ 仵^ «求导数的过程.对于定义域中代表任 
意点的 I 得到导数的公式 


^(7) = ~7 


f-« 匕 A 

图 3. 1差商的两种形式 


下面举出另外两个例 + . 其中1可以取/的定义域中的任何点. 


例1求/(幻的导数. 




振分法 


JU 


解我们有/(幻 

fix ) =Um /L“ 斗二^ _)_ 


: + h ) - \ 
(定义） 


， 所以 


：Lim -^- + h --\~- 
^ h 


: lUtl 】_ . + H —- ’l: 心 r 
* - 0 A (.t + A - l ) f r - 


~ h (x + h ^ JV{.x 

七 W : i^rTT 

例 2 求 y = 厶对于 _ t >0 的沣数. 

解利用穿数的等价形式计算 /': 

fix) . | jm /(iJ--/M = Um 也， JE_ 


c_ <t(l - f 

7 " ~M ) 


(化 简） 


(消去 A — 0) 


j_ 'h - -Jx _ 

(■Js - /x ) ( v 'j + ./x) 


■ M 注 

3-1.2 记号 知道石对于 

可以采用多种方式表示函数 y =/(.t> 的异数 t 其中 fj 变贵是 *>0的 辱数： 

1 - W 变嬡是 y. 用于表示导数的-.邱常见的可选记有 

rix) = 〆 n = i /(i 〉 = Dif}(x> = i / ⑴ 2 * 

符号 d/tk 和 ZJ 表示求微分 运算. Ay /6 x 读作、对于 ；i 的 导数' df / dx 和 （d/it)/(；0 读作 7" 对十 
X 的 导数. /和/ h 的撇号”来 S 牛顿对导数采用的记 d/di i 己疗同莱布尼茨所用的记&祀 
似. 不应当把符弓 dy/clx 舂成一个比（直到汴 】 0节引人“微分”的概念为 止）. 

为广表示导数在一个指定数;的值，使用记弓 


f { a ) 




例如，在例2中 


/'⑷= = _Lj = 」_ = 士 

心 ,.4 2 v ; r L _ 4 2^4 4 

3.1.3 推绘导数的图形 

通过估计函数/图形上的斜率通常可能对 y =/( T ) 的导数描绘出比较好的图形.就是说，在 
口平面描出一些点 （：*, /'(*))，然后用光滑曲线把它们连接起来，作为 yz /' U ) 的图形. 

例 3对子囹 3.2 a 中 的函数描绘它的导数的图形. 

解在常见 的区间 上画出/的图形的切线，用切点的斜率估计/，（*)在这些点上的值.描出 
对应的点 U , /' U )), 用光滑曲线把它们连接起来形成如图 3 . 21 ，的 草图. ■ 

从>=/’（*)的 阁形上 我们能够获知 什么？ 初看起来，能够了解：（丨）/的变化率在什么地方 
取正值、负值或者 为零； （ 2 >/_在任何点的增长率的粗略值以及尸的值同 / U ) 的值有关. （ v /的 
变化率本身在什么地方增加或养减少。 

3.1.4 在区间上的可微函数和单侧导数 

函数 /=/(*) 在一个（有限或者无限丨开区间上是可嫌的.是指它在区间的每—点有导数_函 



114 




数在一个闭 K 问 [ a , A ] 上岳可微的.是指它仵内部 U , 6 U : 足可澉的，时在端点存汗极限 


巧1⑷ {在 a 的右导数) 
lim ^^-^--^^ {在 b 的左导败） 



b | 描给 .v =/_ (. vl 的 H 形 （ h 屮的纵啦砧 Mai:i rtB 的料韦 . 飞飞、 
S13-2 /' 的 阁形是 /的斜申-如何随I变化的叮视 W 录 


右导数和左导数可以在函数定义域的任何点定义. 
笮侧极限和双侧极限之间的通常关系对于这两种导数成 
立.由于 2.4 节定理6,函数在一点有 导数. 当且仅当它 
在那个点有左导数和右导数，同时这两个单側导数相等. 

例4证明函数丨幻在区间 （-», 0>和（0, ») 
上是可微的，但是在 x =0 没有导数. 

解 由 2. 7节可知，} " = m 3+6的导数等于斜率瓜 
因此， 在原点的右侧， 

£ (lsl) = £ (1) = £ (, * s) = 1 

+ = ni . l：tl 二； t ) 



图13在端点的导数为单倒极限 







微分法 
仵原点的左侧， 


U 5 


d 


(I川 



?( 

dx 


无）=-1 ( I * J = - ^ ) 


(见 mi 4 ), 在原点不可能存仵竽数，肉为两个羊册数不桁等. 
l.r I / ri =0 的右导数 



^ i / r : A = o 的左牙数 
= iim 


10 + h\-\0 \ 】• i k I 

一飞 ^- = ! l . m x 


= Mm _ (当 A < 0 时 = - A ) 

a j >- h 

- lim ' 1 = - l 

h < t >- 

例 5 在例 2 屮，对于 O 0 求出 


d r 1 

用定义检验在 * =0 是否存在导数： 


m 3. 4函数 r = |*丨在原点 m 不 
吋》的（函数 m 形在吩 /( 
形成 一个- 角"） 


lim - /0+ J _ 及 = lim -'- . „ 

1 fl, h * ^ 4 h 

由 f (右）极限为无穷大，在 i = 0 不存在异数‘由于连接原点和 j =v ^图形上点 [ ft ’ A] 的割线 
的斜率趋近》，图形在原点有垂直切线（参见图〖. 15). ■ 

3- 1.5 什么情况下每数在一点没有导数 

如果在函数/的图形上，通过点 P( Io , /( x ,) ) 及邻近点 p 的割线的斜率当 p 趋近/>时0近 
一个有限的极限，函数在〜有导数.只要割线不达到极限位置，或者当 Q 趋近 P 时割线变成垂 
直线，就不存在导数.因此，可微性是函数/的图形上的一种'.光滑性”条件.函数可能由于具有 
像下列图形中所显示的几种点而在一点没有导数： 
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(3> 垂直切 线点， py 的斜串 （4! 不 连绰点 （诚示的两个例 

从两侧都趋近 T 成#都趋 
近 -» (此处为 -*) 


3.1.6 可澉 函数是连缍的 

4:每个点有导数的闲数是连续的. 


定理 i ( 可微性藴涵连 缤性丨 若/在*=(■冇 导数， 则/在: r=c 是连续的. 


证明假 Jii /’ k ) 存在，我们必须址明 \^/ U ) =/( r ). 或若证明等价的结采1,4 /(<•+/>) = 

JU ), nh ^ O . WI ] 

/( f + A ) =/( c ) + (/(c + h ) =/(<:) + ^' +11 \ * h 

取，/ <—0 时的极限.按 2. 2 节定理 1. 

Km/(c + h ) = lm /( r ) + lim^- C + ^ h =/(,■) + f '{ c ) -0 = f ( c ) +0 =/((■)■ 

用单侧极限的 N 样论据 ffi 明，芯 / 在; t =( ■有单侧导数 U (导数 或者左导数），则/在^ = ^的 
邵一侧是连续的. 

定理1表明 T 如果函数在一点不连续（例如存在跃变不连续性）.那么在那一点是不可 撖的. 
最大整数函数 y = l _*」 在所有整数 * = n 是不可激的 （ 阽2.6节例 4). 

注意定理1的逆定理不成 i .-个闲数在其连续的点并非必定有导数，正如在例4所见的那样. 
3. 1.7 导数的介值性质（达布 定理} 

从下述定理 看出， 并非所有函数都能成为某个函数的 
异数，这个定理于 1 S 75 年首次由法国数学家简■卡斯腾 • 

达布 （1842—1917)1 正明. 


定理 2( 达布定理）若 a 和6是一个区间上的任意 1 
两点，函数在区间上是可微的，刚 /' 取尸 （《) 和 /( A ) 之 | 
间的每个值. ___ 

定理 2( 我们不予证明）表明，一个函数不能成为其他 
函数在一个区间上的导数，除非它在区 N 上具有 介值件 
质.例如，图 3.5 中的单位阶跃函数不能成为实直线上任 


>' = UiXj 


0 \ 

图 3.5 单位阶跃函数没有介值 
持性， 不能成为实直线 
上某个函数的导数 



截分法 


U7 


何实值喊数的导数.在第 5 章将会见到毎个连续闲数是某个闲数的迂数. 

在 4.4 节.我们引用定坪2分析在一-次可微闲 数阁形 1：-点发生的变化，在耶个点闲数改变 
它的"巧曲”特性. 

习 H 3. 1 

题 I ~6中.应 ffl 定义 il ■算函败的汙数- 
然 A 9 求异数在指定点的偯. 

1-/(^) =4-^； /-( -3), /'(0)，尸（ I ). 

2.f(*) = (1-]) 2 + 1 ； r( -t), r(0) , F'(2). 

J.WO - I ). ^(2), g ‘ Ui ). 



= 1 ^; t ，（ 一1). k '(\), k ' iM ). 


5. pO) = /30; ,/( I ) , ^'(3) , / >'(2/3). 

6. r(.0 = /2,i +f ； r -(0) , "(1), r'(l/2). 

在习题 7-12 中，求指定函数的导数， 




y - 2x y . 


dr 

叾 、 f = T 



C) d) 


Jq + 1 



在习题 I 3~ 】 6 中，对函数识导数，并求在 
变置指定值的切线的斜率. 


13-/(t) =jc , x- -3, 14, -r-^- , x=2. 

X 2 +x 

15, t = - [. 16.> = (j ： + 1)\ x- -2, 

在习 IS〗7 和 18 中，对函数求导数.然后求在 
函数图形指定点上的切线的方程< 




= d 4 )i 


27. 


28. 



18* ir=g(r) - I 4 - 74 -z, (:， uj) = (3, 2). 
在七题19 -22 中，求导数的值. 

dx 

21 - 岩匕 ， r= g. L/ u： - + ^ 

在4题23〜26中，利用公式 

fix) = I 〆 (乂 ：{ (T) 

求函数的导数. 

25■反 （J) =^^y, 26 . g ( x ) = 1 -+ Jx . 



议 f 20. 



M - ( a } 附图中的阁形由线段首尾连接构成.尸在 K 
间[-夂 6] 的哪些点上没有定义/提出荇 


在习题 27-30 中，指出所両函数图形同附 
图 a ~ d 中所画的哪个导数图形匹配. 


案的理由. 

ID ) 幽出/的导数的图形图彤应呈现为阶梯函数- 




拔分法 


1/9 


41. 


42. 



43. 抛物线的切线抛物线 f = 2* 3 -】 如+ 5存在以 
-1 为斜率的切线吗？加果存在，求切线的 A 
稈和切点.如果不存在，原因何在？ 

44. 的切线曲线 j= 厶在: t = -I 存在穿过* 
轴的切线吗？如果存在，求切线的方程和切 
点.如果不存在，原因何在？ 

45. (a| 设 /(*) 是满足1/(幻I名/( -1=^；* 其丨）的函 

数. 证明/在是可微的，并且求/(0). 
(b) 证明 


f ⑴ 



在太=0是对微的 T 并民求/_(0). 

46, M 尔斯特拉斯的无处可微的连縷函數 


魏尔斯特拉斯函敗 /(*) = |^(2/3)'^(9"^) 
的前 S 项之和为 ^ 


S(I) = ros (tw) + ( 2/3) 'cos (9irt) 

+ (2/3 ) ! ⑽ 〈 Wire ). 

七 (2/3)'em (9 'tti) + -■■ 

+ ( 2/3 ) ' ros (Q 1 -!!!) 

irt 出这个和的 ffl 形.放大几次. ffl 形 m 如 
何摆 动和起伏的？指定■个《窗，在其中显术 
m 形的 _ f ■滑邢分. 

计篇 机探究 

对^埋 47 -52 中的 s 数，用■-种 CAS (计算机 
代数系统）执行下列处理步*: 

U ) lWlthj =/(：0 的 ffl 形，考察 函数的 ft 体特性_ 
( b ) 在一个一般的点 * 用一个…舣的歩长 A 足义 
£商 V . 

( cl 取当 A —0 时的极隈.这样得到什么公式9 
( d | 代入值一起 B 出函败 y =/ U ) 及其在 
这一点的切线的形. 

U ) 在 （ c ) 中求得的公式屮，对=代人比. 1(1 大和 
比 h 小的不同值.这两神数值对于你的闬形 
有意义吗？ 

Ifl 画出在 （ r ) 中所得公式的 S ) 形.当公式取负 
值、 零和正值时它具有什么含义？这对丁_(心 
中画出的3!形有意义吗？提出答案的理由. 

47./(i) = i 3 +X 1 -X, x a = 1. 

机 / U ) =，+，， 

49 - / U ) "77 T t ^ =2 - 
， - 1 - 

51-/( x) = sin 2 j , * c - tt /2. 

52,/( jt ) - x 2 cm x, = tt /4. 


3 2 多项式、指数函数及函数积与商求导数法则 

本节介绍几种求导数或求微分的法则，可以用于对常值函数、幂 函数、 多项式、指数函数、 
有理函数以及这些函数的某些组合求导数. 

3- 2.1 幕函数、倍数函数及函数和与差的导数 
求导数的第一条法则是每个常值函数的导数为零. 


法则 1常值函数的导数 

若/取常数值 /(*) ，则 


法则1的证明对输出为常数值 c 的函数 / U ) = c (见图 3. 6), 应用导数的定义.在每个^值 

求出 
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fix) = l in ,np ⑴= lin ,< 

办心 h \ 

从 2. 7卄知进 

£ U ) = 去(1 = I + M = m = l ) 


以及 


i(：)-7 ^ L< 


从 3. I 节例 2 还知道 

i^-^ x ^ L^ = b^ 

这 -: 个例子说明对*/求导数的一般法则.我们疔先证 
明丐 ™ 为正整数时的法则， 


m 3.6 法则 （d/ ( i 幻 （r) =0的 M 外种 
表述是常数戒数的值 f 会改变以 
及 水平直 线在每点的斜率为孓 


正整数幕法則若〃为止整数，则 


n 


正整数幂法则的证明公式 

z n - = {z - x) (z"' 1 + z'^x + + zx n 2 4 X n ~' } 

4 以通过对右端的乘法得到证实.于是从导数定义的另外一种形式，有 
fix) =lim^ ■: 也 ） = lim z —^ 

<■'* z — X ^ t — X 

- lim (: fl l + Z A ~ 2 X + … + £i "' 2 + v 几 1 ) ( 叹项） 

= 7 U：" _L ■ 


人物传记 

理杳德■柯朗 
(Richard Courant , 
1888—1972) 


求#数的幂法则实际上对所有实数《成立.我们己经见到过负整数幂 
和分数幂的例子，但是 n 也可以为无理数.为了应用幂法则，从原来指数 
n 减I，并对结 果乘& 下面说明法则的一般形式，但是把它的证明推迟 
到 3. 7节. 


法则2幂法則的一般形式 

若 n 为任意实数，则 


对于幂/和， 1 有定义的所有 T 成立, 


± 

di 


x n : W 


例1 求下列 x 的幂的导数 ： 

⑷， < b )?' (幻， （ d ) 釦 u )，" {n 

解 

(a| 去 (ar 3 ) = 3 x 31 = 3^ + ( b } ^(x 2：l ) = ^ x 2 3 1 = y.T _1 
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徵分法 


(*< (幻 ' 一 11 一 

, 4 

=- 3 , . 

"')=(l +f '= J-(2 + 


⑷‘; y)=w 

( e ) ( i > 4，) =-3 

<( ^)=,;1 

求 W ■.数的第■:条法则表明.当4微闲数 M 常牧相乘时. 其# 数为喊数的汙数和14 1个常数相乘. 

— ------- - -- -- 

法则3常数倍法则 
若“为文的可微函数.（■垲常数.则 


£(■ 


特别是，是仃意实数，则 

£(^") = < nx '-' 

法则3的证明 

£ cu = Hm CUix + (/. ⑴ = o 的导数定义 ) 

(极限性质） 

=cg ( u 是可微的） ■ 

例2 

{ a ) 导数公式 

(3 s ') = 3 • 2 x - 6 x 

表明，如果改变的图形标度，对每个 r 坐标乘3, 
那么在每个点的斜率由3相乘（见图 3.7). 

( b | 叮微函数 u 的负值函数的导数等于函数异数的负 
值函数.取「= - I ,法则3给出 



^(- ») = -(-1 - U ) =-1 U 
下面一条法则表明，两个可微函数之和的导数等于它们的导数之和 


> = x ： 和 ，、- 的用形. 
当对 r 坐标乘3时 K 斜申 
由3相乘（例 2) 


法则4导数的和法则 

若 li，1. ■是; t 的可微函数，则它们的和在 U 和，+都是可微的I 
毎个点是可微的.在这样的点， I 


£ (u 


d« Uf 


例如.如果 v =: 
于足有 


r 就是〃（幻 = x 4 与 ; 12x 之和. 


用•和，表示 •数 

^赛用徽分法公式 
时时常坧/和，这 
#终序毋表示处 

公式 BMHJ 不希 S 
_ 葬4务夫丰被用两 
塌 _ 字 * 止舡臬这 

： mm, 在#分法嫺中 
这#过去多半没 
有用过的丰母表示丨数 _ 
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法则 4 的证明对 /G 


>应用分数定义: 
+ h ) + r(f + A ) 


= lim +lim Ka ±.^2 -心 = 和 + 字 I 

A -0 H k 43 h QX liX 

把导数的和法则同常数倍法则结合起来得到导数的差法則，表明可傲函数之差的导数等_ 
它们的导数之差： 

和法则还可以扩充到两个函数以上的有限和.若“, ，… ，…， U , 在*是可嫌的，则 H| 
u 3 +_■•+«„ 在: c 也是可微的，且有 


我们可以便用例3中多项式求导数的方法，对任何多项式逐项求 导数. 所有多项式都是处处 
可微的. 

多于两个® 数 之和的和法则的证明用数学归纳法 （参 见附录 a . 2 ) 证明命题 


如刚才所作的址明，命题对于 n= 2 成立.这是归纳法证明的第1步. 

第2步证明，若命题对任何正整数成立，其中 t^ n<) = 2 , 则它对于. 
所以，假设 

A du , dun du . 

石（“，=石 + 5 —. + 石 




O 的法则 4) 


按这几个步骤，数学归纳原理保址和法则对于每个整数 "3=2 成立， 

例 4 曲线 y=**-2s 1 十2有任何水平切线吗？如果有水平切线，出现在何处? 
解任何可能的水平切线出现在斜率 dy/dt 为零的地方.我们有 

= A / < _ * -J \ - A> _ 4 t 



教分法 


J23 


现4:乂4于*解力枵 y = o ； 

{ Ij ： 

4/ - 4* = 0 4x(x 2 - ]) = o , r = 0 J , - I 
曲线 ）=/-2/ +2 在; ^ =0, 丨和 -〗# 水甲切 线，曲 
应的切点为(0, 2)，（1，〗）和（-】，】）■请参见囹又 
3-2.2 指数函数的导数 

简要地复习-下作】.4忤讨沦的相数函数■对 /C 
成用导数的定义，得到 



田 3.8 曲线 r = /-2? + 2 及 
其水平切线（例4> 


= (押宁) - u, 


由此可见 o * 的导数是/的--个常数倍数这个常数 t 与我们以前见到过的任何极限不同 .仿 
是，注意它等于 /(：*) =/在*=0的导数： 

/'(0) = tim - = lim = L 

A ^ k i -0 h 

因此极限/■是 / U ) = a '的图形在其通过 y 轴时的斜韦.在第5章，我们要仔细讨论对数函数和指 
数函数，证明极限 i 存在并且具有值 j n a . 现在通过绘制 y 

强数7=(«、1)作的图形考察/,的值，并研究当 A 趋近； > 0 = 25 

时它的特性. /// 

图 3.9 显示 (〆 - 1 对于4个不同 a 值的图形. ^ 

极限值 A ■当0=2时的值约为0.69，丐《=2.5时的值约为 
0.92，当 a =3时的值约为 1. 1,对于在 2. 5和3之间选择的 

某个数《， i 的值似乎是 1. 那个数由 ^=(^2.718281828 给 ^? l ^ i , a>0 
出.选择这个基数，我们得到如 1.4 节的自然指数函数 
/ U )= 〆 . 并 RS 出它满足 


这个极限为1蕴涵白然指数函数及其导数之间的个重要 ^ 
关系： 

dt (e，) =1 ^(^)'^ (等式⑵取 

=1 • ^ = e* (等式 （3)) 

因此自然指数函数是其 £) 身的导数. 


^3.9 曲线 

的位置随 a 连续地改变 
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自然指 败函败 的导数 


例5求 Hi / = ^的阐形相切片通过原点的盘线的方程. 

解 由十迕 线通过原点，所以它的方程> =™的形式，其中《是斜率 • 如果它在点 
U, e“）M 图形相切，斜率是 "i = (e“-0)/U-0). 3然指数仵1= 

«的斜肀为〆.由十这两个斜韦 是相同 的.囚此打〆=〆/«.由此 o|- V = e y 

推出 „ = 1 和 《>=«. 所以切线的方程为 y = a. 清参见阁3.10. ■ 4 - 

我们可以提 ,4.i 这样的问题， M 沂还有其他不适 ft 然指数的函 2 _^^ To 

数，它们也是它们 A 身的导数？答案是满足 /’u) =/u ) 的闲数只有: 

那些等于肖然对数函数常倍数的函数，即 /(*)=(■• e ‘， C 为任意常 "-T / f ~« " 

数.我们在 6 ‘ 4 节证明这个事实.请注息，从常倍数法则的确有 ra3 10 通过原办的直线在 

c * 〆 ） = r - -y-( ^ ) = c * e T a = I H H^l v = **' 

阄形相切（例 5> 

3.2.3 函数的积和商的导数 

两个函数之和的导数是它们的导数之和，似是，两个函数之积的导数不是它们的异数之执例如， 


心、〜 ； ' IMJ 

两个函数之积的导数是两个乘积项的和.正如我们在下面的说明. 


法则5导数的积法則 

若 u 和^ 在* 是可微的，则它们的枳在 a 也是可微的，且有 


积卿的导数等于“乘^的导数加上 p 乘 "的 导数.用撇弓写成 ( 
数记号写成 


] = f(x)g l {x) + gi-^V^x) 


例 6 求 + 的导数. 
解对 i/ = lA 和 1^^+e 1 应月 


积法则的证明由导数定义， 

d / .... 


为了把这个分式改写成一个等价的形式，使其中包含《和 r 的导数的差商，在分子中减去和加- 
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当 A —0 时. u (*+ A )-» u ( i ), W 为 u ft i 是 rtj ■微的， 
所以“介、是连续的.式中两个分式在 * 分別趋近 
ihiAix -fn du / dx 的值，简记为 


例7求 r = u 2 + 1)(/+3) 的导数. 


应用积法则，求得 


= 3 i J + 3*' + 2 i 4 + 6 r = 5 ac " + + bx 

( b ! 对于这个特别的乘积，也可以通过乘出 y 
的原表达忒， 再对 所得的多项式求微分（这样也许 
更 好）： 

y = ( I 2 + 1 ) { i 5 + 3) = + i 3 + 3 i J + 3 


这个结果同前 面的汁算 -致. ■ 

正如两个可微函数的积的导数不是它们的导 
数的乘积一样，两个可微函数的商的导数不等 f 
它们的导数的商.求两个函数的商的导数用商 
法则， 


Mtt ： 

'VU 卜 M t_ 

At> immm 

“ 「! I 

uLt ) v ( z ) ^COAsj 

I I 

~0| : 


蹕么明中，影習积为 
用 f 醣筹 蟓磚壙* 


= u ( s ^ k )^* * c * + 4) ^ - Alt 
省 w 时， w v 

Ai » -.^-+0 _ 盖 = ❶ 

蓋磨耩 


法则6导数的商法则 

若“和在:*是可微的.且则商“介在*是可微的.且有 


例8求下列函数的 导数： 
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第 J 聿 


(a)Xt flh 


商法则的证明 由导数的定义， 

u(x ■!• ft) _ 

立 v( ^ X 4 ft) ^ t(jt) = lin, 心）“(丄 + A) - 
d*\ d / *-•« h ' At ( x + k)r(x) 

为了把上面最后的分式改写成一种等价形式.使 W 中包 ;V «和 r 的导数的差商. 
加上十是得到 


；( v ) =1 ^ - 


对分子和分母取极限就得到商法则. 

在求解微分问题中选择不同法则，可以使计算 T 作量有所不间 . 下面便是一个例子, 

Af O 丈田并 4 tlilMTfr _ C^-~. \ )■ ( ~ EL 4 * 1 ■屯 W：CC 八义朴 m J 


例 9 不用商法则求 y = 2 


^的导数.改为展开分子 并用/相除: 


然后用和法则及* 法则： 


3- 2.4 二阶导数与离阶导数 

若7=/(：0是可微函数，则其导数也是一个 函数- 若尸乂是可微的，则可求，的导数得到新 
的文的 函数，记为 /”. 所以函数 r 称为/的二阶 导数， 因为它是-阶导数的导数 .二 
阶导数用几种方式表示： 


6x \ dxJ cU 


符号 D 2 表示微分运算执行两次. 

若则〆而有 

y " = ^ = j -(6* 5 ) = 30** 
dx dx 


如果 7" 是可微的，它的导数; r = djVdx = d 3 r Ak 3 是 r 对于 * 
的三阶 导数. 导数的名称能如你想象的那样继续下去，对于任何 
正整数 n ，用 


眺： 

y ： vir 
■f -. "rwf 

广 - rH #* 

. y w : * y *»" 

■：' 邊參煽说 尸叫 




癉分法 
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47. 假定《和 ^ 是 * 的函数，在是可隞的，且有 
“⑻= 5^-(0) =^-3 M 0) ^ - 1^ (0) = 2. 
求下列导数在 1=0 的值： 


«* 假定 " 和^ 是文 的可傲函数，且有 
U (1) = W ( l ) = O . t ( l ) = 5 , f 
求下列导数在 戈=1 的值 t 

㈤ 去 ㈤ - (b »£(f)- 


ll .H U - r : H + jr. 

在七题 13 ~ 16 中，求 /: (■ 丨用积 法则 ; 
[b} 通过因式相乘产生吏简单项的和，再求导数 . 


卜士 + 1 ). 

在 17- 3& 中，求函数的导数 . 


治. 20./(0=^. 


MO }. 


1 * 叫 . 


■ > 曲线的法线求同曲线 
(2, I) 的切线垂直的直线的方程 . 


y 对十; t 的 n 阶#敝， 

h T 以把 …. 阶导数解释为 : r =/U) 的阳形 存 : 每点切线的斜肀的变化率 . 在下一章将会见到 . 
阶 # 数揭水 m 形在离开坊点时从切线向上弯曲还是向下芎曲.在下一节，我们通过沿良线的 i 
动来解释一阶导数和：阶导数 . 

例 10 y = /-3/ +2 的前四阶导数如下： 

-- 阶 导数： . vW -6 . t 
二阶导数： ，=6*-6 

二阶 导数： ^=6 

四阶 导数： v 4 =0 

这个闲数具有所有各阶导数，五阶和更高阶的导数令部为 0. | 

习 *3. 2 

在1 - 12 中 ，求阶导数和二阶导数. 在七题3 7 和 3 ii 中，求闲数的所有各阶奸数. 


在刀 ® 39 -46 中，求 S 数的一阶导数和一阶 








128 


^ 3 + 


( b ) 最小斜幸曲线 h 的最小 斜率是 什么） 在 
曲线 h 的什么点曲线具有这个斜率？ 

[ c ) 具有描定斜率的切线求曲线在某些点的 
叻线方程， 曲线在这衅点的斜率为8， 

50* ( a ) 水平切线求曲线 y =/ -3 x -2 的水平切 
线的 方程. 此外，求问这呰切线 在切 点垂 
It 的 II ：线的方程. 

( b ) 最小料率此曲线 J : 的最小斜率是什么？ 
曲线1_的什么点 M 存这个斜率？求在这 ■ 
点问曲线切线卑 fl : 的芭线的方裎. 

51.求附罔中牛颉虼形线在原克和点< 1， 2) 的 
切线. 


2 

\ 

fl ,2> 


12 3 4 


52. 求附阁 中阿格尼希 （ Asnd ) 箕舌线在点 （2. 1) 
的切线. 



0 | 1 2 3 


53. 同恒等函败相切的二次曲线曲线 ） + 

6^ + r 通过点 （1. 2) 且在原点同直线 y = x 枏切」 
求 u , K c 

54. 具有公切线的二次曲线曲线厂/ +似+ A 和，」= 

在点 （1 T 0>有一条公切线. 求…6〆. 

55. ( a ) 求在点< - l T 0) 间井线 y = / 相切的直 

线的方程. 

D ( b ) —起岡出曲线和切线的图形，切线同曲线 
在另外 点相交. 利用 Zooiii 和 Trace 功能 
键怙汁交点的坐标 ■ 

D ( C } 通过解曲线和切线的联立方程（用 SohrCT ■功 

能键）证实对第二个交点坐标的估计. 

56. ( a ) 求在原点同曲线）=/ -6/ +5^相切的直 

线的方程. 

Q ( t >) 一起画出曲线和切线的阁形.切线同曲线 
在另外一点 相交用 Zoom 和 Trace 功能键 
估 H 交点的坐标 

Q ( O 通过解曲线和切线的联立方程（用 Solver 功 

能键）证实对第二个交点坐标的估计. 


57. 次多项式的形式为 

P( *) - a„x n + + ■■' + a 2 x 2 + o,x + «„ 

K 中 0. 

58. 人体对药物 的反应 人体对某种药物剂 量的反 
设有时叫以用形式为 


… m) 


的方程表布，中 C 是 E 常数， W 坫血液中吸 
收药物的剂加果反映始血吊的变化.那么 
«是热出的末柱 ffi 米败 t 如果反映足体 3 A 的变 
化.那么/?是测出的海度 T 等等1 

^ dR / dM . 这个导放作为 . W 的函数 ，件为 
人体对药物的敏感度.汴 4.5 作.我们会行钊 
如何求人体最敏感的药物剂置. 

59. 假设在积法则中闲数 * 取 个常 数值〜 那么积 
法则说明什么7这说明的是常数倍法则吗” 

60. 倒数法則 

u ) 倒数法则表明.作闲数 ho urmu 不为 t 
的任何点， 


i ( 十 ) =■ 


dr 


r : fir 

通明 倒数法则是商法则的特例. 

( bn 正明倒数法則和积法则共同蕴涵商法则. 

61 . 推广积法则枳法则给出的两个呵微闲数的 
积#的详数公式： 


dr 




fir 


dx 


dx 


U } 对于*的三个 4 微函数的积 U » r 的导数，炎 
似的公式是什么？ 

( b ) 对于^的四个可微函数的 积〜〜 h ",， 导数 

的公式是什么？ 

(C) 对于*的有限个 n 的 可激函 数的积 ' 
导数的公式是什么7 

6Z 负 螯数的 幕法剿 利用商法则证明负整数的幕 
法则，就是 

共 （I ") = - 

dx 


其中 m 是负整数1 

63 . 圆柱体内的压力如果阓杆体内气沣保持常温 
T， 乐力/>和体积 I 的关莘由形式为 
nRT _«n ： 

~ V - nh r : 


的公式表示，其中 a , 6. n T K 为常数. 求 dP/ 
dK (参见附軋） 




徵分法 


M . 最佳订货置 痄存管 理中的■个公式在明，每 
周 i r 货 . 支付和保存商品的 T 均费用为 

3.3 把导数作为一种变化率 
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.1(^) = -— + cm 4 ^ 

7 2 

«中7坫'*1商品（鞋 收疔 机. fi 语成片允论 
什么町能的商 品） 库存 S ® 低时提出的订构进 . 
* 培铌出 '份 if 屮的费用（无 ifeiT 中的频度如 
何.费 mWM ). r 是一 种商品 的费川 （黹数）， 
m 毎周销 ft 商品的品种（常 数）， /,圮毎种商_ 
品每阇的保管费 fH (常 数. « 中要考 ig 的 W * 
包括山_川空间、公用设施以及保险和安仝措 
施）.求心/如和 


^■ 7 - 1 节介绍 丫平均 变化申 和瞬时变化宇 .. 这一节-进一步讨沦用导数 模拟韦 物变化4?的各种 
应用. A 然要考虑随时 「uj 变化的量，何是其他变 楨可以 fp，1 样方式 处理. 例如，柃济学家可能要 
研究卞产钢的成丰如何随钢产最吨数的变化. 

3.3.1 瞬时变化車 

如果把差商 (/U + /0 -/ U ))//! 解释成/在1^间[*. A . +/ i ] 上的平均变化乎 .， 我们就能把它 
汁:/ >—0 时的极限解释成/在点; t 的变化率. 


定义 /在&关于 r 的瞬时变化率是导数 

f{x a+ h) -f{x,) 


/k,) =lim J 


只要极限存在- 


因此，瞬时变化牛是 甲均变 化韦的极限. 

*习惯上， 即使 * 并不表示 时间，也使用 蚺时一 i 4 但是，这个同 时常被省略. 当我们说变 
化率时.就是指瞬时变化率. 

例 i 一个圆的面积/ I 弓其直径的关系由方程 



表示.当直径为 10 m 时，圆面积关于直径的变化韦是 多少？ 
解 圆面积关于直径的变化率为 


dA TT 

db = T 


20 


ttD 


1 D = 10 m 时，固积随直径的变化率是（ 7 r /2)10 =5 tt mVm . 

3.3.2 沿直线运动的位移、速度、速率、加速度和冲击 

假设物体沿坐标线（例如: t 轴）运动.所以我们知道它在直线上的位置5是时间 f 的 函数： 


j = /{0 

物体在时间区间 [ f ， 丨 + 以]上的位移（见图 3. II) 为 
^ = /( f + AO -/(0 
而物体在这个时间 K 间 t 的平均速率为 

,- J 移 — ^ /U + M) -fit) 
ov 运动时间 M A / 


~ 时邮 的仿罝 rtatl'a] t + Al 的 k 置 

- dj ---^ 

乂 = fit) j 十 Aj =/(/ + A/} 

m 3. 11沿: t 轴运动的物沐在时间 t 
和瞬间后 （ + 1(的位置 
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第 J 章 


为 r 求物体正好4:时刻 f 的速度.我 ff ] 忭 KIW :/， < +^1 1:取 T ， 均速度 、1 A / 缩小到岑吋的极 
限.这个极限是/乂 的咔数. 

定义 ® J *( W 时逋度丨足位»关于时 叫的 导数， K 物体作时问 Z 的位置迠5=/(0+则物 
体在时间1的速度为 

,，⑴ = l ^ lim /( 义) -/ ⑴ 

flf -n 

速度不仅表明物体运动的快传， 而旦指 / ji 运动的 A •向.当物体向前运动（.< 增加 ）1 H . 速度记 
止的； S 物体向后运动 （ S 减少）时，速度是负的（见1射3. 12). 

f .S 

^=m / 

/ V>o 

"1> ^ 飞‘ 

5埘 加： 1[:打本， 所 UU(| [刖运动 P : m.W- 所 LUR 圬达动 

阁 3. 12对丁沿直线的运动:=山/山当 j 增加时 为卍而 减少时为负 

如果我们驱车到朋友家，以30英里/小时的速度返问，里程表在返问途中将砧示30而不足 
-30, 即使距离家的距离是在减少.里程表总是 M 示速年，即速度的绝对值 T 速韦度堉进程的快 
馒程度而不涉及方向. 

； 定义逋率是速度的绝对值. 

! r\c I 

速令 - = I t{t) I = j i 

^质点在一条坐标线上运动的速度 Ii /' U ). 在前3秒向前运动，在后2秒 
向后运动，停止1秒后再向前运动.当质点向后运动时在时 N f =4达到 
它的最大速率. ■ 

物体运动速度的变化书是物体的 hill , 加速度测童物体加速或者减 
速的快慢程度，加速度的突然改变称为冲去.与搭乘轿车或公共汽午发生 
冲击时，涉及的加速度并非必定很大.只不过加速度的改变屋突然发生的. 

定义加速度是速度对时间的导数.若物体在时间 （的 位置是 f =/ G ). 则物体在时间 f 的 
加速度为 

,, dv d 2 $ 

a(,)= w 


例2图 3.13 i 
人物传记 
W 尔纳 • 波尔査诺 

(Bernard Bolzano , 
1781— I 84 S ) 



冲击是加速度对时间的 导数： 
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I ? i 3. 13例2屮的 速度闬 小- 

在接近地球表面，所冇物体以相 M 的恒定加速度下落.伽利略的 ft 由落体试验 （见 2 . _竹例 
诗 Hi 方程 


' = y gr 

其中 . s 是下落的距离，古是 地球® 力引起的加速度.这令方程在真空中成立，其中没有空气阻 
力，并 f i 近似地模拟高密度的 重物体 （如岩石或钢质工貝)在下落过稃中开头几秒时间的状况， 
这时空气阻力的作用尚未显现出来. 


方程.;=(1/2)浴 2 中 g 的值依赖于 f 和 s 的量度单位.在英制单位 
中，如果，用秒作为单位（常用单位），在海平面测得的值约为32 ftV 
(英尺 每秒乎 方），而在米制单位中，劣《9.8 m / V (米每秒平方 ）. < 这 
些®力常数取决于 ㈣ 地球质心的距离，例如，在珠穆朗玛峰顶，重力常 
数的值要略低一些 .} 

地球重力的恒定加速度 Q = 32 ft/V ) 的冲击 为零： 

;=去 U ) = 0 

在自由落体中，物体下落不显现冲击性. 

例 3 图 3 . I 4 显示一个支撑的重球体松开后在时间 f = 0秒从睁止 
状态自由下落. 

( a } 球体在开头2秒下落多少米？ 

< b ) 当 （= 2 时它的速度、速率和加速度是 多少？ 

解 U 1 在米制中自由下落方程为 s = 4 .9 f : . 在幵头2秒，球体下落 
s (2) = 4.9(2) 2 = 19.6 nl 


S13. 14支撑的球体从 
静止状 态白由 
下落（例 3) 
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50 + 


(4.9r) = 9. Si 


(b) 作仟 意时速度适位置的 ¥ 数： 

小）=以！ … 

A-.t=2 t 速度力 

，_( 2 ) = 19. 6 ih/h 

力㈦向 FU 增加）.在 f=2 的速率为 

速书= I i.'(2) I = \9. 6 m/s 

仵任意时 fnj £ 的加 it 度为 

a ( t ) -『’（，）= .%"( t ) = 9, 8 m/V 

丫 0=2的加速度为 9. 8 m / s 1 . ■ 

例4 一次炸药爆破向 L 掀起一块重的岩石，其初始速宇为〖60 fl / s (约念109 Tn P h )( 见 
m 3. 15 o ). {V t 秒后岩石达到高度 . = 160(-16^. $ 

U} >^7公达到怎样的卨度？ ; 

(b) 当岩石上升到地面上256英尺时的速度和速率是 
多少？下落到地面〗： 256英尺时的速芊和速度是多少？ 

UI 岩石在爆炸后的仟何时飞行的加速度是 
多少？ 

(d) 耑心何时冉落到地闻？ 

解 

U) 在我们选择的坐标系中， s 度童离地面的卨 
度，所以岩石上升时的速度为正，下降时的速度为负. 

岩石在飞行速度为零时达到它的最髙点 k 为求这个最大 
卨度，只需求 r=0 的时间并计算这时的；值1 
在任何时间/,速度为 

r = ^- = ^ (160/ - I 6’ 3 ) = 160 - 32 i ft/s 

当 160 -32t 二0或 f ‘ 5 s 

时岩石的速度为零+ 岩石在 s 时的高度为 

= ^(5) = 160(5) - \6(5 y = 800 - 400 = 400 ft 
参见图 3. 15L 

(b) 为求岩石上升到256 ft 时的速度和再次下降到 
这个高度时的速度，荇先求满足 

5(0 = 160/ ^ 16« 2 = 256 
的两个 t 值.解这个 A 程，得到 
16r - \6Qt + 256 =0 
I6(r - \0t + 16) =0 

(f - 2)( i ，8) =0 

/ = 2 s , f = 8 s 

岩石在爆破后2 s 上升到256 ft， 而在爆破后 8 s 再次下降到这个高度.岩石在这两个时刻的速度为 
1^(2) = 160 - 32(2) = 160 - 64 = 96 ft/s 
r{8) = 160 - 32(8) = 160 - 256 = - 96 fL^s 



-160 


t ») J 和 r 作力/的連歆的[爸 朽： 
a、t 达到 M 大埴 ：： s 的阁形 T y 打石的路 Krfn 玷 
高度作为时间的函数的囹杉： 围衫 的料率3 
岩石的速度，即网中的 ft 代 


m 


\5 





撖分法 m 


作这 两个时刻，岩6的速度为96 ft / s . * 1^.(2) >0, s 时向上运动 （， 增 加）； 

仵 < =8 ^时向下运动 U 减少），闪为 r (8> <0. 

( c ) 矜石在爆炸后飞行过程中的任何时刻，加速度为常数 

u = - 士 - = 士 （ 160 - 32(} = - 32 (t/s 1 

加速度方向总足向 F 的.当肖石上升时速度 降低； 当岩*下降时速度升高. 

( d ) 岩石在正的时间 < 落冋地 tftl , 这时 * =0_对方稈 16 ft - =0分解 W 式，得到 16/(10-0 =0. 

故冇解 1= 0和<=10 ‘ 4:卜0时壜炸发4:, 畀石 被向上抛射.作10 落 W 地面. ■ 

3.3.3 经济学中的导数 

丁-程师用速度和加速度这样的术语称呼描述运动的函数的导数-对于变化_和导数，经济 
学家也侦用特殊的 i - Orl ：. 他们把它们称为边际. 

仵制造 业中. 生产成本 r (. T ) 是生产*件产品的闲数，边际生产成本是成本) t 于生产水 f 的 
变化韦，也就是 dc / d *. 

假设 cU ) 代表一周生产 * 吨钢所褡的美元数.每周生产 J + A 吨钢的成本更商.毎多生产 I 
吨钢的平均成本等于成本差除以 fc : 

- J J h \ ~ r { x ) = 每多生产/■吨 钢的平 均成本 

在当前每周生产*吨钢的情况下，这个比值当 A —0 时的极限是每周生产更多钢的 f . 均成本 
( W ■图 3. 16): 


dc c ( j 

~r~ ~ lim 一 
(Lt 


h) - c(x) 


= 生产的边际成本 


有时，生产的边际成本不严格地定义为多生产I吨钢的附加 成本： 

Ac _ c(jc + 1 ) - c ( Jf ) 

= ^ i 


它以 dc/ck 在 z 的值作为近似值.如果 r 4:0 的图形的斜率在接近*时不急剧改变，这个近似值是 
可以接 受的. 这时，差商将接近它的极限 tlc /心， 这就是当 ix = l 时在切线中出现的情况（见 
图 3. 17). 丐*为非常大的值时，这个近似值的符合程度最佳. 


v (« 7 L ) 



^1 ^ " - 

(吨個） 



阁 3.16 每周的钢产量：为每周生产 M 3. 17边阿成本 ck / dx 近似等于多生产 

r 吨钢的成本； + 幻为 ie = l 单位钢的附加成本 

多生产1吨钢的成本 
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妗济学家通常用一个 7 次多项式 

r( x ) - ax ' + 0 x : + yx S 

灰术总成本阐数，其中 S 代表固定成本，像租金，暖气，设备投资和管理等的成本. jt 他项代戎 
可变成本，像原材料.纳税和劳务的成本.固定成本 M 生产产品的数泔无乂. fliu 〖变成本依赖 r 
产品数 St. -:次多项式通常适十表达某个相又数坩 KN 上的成本特怍. 

例 S 假定在生产8 - 30合敗热器吋生产 r 台敝热器的成本为 
c(i) = x ' ~ + 15* 

美元，时 

r ( x ) = - 3i ; + \ 2 x 

为销售 r 台散热器的收人.如果你的 T: 厂每天土产10台散热器，请 N 毎天多生产1台敗热器的 
附加成本是多少？每天销俜1丨 ft 散热器估 H- 会增加多少收人？ 

解与每天生产10台散热器时多生产1 f? 敗热器的成本 约为〆 （10) : 

^ (.T 1 - 6.r ; + l.'T) = 3/ — 12* + 


e'( 10) = 3( 100) - 12( 10) + 15 = 195 
附加成本太约足195美元.边阮收人为 

r '( x ) = j {r 1 - 3* : + I2v) = 3 a : - 6 jt + 12 
dx 


边际收人函数估算多 销售一 件产品增加的 收人. 如果3前每大销售10台散热器，当毎天增至销 
售11台散热器时，预期可以增加的收人约为 


10) = 3(100) -6(10) + 12二252美元 ■ 

例6为广获得对边阮变化韦这个术语的某种感受，试考虑边际税韦.如采边际所得税肀为 
28% . 而你的收人增加为1000美元，预期你可能支付附加税280美元.这并不意味着要把幣个 
收人的28%用 F 纳税.这只是表明在你的当前收人水平/,纳税额 T 相对十收人增加的比肀是 
dr/d/=0. 28. 对于每多挣得的1关元将缴纳 0.2S 美兀的悦. R 然，如果挣的钱更多.就可能进 
人更髙的税级，边际税率会增加. ■ 

习® 3. 3 


在七题1~6中，给出物体在一条坐标线上移动的 

位 》. 函数 s =/(<>, 5 以米为单位， （ti [秒为单位. 

(a> 求给定时 间区间 上物体的位移和平均速度. 

(b) 求物体在《间端点的速率和加速度， 

U) 如果物体在区间 h 改变运动方向.请问何时 
改变？ 

1..! = r -3(+2, 0<^t^2. 

2. ,i = 6( - ( 2 , 

3. j +3/ J -3f, 

4. j = (fV4) - t 1 ' ^t 2 4 

5 . ^ = ~ -丄， 

r f 

6」=盖, -4^ t ^0. 

7 .质点运动在时间 h 质点沿 < 轴运动的位 
置为 f 3 - 6 t 2 +9/ m . 求 
{a) 质点速度每次为零时的加速度. 


( 1>1 质点加速度每次为零时的速韦， 

(c 丨质点从 f =0到 Y = 2移动的总盱离」 

8 . 质点运动 在占 0. 沿 s 轴运动的质乂(的迚 
度为 f -4^+3. 

{a) 求质点在速度每次为零时的加速度， 

(b) 质点何时向前运动？何时向 Ff； 迨动？ 

(幻质点的速度 H 时增加？ 问时减 少？ 
a 火厘和木里上的自由落体火堪表面 [_n 由落沣 
的方程为 、s = 1.86 广木星表面± A 由落体的方 
枵为 s = ll.44^( s 以米为申位 .f 以秒为申位 J. 
在这两顆行 MJ.. 块岩石从静止状态下落达到 

2 7+8 mA (约合86 km/h) 的速度.分別需钯经 W 
多少时间？ 

10- 月球上的抛射运动在月球表向以24 rVs (约 
合86 km/h) 的速度垂直向 上抛射 一块岩石 .在 
t 秒达到的髙度为 ^ = 24r-0.8r m. 

(M 求抒石在时间 i 的速度和加速度（加速度这 



教分法 

时为球的 ® 力加速度）， 

( b ) :^八达到它的最岛点：啶多 K 时间 V 
[ c 丨岩石能达到什么商度？ 

( d ) 打石达到它的最大高度的--半：赵 多氏时 Ny 

( e ) VV 心在令中停留多氏时间？ 

11. 求无大气小 行星上的重力 加速度 s 鼷允大 
气小行 M 上的探测者用 弹射器 从小行尚以 
15 rn /« 的弹时速度垂汽向上 弹射个 支攉的球 
体■由 r 小行 M 表曲的重力加速度为& 
m /，， 探鰂者预期球体在发射；秒后达 到的舟 
度力 S = 15/^( \/2 )gf m + 球体汴发射 Vi 20秒 
达到它的通大商度■毛的值是什么？ 

12. 超速子弹一颗45奄米弹抒的子弹在 Jj 球灰面 
垂迕向 L : 射出 i 秒后达到的髙度为5 = S 32 ( - 
2.6/ 3 英在地球上，如果不计苧气阻力的影 
响，它在^秒后的高度应为 s =832 t - l (^ 莬比 
在两种情况子弹在空中停留多长时 M ? 子 
弹将会达到什么岛度？ 

13. 从比萨斜塔自由落体伽利略曾在比萨斜塔 丄. 
离地曲179英尺的 A 度使一枚炮弹坠落，炮弹 
下落/ 秒时离地面的高度为 s = 179 - 

( a ) 炮弹在时间 i 的速度，速韦和加速度是 
多少？ 

( b ) 炮弹落到地 面大约 需费多长时间？ 

U ) 炮弹在撞击地面时的速度有多大？ 

伽利曄自由落体公式伽利略通过在逐渐增加 
倾斜度的乎板 1:. 从静止状态滚动球体推导物体 
自由落体的速度公式，并4求在极限情况卜的 
公式，以此预 ㈣ 球体在平板垂直而自由卜’落时 
的特件 :（# 见跗罔 a ). 他发现对于任何给定的 
f 板角度，球体在 z 秒的运动速度是 i 的常数 
m . 躭是说，速度由公式 t = & 给出. a 的值依 
赖于平板的倾斜度. 

用现代表示法（参见附图 to. 距离以米为 
黾位，时间以秒为单位，伽利略通过实验所确 
定的是，对于任意给定的角&球体滚动 f 秒后 
的速度为 

t . 二 9. 8 (sin d)i m/s 
自由落 
{ 本位置 
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( a ) 在 fnti 落体时球体的速度公式足什么 V 
(!>} 依据 u ) 中的速度公式，确定 n 由落体 n 
汴接 近地球表面时的悻定加速度是多大 v 
15-附阳敁承物体沿 条 辛标线移动的速度为 r = 
lit/di -f{t) { m/fO. 





( a ) 物体 W 时向相反方向移动？ 

( h ) 物体 （ 大约） 何时以 恒定速年移动 v 

( c ) 脚出物体在0在 f < ] 0时的速宇.闭形 T 

(d) 汴出现 加速度的地方 _ 出加速度的阁形. 

Ifi . 质 A / 5 在附闬 a 中所示的数直线上 移动附 
m i - w . 示尸的位置作为时间：的函数. 

( a ) P 何时向左移动？何时向 冇移动 * 何时停出 
运动？ 

(W _出质点移动的速度和速率（在出现的地 
方） 的阁形. 

P 

- 、 <- — • —- ►? ( cm ) 





b ] 

^ 发射火籥当发射 校 模型火箭时，火箭燃料 
燃烧几秒钟，向上加速火箭.在燃科耗尽后. 
火箭向上惯性滑行-段时间，然后开姶 F 落， 
在火箭开始下落后片刻打开一个小启鑤装置弹 
出降落伞.降落伞减缓火箭的速度，防止火箭 
落地时坠毁. 

附图显示模塱火箭 ti 行中的速度数据.利 
用这些数据回答下列问 M . 

( ft ) 当发动机停止时火箭上升的速度是 多少， 

(10 发动机点燃多少秒钟？ 

U ) 火箭何时达到它的最商点？这时的速度是 
多少 " 


rs 


'> 1 


J 
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犮討后妁时㈣⑻ 

( d ) 降落伞何时 弹出？ 其 G 火箭下落的 速度是 
多少？ 

(«) 在降落伞打开前火前下落多长时间9 

( f ) 火箭的加速度何时 达到最 大值？ 

( g ) 加速度何时达到饵定值？这时加速度的浪 
是多少（取最接近的整 数}? 

w . 附阁显示质点在条坐标线上移动的速度1 = 

/⑴ t 

U ) 质点何时向前移动，何时向后移动？质点 
何时加速，何时滅速？ 

( b } 质点的加速度何时为正，何时为负. H 时 
为芩？ 

(4 质点何时以它的最大速率移动？ 

( d } 质点何时保持静止段时间？ 



20■行 驶中的卡车 附图还币-辆在公路上行驶的 

卡车的位置1卡 t 在 f =0 时开出，在15个小 
时后 （i = 〖5) 返冋. 



19. 两个下落球体 附图的多闪光照片显示两 
个从静止状态下落的球体垂直标尺以厘 
米为刻度.利用方程 S =490/ 3 (3以厘米为 
单位和 f 以秒为单位的自由落体方程）回答 
T 列问 

( a ) 两个球体下薄:的前160 ctn 经历多长时间9 
它们在这段时间的平均速度是多少7 

( b ) 两个球体达到160 cm 刻度时它们的速度是 
多少？这时它们的加速度是多少？ 

U ) 闪光的速度（每秒闪光次数）大约是多少？ 


(a) 利用 3. 1节例3中描述的方法， iHi 出卡车速 
度山 / dz (0 幻忘 15) 的图形.然后对速度 
曲线重复这个过程，画出卡 V 的加速度 
( k / di 的图形. 

( b ) 假设 j = 15 f 5 - 〆 ，画出 山 / di 和 d \/ ^的阁 
形.并把幽出的围形同中的闬形作比较. 



0 5 10 15 

厂 r 驶的时问沿 il 
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徵分法 


21 . 附显示沿一条坐标线移动的■-个物体的位董 
速度 ，心 ils/H/. 以及加速度 a =d 2 i/d( 2 作为 
时阆 | 的闲数的 m 形.哪个阉形代表哪个函数 v 
提出答案的理由. 


y 



22. m-l 18 中的阁 形显示一个沿坐标线移动的物体 
的位 K 速度 H ,/ d (, 以及加速度 a = d ^/ d ; 7 
作为时间 < 的甬数的阁形.哪个 ffl 形代农哪个 
函数？提出答案的理由. 



[冬 13. IS 题22的 ffl 形 


23.边际成本假设生产*台洗衣机的美允成本为 
r ( i ) =2000 + lOOi -0. li : . 

( a ) 求生产前100台洗衣机时每台洗衣机的平 
均成本. 

(1>)求生产100台洗衣机的边际成本. 

U 1 通过直接计算后面这个成本，诋明生产100 
台洗衣机后的边际成本，近似等于生产前 
100台洗衣机后多生产 I 台洗衣机的成本. 

24■边际收入假设从销售 j 台洗衣机获得的收 
人为 

r ( lc ) = 20 000(1 -丄） 


J6jc. 

(al 求牛产 100 台洗衣机时的边叱收人 . 

(b) 利用闲败/ (1 )怙计把洗衣机 的产置 从每堝 
100 台增加到每周 10] f? 所坩加的收人 . 

( <=| 求 /■'(*) ， X—* 时的极限.如何解释这个 
牧字？ 

25. 细曹神群当把.•种 除菌剂 加进正在繁殖细阐 
的培殖液时， 薄 群数丨 I 会继续增长.-段时 
是随后停止增长并且开始下■降.歯群在时间 I 
(小时）的败 U 为 4=10° + I 0 4 i -10 Y . 求在卜 
列时刻歯群的增 长串： 

(#)(=0 小时 . 

(b) f=5 小时 . 

(c) / = 10 小时 . 

M. 水箱排水 -- 个水箱在幵始排水后 1 分忡的存 
水置为 <>(0 =200 ( 30-i) : 加仑.在 10 分钟未 
水流出的速率是 多少？ 什么时候水流出的速串 
是前 10 分钟排水的平均速率？ 

1127. 水箱排水打开贮水箱底部的阀门经历 12 小时 
排水 . 打开阀门，小时后水箱的液面深度 j . 由 
公式 

r 叫 ] -^)*m 

给出 . 

U) 求水箱在时间 t 的排水速幸 dr/dj ( m/h). 

(b) 水箱中的液面下降何时最快，何时最慢？ 
Hv/(1( 在这两个时间 的俱是 什么？ 

(Cl 一起 M 出 j- 和办 /dl 的闬肜，并 a 讨论）.同 
dj/d( 的符号和值相关的特性 . 

28- 气球充气球形气球的体积 V=(4/i)^ mt 
径变化 . 

U} 当半径 r = 2 ft 时气球体积关于半径的变化 
率 （ ftVft) 是什么 9 

(b) 丐牟径从 2 ft 变到 2. 2 ft 时.气球体积大约 
增加多少 7 

29 . 飞机起飞假设一架飞机在起飞前沿跑道行进 
的距离由给出，其中 /3 用从起点 
算起的米数度量， 1 用从松开制动器时算起的秒 
数度量 . 飞机在其速度达到 200 km/h 时升空 . 
试问飞机霱要多长时间才能升空 ’> 升空时在跑 
道行进的距离是多少？ 

30 火山熔岩喷发 1959 年夏威 夷岛基拉七亚.艾 
基火山口发 生火山煨发.开始时堪发出现在沿 
火山口墙垣的一条线上，但是后来仅在火山 n 
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呔郎的个 U 打爆发活动 T K 中点的熔刃被 
喷射到 1900 ft 的高空（创世界纪 录〉. 馆岩喷 /h 
时的速度达到每秒多少英尺？折合每小时多少 
英电？（提示：如果化为熔岩粒子 喷出的 速度. 
它在 （秒 后的高度将是 dV - 他 2 ft 从求 
山/ ^=o 的时 N 开始.忽略令气的阻力 ■) 

U 习題31〜34给出物体沿 5 轴移动的位置函数 
1=/(0作为时间 f 的闲数.一起_出位置/，速度由 
数於⑴=山/山=尸⑴和加速度函数40 = H ! ,/ d/ J = 
ro ) 的 m 形.说明物体同〃和 a 的符号和值相关的 
特 在说明 中对下列问紐橄出冋 答： 

( « ) 物体何时处 T 瞬间静 il ： 状态？ 


_ _ _ _ ^ 3 * 

(b) 物体何时向左（下 >方移动或者向冇 （ |; ) ；/ 
移动？ 

(C) 物体 何时改 变移动方向？ 

M] 物体何时增加速率和降低速率？ 

(*) 物体何时移动最快（最岛速度），何时移动 

最恂V 

(n 物体何时离 肀标 取点最远？ 

31 . >: 200 f - 16 ( 3 , 0 与 f 莓 12 t 5 ( 从地球衷阆以 
200ftA 的速度垂立向 L 发射个黾物体）. 

32 . j =r - 3 r+ 2 , O^i^S. 

33 . j = ( J - 6 r + 7 i, 0 ^J^ 4 . 

34 . ' = 4 - 7 f+ 6 f 2 , 0 幻矣 4 . 


3.4 三角函数的导数 

我们想要获取的信息的 fi 然界的许多现象，带有近似的周期性（例如电磁场、心律、潮汐和 
气象等） . 正弦闲数和余弦函数的导数在描述周期性变化中起着关键作用 . 这一节说明如何求6 
个基本〈角函数的导数 . 

3 f 4. 1 正弦函数的导数 

为了计算 /U) = S inT 的导数 . 其中1以弧度度童，我们把 2 . 4 节中例 5 (d 的极限和圮理7 
的极限同正弦的和角恒等式 

»in( jc + h) = sin % cos h + cos x sin h 
结合起来 . 若 /(：*) =sin jc ， 则 

fix) -f {x) = llm 5 il 必上 I) - 二 ^ ( 导数定义） 

J h -c h * ■« h 

= lim W … 吐… — -一 ,,. m M.^(.o 3 ^l) j- cos^nj 

a < k h * n 

,. / . cos h - \ \ , t { sin h\ 

=l 士 n * . — l — J + \ l1 S ( 障 - ~Tf 

= sin ^ - litn ^- 7 ——-+ cos x * iim = sin 1 - 0 + r - 1 = cos x ( 2 . 4 节例 5 (a) 和定理 7 ) 
“ h a-o k 


正弦函败的导数是余弦 函数： 



例1 

(a) 7 = x 2 - siti jp ： 

(b) y = e*sin x ： 


髮 = - 去 (sin j)( 差法则 ) 

= 2x - COS x 


盖 = e * 去 … 以） + e 1 )sin s { 积 法则） 

- e*cos x + e*sin x = t x ( cos % + sin x) 
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( c) r = - 


j * ■ T' (sin j 

办 = 一 _^— — 
da : • 


( 商法则） 


3.4.2 余弦函 ft 的导数 

借助余弦的和角公式 

cos(* + k) = f：(js x ros h 

可 < (b # + -^- os - (导攸义） 


: 


h ) - _ 


-(余弦和角 W 等式） 


COS j( COS h - 1 ) 


=lim k 

t , « 


ttm \ 
*-<o 


j. sin h 
- sin x » Itm — -- 
* 'C h 

(2.4 竹例 5( a ) 和定理 7) 


[" 余弦函数的 导数 * 正弦函》的负值： 


图 3. 19 展现这 个结果 的一种可视化方法. 

例2 

fa}> =5e T + citJs * : 

装 > + ^ (cos (和法则） 

= 5e x - sin x 
lb)y- sin x co^ x ： 

盖 = sinx i ( (™ si ) +cos ，£ ( sini ) (积法则） 

=sin x( - sin x) + cos x(t：os x)= ⑶ 5、 - sm ： j 


( c)r = 



阁 3. 19 曲线/ = - sin * 作为曲线 
^ 的切线斜率的阇形 


sin a:' 


(1 ， sin x) r 

(1 - ^in x}( - sin x) - cos x(0 
(1 - sin x) 2 


(商法则） 


(1 - sin _ 


cos 2 * = 1) 
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第 J 章 


3.4.3 简请运动 

悬挂在弹簧成者橡筋绳一端的物体上 .K 「I由眺动的运动玷简请运动的一个例卜_面例 /- 
描绘-种运动场软，其屮没存促使运动放慢的反作用力，像摩擦乃或者殚性力. 

例3把悬挂仵弹簧 -- 端的物体（ W 图 3. 20) A_F 拉到距离静止位® 5个单位的地方. Jl i].ft 
i=0 时松开，使物体!： F 跳动.物体在其后任何时闽 


的位置为 


它在时 N <的速度和加速度有多大？ 
解我们冇 

位置： S = 5 f 


速度: 


(5 


_ ds _ d _ 

= dl = d 7 


w 注意，从这几个方程我们可以 r 解到许多事项： 
u) 随着时间的流逝，物体在^轴上，=-5和 
^=5之间上 r 移动， 其运动的幅度为 5. 运动的周期 
为 2 tt . 



m 3- 20卜_拉悬挂在卜車弹簧上的物体使 
其在静止位置上下振荡，它的运 
动用气角函数描述（柯 3) 


(21 速度 K - 5 sin £ ^ m ㈠ =0时达到它的最 
大幅度5，如图 3.2] 所示 r 因此 t 物体的速度 
I I 1 I = 5 I siiW I 当 cos ， = 0时，也就是3 J =0( 静止 
位 S) 时，达到最大值.物体的速韦当 sin i =0 时为 
零.这种情况出现在 ⑶ S t = ±5,即出现在运 
动 K 间的端点> 

(3) 加速度值总是同位置值相反.当物体处在 
静止位置之上时，重力向下牵引物体.当重物处 ft 
静止位置之下时，弹簧向上牵引物体- 

(4) 加速度 n=- 5 cost 仅在静止位置为零，在 
那里重力和弹黉力相5平衡.当物体处于仟何其他 



位置时，这两个力不相 等且加 速度不为零.加速度在距离静止位置最远的点达到最大幅度. SIS 时 


例4例3中的简谐运动的冲击为 

da d , 


t ) = 5 sin I 


它的幅度当时达到最大，这时物体处于静止位置而不是最大位移位置.加速度在这两 
处改变方向和符号- ■ 

3. 4.4 其他基本三角函数的导数 

由于 sinr 和 cost 是; t 的可微函数，相关的函数 


sin • 


也是1的可微函数，只要它们在X有 定义. 这些函数的导数用商法则计算，由下列公式给出 ■ 谞 
注意两个余函数导数公式中的负号. 





徼分法 


其他三角函数的导数 


为广说明典型的计算过程，我们来推竽正切闲数的导数 * 其余孛数的计算#习® 50中作为 
J . 

例5求 i )/ dx . 


:角函数在它们整个定义域的可微性，给出=角函数在其定义域每个点的连续的另外一令证明 
节定理 1 ). 所以.我们能够通过直接代人汁算角函数的代数组合和复合函数的极限. 

例7 lim —4 2 + ^ x = v ^ 2 0 _ = __/2 TT ; [一斤 

1 4> it 一 tan 戈) cos( tt - tan 0) ros( ir - 0) - 1 v _ 


习题 3.4 

在习题 i ~12屮，求 dr / dx . 


在 >J 题 1 7 - 20 中，求 dr / d &. 
17. r= 4 — fflin 从 18. r = 

19. r = spc & esc B . 2 A . r - 

在习题 21 -24 中，求办/扣. 


25, 求，，设 

(a) > = rsc x. ( b)y = sec x. 

26. 求 > 14 = d 4 y/dr\ 设 

[a) v- -2 sin x, [b) v =9 cos ^ 

在 J 题 27 〜 30 巾， 画出给定区间上曲线的图 
形‘同时画出图形在给定点X的切线.在每条曲线 
和切线 h 标出曲线的方程. 

27* y = sin x, 

^ = ' tt , 0, 3ir/2, 
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2^, y - Ian x , - it/2 <x< tt/2 ； 

x - - tt/3 , 0 T it/3. 

29. v = fltrr； x t - tt/2 < x < tt/2 ； 
x = - tt/3 , tt/4. 

3®. y - 1 4 - «'oh % , - 37t/ 2 i 

x - - tt/3 , 3n/2. 

O 在 d 题 31-34 屮，函数的阁形在 K 间 0 在 x 笔 

2tt 卜存在任何水 T 切线叫？如果有 水甲切 线，位 

丁何处？如果没冇，原闪何在？ 爪种 绘阁器绘制 

呐数的罔肜.使 n 案成为吋视的. 

3h y - x + sin x. 32. y = 2x + sin x. 

33 - j = r - rot x. 34, y = x + 2 ro« x. 

35^ 曲线 y = iani( - ir/2 < j < tt/ 2) t: 所為这样 
点，曲线在这岬点的切线同直线 y = 2i 平行. 

■起_出曲线和切线的阳形，标出每条切线的 

36. 求曲线 j = cm x(0 c；t < tt) 上所点 这样的 A T ittl 

线在这邱点的切线 N 茛线 r= 平行.起晒 

出曲线和切线的 m 形，标出每条切线的 方程. 

在>/题; n 和38中， （B) 求曲线在点 P 的切线 

方程 . <b) 求曲线在点的水平切线 . 

37. 



y = 1 + V2 esc x h 
在习题 39-44 中，求极限. 

39 . ^^( v - y )- 


40. lim^ /I + 1 ( « esc j ). 

41. lin.— ( 4 — 二 ，)_【]. 

42. limninf V 

■ ji \ tAn x - 2 x) 


43. lim i 




44. 


lim ( 


4 题 45 和 46 中的方枵给 出物体 在屮钻线 1: 移 
动的位 W 甙数：以米为中-位 J 以#为巾 
位）.求物体作 f = tt /4 s 时的速度，速丰，加速哫 
和冲出、 


45, 5 = 2-2 sir 
47,对于闲数 


46. 




r ^ 31 . x 
U， X = 0 


是杏存 在 C 的一个值使 / U ) 在: 
提出答案的理由. 

48. 对 f 函数 


4足连续的 V 




r 1 


多0 


是否存在6的一个值使 /(. O 在 x =0 蛣 il 续的和 
ff : x =0 是可澉的？提出答案的理由. 

49+ 求 d ^/ dx^t cos t )» 

50. 推导下列函数关于 t 的导数 公式： 

{ajs«- x. {b)cw ^4 (cJ oot x. 

EB 51 . Slj di T = am x . -17 5 £ 1忘211的择1形 1 在同 一 屏 
幕上画出 

sin ( x + h) - fiin x 
， = - h - 

对于 “ i - a 5, o .3, o . i 的图形.然后，在 
一个新窗 n 试画对丁4= -0.5, -0.3 的 
mm . ， a — o ’ 和 a — o 时有什 么结果"这时 
说明出现什么现象" 

1152. ®j{t > = - sin j t - irSi 馬 2 tt 的择I 形 ■ 在同- 
屏慕上画出 

t-os ( 充 + ft) _ ros x 

y = — ~~i - 

对 Th = 1, 0.5, 0.3 t 0 t l 的图形.然后 + 在 
一个新窗口上试画对于打= -I. -0.5, -0.3 
的 阁形. 当 A—(T 和 /i—(T 时有什么结杲”这 
时说明出瑰什么现象？ 

HS 3. 中心差商中心差商 

/(J + A) -f(x - h) 

2 h 

在数值计算中用于 逼近广 （■*)，因为， （]) 当 
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(<0为了看出 / U ) = x 的中心羞商如何快速 

收敛到 /' U ) = COS I , ^起両出 y = 和 
"in (jf + k) - sin {x - h} 

y ~ ~^Th 

在区间「 - tt , 2 tt ] 上对于 A = ], 0.5, 0.3 
的闱形.把得到的结果同习题 51 中对同样 
—些^值所得的结果比较 . 

( b ) 为释出 / U ) =cos a ; 的中心差商如何快速收 
敛到/"(尤 ）= -sin —起両出 - sinx 和 

_ cos (x + A ) - COS (x - h ) 

7 =_ 2h' " 

在 K 间 [- it , 2 ir ] Ji 对于 A = 1 ， 0.5, 0.3 
的 [?1 形' 把得到的结果同七题52中对同样 
--些 A 值所得的结果比较. 

54.关子中心*商的告诫（读习超53)当/在; （没 
有导数的条件 F , 基商 

f(x+h) -fU -h) 

2h 

町能在 A —0 时存在极限.作为恰当的例证，取 
/ U ) = 1*1 并汁算 


将会矜钊，即使 /(*> =丨，|在 j =0小作在# 
数. t •.述极限仍然存在 ■ 教益：在应 川中心右 
商之的.导数务必存 ft . 

055. JE 切 a »® 形上的斜* ^ p,：n r = tan . t H 
其导数在冈间 （- tt / 2 , tt / 2 ) IMmi . 

数的 ffl 形 I : S 现 A 最 小斜申 成荇*大斜肀 wj ? 
科韦是否总是为负？提出符案的理 rti . 
rase * 余切 a « 图形上的斜军 •起_«出 r = o, t _t 及 

Jt 淬数拃区间 （0, u ) i -_ 的 ra 形.余 w 珀牧的 m 
形 i __ js 现有*小斜丰或 者最大 斜率吗科率玷 
丙总是为 iK ? 提出答*的理由. 

057,考察 （slo trl/jr —起 fflitl ! ). = ( sin i )/ i ,) = 

(sin 2x)/x 及 y ， （ sin 4* >/i (£K 间 - 2 «i ：£2 
上的 ra 形.每个 ra 形 fi 现在何处穿过>_轴" mm 
孓际同 _v 轴相交吗？ jfeT V = (sin 5i)/* 和， 

(« in ( - 3 ：t > ) /* 的阁形当; t — 0时你預料有什么结 
果？为什么 ■> 关于？ ■= <.‘匕）/ 1 取：!1；他 1 1值的 
用形你《料有什么结果7 提出答 案的埤由. 

H 讯 强度 与*:度方式 下的导《 度而不用 

弧度度量时， : t 和™= z 的孕数出现什么变 
it ' 1 为求这时的导数，采取下列步*: 

(»1 把绘围汁算器或计算机绘用器设置为度模 
式，绘制 

Ah) 

的闬形.并估计把估值 hlir /180 
比较.有埋由枏信这个极限应是 ir /180 吗9 
1«0在绘阁器中仍然用度模式，怙计 

cos A - I 

Jim - r — 

k k 

( O 现在 ㈣ 到正文中对 s in _ r 导数公式的推导 4 
并执行使用度模式极限的推导步骤 .对于 
这个导数你获得什么 公式？ 

( d ) 使用度方式极限推的异数公式.对 
T 这个导数你获得什么公式？ 

( e ) 当开始求高阶导数时 T 使用度模式的缺点 
是显而易见的.试用这种模式推导高阶孕 
数 公式 . sin j 和的二阶和三阶度模式 
的导数是什么？ 


3.5 链式法则与参数方程 

函数 F(x) =sin (x 1 - 4 ) 是 Eg 数 ？ =/( u ) =sin u 和 u = ? U) =/ -4 的复合函数/噌，对于这 
个函数如何求导数？答案由链式法則给出，链式法则表明 FU) 的导数是/和 g 的导数的乘积. 
这一节我们来学习这个法则，并把它应用到由参教方程在平面内定义的曲线. 
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3.5.1 复合函数的导敝 

闲数 r = | x = j (3：0垲闲数/ = ^.«和 w = . Vt 的 S 介凼数，对于系数）'和 u 介 


£ = f £=； ^ 


* J : y =y -3, 在:这种情况下奶1, 

办=办 . 心 

d ^ du dx 

我们如果把导数想象成变化申 .. 凭卉觉就知逍这个又 
系足合理的.如果 r =/ U ) 的变化 速申为 u 的半，而 
" =^(^)的变化速宇为: r 的二倍，那么我们期荜 r 的变化 
速率为 x 的3/2倍.这种作用同多个说轮的传动装置朴:常 
相似（见图 3.22). 

下面考察労外一个例子. 

例1 邊数 r = (3^ + U 2 
是 y =/( u> = u : 和 u = g( =3x 2 + 1 的复合 函数. 计算导 
数得到 

^ ^ - = 2 u * 6 x = 2 ( 3 x 2 + 1 ) 9 tfx = 36^^ + \ 2 x 



C ： .v[Sj B：wltf USI 


m 3, 22 3 齿轮 A 转动 j 閹时， 内轮 

H 转动 《 阖， 而埒轮 CK 动 
yMt 从比较岿轮的阇长或 
若数设轮的齿数吞出 . V = 
u /2( C 转 动平阐 相气于 H 转 
动一 圈）， 动一圈 
相 i 于 A 转动 - ffl ). 所以 
y = 3*/2 ； T J& dv/dt = 3/2 ^ 
{ 1/2H3) -(dy/(JiO(Hii/rLt) 


通过展开公式 （3/ d > 2 =9/ 计箅沣数.给出同样的结果： 


孕 =-^-(9^ + + 1) = 36/ + 12方 

cU tLr 


复合函数的导数等十 / ftjrU) 的导数乘以裏在*的导数.这就是所谓的链式法 


则（见围 3. 23). 





罔 3. 23变化率相乘：/。&在*的导数等于/ 在* U ) 的导数乘以《 ■在* 的导数 


定理 3( 链式法则）若 /( U > 在点是可微的和 S U) 在 点：* 是可微的，则 S 合病数 
(/«g)(I) =/(gU>) 在点； （是可 微的，并 a 

(/ y )，(*) =/'(gU)) -〆(幻 
用莱布尼茨记号， ^y=/U ) 和，则 

di du (Lt 

其中 dj/du 在 u =gO) 求值. _ ____ 
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链式法则的直观 " 证明 ” 

令 M " 在 * 改变(时的相 /> V : 的改变，就诂说 

iu = g(x + At) - ; 

这时 r 的相应改变为 Ay = /(u + Ah) -f{u 

这样诱沣我们 \';f! 


A/ = Ay _ Au 
An Xx 


汴求丐 Aat —0 吋的极限: 


4* —0 时 i u —0,W 为发是连续的） 


这种推理的唯一缺陷在于，在等式⑴中可能出现魟 =0( 即使在心卢0的情况下"）.而我们当然 
不能以枣做除数.为了克服这个缺陷.证明需要采取一种不 M 的方法，我们 ft 3. 10节给,屮,一种 
精确的证明. 

例 2 -- 个物体沿1轴运动，它在任何时刻 ZS 0 的位 置由; (⑴ wn S (? + ]) 确定.求物体的 

速度作为（的函数. 

解匕知速度为 fb ;/ 山.在丰例中 X 是复合 函数 ： J =™ s ( u ) 和 U = 〆 + 1. 求导数得到 


(S 在“水值) 


3.5.2 " 外函数 - 内函数"法则 

使用莱布尼茨记号的一个难点是，它不具体指明链式法则中的导数在何处求值.所以有时 
考虑采用函数记号的链式法则是有帮助的.若 y =/(gU )). 则 


就是说，对“外”函数 y 求导数并且对 它汁算 时保持 •■内 "函 数尽 (. r ) 不变，然后乘以•‘内 '，函 数的导数. 
例3求 sinO 3 +e') 关于: t 的导数. 


例 4 求 y = 的导数 . 
解此处内函数是《=&(」 
办 = A, ™. 


外函数是指数函数 /(*) = ( 




名章 


推广例4的结果， ff 出链式法则给: 


3 重 ft 应用链式法则 

人雛在求#数时打时不得不两次成荇多次应川链式法则. 

例 5 iR 0 - tan ( 5 ^ sin 2f > 的4 数. 

' 解注意此处的正切函数是5 - sin 2< 的闲数， Iflhl: 弦函数 li 2『的 
ohann Bernoulli, 闲数，乃本身乂是 t 的幽数. W 此.由链式法则. 


= sec 1 (5 - sin 20 * ( - 20 ' 2 =-2( ro& 2t ) sec T (^ - siti 2f) 

4 函数幂的链式法则 

如果 / 是 u 的可微函数而 《 是 * 的可微函数.那么把 .v =/U Ht 入链式法则公式 
办= d r . 

dx du <^x 

公式 


这里举一个如何用这个公式求导数的 例子： 如果《是任意实数而 /<w 那么幂法则（法 

>表明 /’（ a ) 如果 U 是*的可微函数，那么可以 ffl 链式法则把这个公式扩充为幂链式 


>) y -(5^ - * 4 ) 7 =7(5 W 


(幂链式法则用于《= 5/ 


: 士 3 卜 2 ) 


- l (3 t -2)_ 2 士 <3 x -2> (幂 链式法则用于 2, -1) 



= n^’ " 0 ■ 

例 8 sif * 和 cos * 的导数公式 M 用弧度而不是以度作 度量单 位的假设下导出的.链式法则使我 
们对两者之间的差别有新的理解_由于180。 = tt 弧度， i °= m /180 孤度，其屮； t 。 表示角 j 用度度燉 
用链式法则， 



^ 3 - 24 sin (*°)的振荡次数仅为通常 sin * 的振菡次数乘 u/lffll, 它在*=0的最大斜率是 Tt/lSO (例 6) 

第一个导数中令人烦恼的因子 tt /180 将在 i : 

复求导数中出现.一看便知这是角用弧度作度量 
单位的令人信服的理由. ■ 

3.5.5 参数方程 

过去描述曲线时，把曲线上一点 PU , y ) 的 
_ y 喵标表示成 * 坐标的函数.有时不这样描述曲 
线而用一种更为方便的描述方法，就是把两个坐 
标都表示成第三个变量 f 的 函数. 图3.25显示用 
…对方程; c =/(0 和: >■=(?(() 显示运动质点的路^ 3. 25 V 平面上运动质点经过的路径通常不 
径.在研究运动时，£通常表示时间.像这样的 是 J 的函数或：>■的函数的用形 




148 


第 3 幸 


方程 M . 存笛卡儿坐标公式所不及的优点，因为它们 M 示任何时间质点的位置“， ）0 =(/(0, 
g ( 0 )- 它们也能模拟如图 3. 25 那样的路社，这种路径不是闲数的阁形，不能作垂 rr 线检验. 


定义如果*和; V 由 < 值区间』•_的闲数 

I *=/((), y ~g{0 

i 给定， 那么由 这两个 方程定 义的点 r ) =(/(<), s(<)) 的集合是一条参數曲线. 这两个 A 
| 程是曲线 的参数 方程. __ 


变 童（ 是曲线的 参数， 它的定义域/ 是参数 区间 . fm 果/ 是闭 区间 asrst , 点 （/(«), 
gUHM 曲线的 起点， 点 C /( M . «(6))是曲线的 终点 . 在我们给出曲线的参数方程和参数区间 
时.就说曲线 已经参数化 . 这些方程和 K 间共问构成曲线的 参数化或参敝表示 . 一 条已知的曲线 
呵以由不同的参数方程组表示（参见习题 93 和 94). 

例9画出下列参数曲线的图形： 


( a }* = cos ( , r = »in t , 0^(^2 tt . 


(b) jt = a t-os (, > = n sin (, 0e(^2ir. 


解 （ a > 由十+ 〆 参数曲线位 
f •单位圆 s 3 + y 3 = I ±. 1 f 从 0 增加到 2 tt 时，点 

( x , y )=( c . oBt . 心0从（1, 0) 开姶依反 时针方 向绕行 
单位阒一周（见图 3. 26). 

<b) 对于: V =n cos 1， y = a sin ( , 0sis2ir, 我们有 
+ y 1 = a 2 cos 1 t + a 1 sin ! ( = a 1 . 这个参数表示描述一个运 
动，从点 U , 0) 开始依反时针方向绕行阏/ +/ = a ] — 
周，在 t =217时再回到（《， 0). 曲线图形是坐标点 
(a cos r, a sin f) 构成的以原点为中心半径 r = a 的岡. 


例10 ty 平面上质点运动的位置 Ph ，； r ) 由参数方 



程和参数区间 


x = -Jt , y = t, tSO 
给定.确定质点经过的路径并描述这个运动. 

解 我们试 从消* 方程*和 r = < 之间的 < 来确定 
质点的运动路径.幸好，这将产生^和>■之间的一个确 
定的代数关系.我们求出 

y = t = (-fi) 1 - 

于是，质点的位置坐标满足方程 ; y = * 2 , 所以质点沿抛物 
线厂 /运动 ■ 

然而.如果由此得出质点的路径是整个抛物线） 

的结论，那将是错 误的； 事实上，路径仅是抛物线的一 
半.质点的 * 坐标不会为 负值. 质点在 t =0 时从点 
(0. 0) 开始，随着 t 的增加在第一象限内上升（见 
图 3. 27). 参数区间为[0, ® ), 运动没有终点- ■ 

例 11求以 （ -2， 1) 和 （3, 5>为端点的线段的参数 
表示. 


图 3. 26 方程： = «« t 和）. = sin t 描述 
IM* J +/ =1 上的运动，箭头 
指示 f 增加的方向（例 9) 



oT 4： f = 0开姶 


图3, 27参数方程： r = t 和 
参数 K 间 ( SO 描述质点 
经过抛物线 r = / 右半支 
的运动（例 10) 
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解用 （ 〜 2 , 1) 逑立参数方程 

x = - 2 + af, y = [+ hi. 

这两个方程代表 - 条 s 线，对每个方程求解【并使它们相等.得到 
X + 2 _ V - 1 
o b 

这条直线当 （=0 时经过点 （ -2, 1). 我们来确定〜6使得亢线在 i = l 时经过点（3, 5). 

3 = -2 + a a = 5 (当 f = l 时 ;t = 3) 

5 = I + fc : =5 b = 4 ( 当 （=1 时 y=5) 

W 此， x = - 2 + 5(, 7 = 1 + 4(, 0 « r s 1 

是以点 （-2, 丨）为起点和以 （3, 5) 为终点的线段的一种参数表示. ■ 

3- 5.6 参数化曲线的斜率 

说参数化曲线在 f 是可 微的， 是指/和#在（是可微的. ft 可微的参数化 
曲线上一点，7也是 a 的可微函数，导数 tiy/di, d*/dt 和 d r /dr 的关系由链式法则表示： 

办=办.乜 

dt dx 

如果如 /tU/0, 可以在这个等式两 端用如 /出相除 T 解出 dy/di 


办 /djT 的参败公式 

假设=.个导数都存 在&如 AU — 0, 


dy _ Ay/t\i 
da: ~ Ax/At 


(2) 


例 12 描述一个质点的运动，它在时间 t 的位置 PU, r) 由 

x = a cos ( , y = 6 sin f , 0 各 （S 2 tt 

给出.求曲线在点 （aAfi"，6A5") 的切线，在这个点 t = TT/4. (常数 a 和6都是正数 .） 

解我们通过消去方程 coskj, 如（=^之间的/，求出质点坐标的笛锌儿方程.由恒等 
式 coa : t + sin 2 / = 1 推出 

( 含 l Ml) 2 = 1 或 ^ + ^ = 1 

质点的坐标 U，y ) 满足方程（: +( jW) =1，所以质点沿这个椭圆运动.当 t=0 时，质点 
的坐标是 

x = a cos (0) = a , ^ i sin (0} = 0 

所以运动从点 （a, 0) 开始.随着£的增加 ， 质点按反时针方向朝左上方运动.它绕行椭圆一周后 
在 f=2tr 时回到起点 0). 

当 H /4 时椭圆切线的斜率是 

H (公式⑺） 

b_ 



切线方程是 




如果参数方程定义 > 为* 的一次可微函数. 4以对逆数$ =/应用公式 （2). 汁算出 
作为£的 闲数： 


心， 丄1 

dx 2 dx 




Ay 1 /At 
dx/ 


( ft 公式 （ 2 ) 屮用 r ' 代换 y ) 


^y/Ax 1 的参数公式 

若方程 I =/ U ). 定义 r 为. I 的二 次可激忒数， 则在 如/山#0和 *• = AyA\x 的饪 

何点， 



例 I 3 假设* =(-匕 y = t-t\ 求 dV < k 2 作为 i 的函数. 

解 

<1>通过*表示/=办/(1*: 

v 、 办= = 1 - V 

Ax dr/dE 1 - 2t 

(21 求/关于 t 的导数： 

f =廳)= 2 71^ (商法则） 


mm ： 掌囊过 ,* 雜〜 以 

ta> 求 <fyvdt 

用 d*/<k«t 办 Vd«_ 


(3) 用如/山 除 d // dt : 


dyVdf = (2 -6f +6f J )/(l -2Q- 
dx/dt ~ 1 - It 



■ 


习® 3. 5 

在习题 i ~& 中，已知 r = yi >) 和 u =«■(*) ， 求 

dy/dt ^r(g(x))g'{x). 

l.y^6u-9, 2.y = 2u\ u=^x-\, 

3- y = $tn u 7 u=3x + \. 4. 3 = cos u，u = - x/3. 

5. y = oos u, u - sin x. 6 » - nin u T u. =x — hm x. 

l.y - tan u, u - lOx -5. 8 . j =s - sec a t u - x 2 + lx. 

在 4 题 9 〜 22 中，把函数方程写成 7=/ U ) 和 
^，及(1)的形式.然后求七/如作为*的函数* 
9>y^(2x + \)\ 10. > = 1/1^. 


13-) =(l -6x) 2 \ 


I 4 -^( f + i ) 5 - 


IS. y = see. (tan x). 


16. v = rot 


卜 'H 


IT, y = ^in ? v r 18. ^ = S co^ *x. 

1 ， ]=〆' 20. v =f^. 

2L\ 22. y . 

在 4 题 23~4 S 中， 求函数的导数 T 



24* y = ^ ( v ? h- 1 } L ". 




151 




a 


假设闲数 / 和*以及它们又 T t 的导数仵 ,=2 
和* = 3的值如 

^ /“） 尹⑴ /' * ) 〆 （， > 

2 8 2 1/3 -3 

3 3 -4 2 tt 5 


求卜列喊数组合史于 x x ffi 


■ / (*t) - - , a f) = t。* 2 + * +1 ， X = 

JX u) = (J * u = ^(j ：) - \ _ ] ■ t =- 


B —— 龙脚龙 nraa 龙 


i»»j ，.*- -— t：m i. ^.x — j ；, crt« j -7 tan i ~^~ J' 

65, v = e * +5^ 66 *r = sin (/ 〆 ）■ 

在习题 6? ~?2 中.求</， W 在给定 z 值 

的值. 

67. /( u) - « ? + J , (*=^(j) =/*> x -\. 

68. /( u ) =1 - 七， u=g(x) = 土 ， x = -1. 

69. /(u) - rot ~ t u =g(x) =5./x t x = l. 

70. /( u ) - i/ + --^—, u = ifC i) =irx, x - l/4 h 

IVI^* II 


76. tS y - t +lx -5 和 dx/df = 1/3 , 求 6y/<it 在 j ： = 1 
的值. 

加果叶以用不同方式把一个函致写成复合函 
数，那么会: ii 现什么情况？每次能矜得到同样的导 
数 * 链式法则表明应该得到相同的导数 1 在4題77 
和78中，用给出的函数作试验. 

TL 假设 _r = \ 对 y 作为7列函数的复合函数，应 
用链式法则求 d r / dx . 

( aJ >-(^/5) +7^ fl u =5 j ^35- 
[ b]v = l +( l / i *> 和 —1). 

78. 假设 > =/' 对 r 作为下列函数的复合闲数， 
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应用链式法则求 H r / rU . 

( a 和 『i =Jx. 

{b)r = J l iM\u = t i . 

79+ U ) 氺曲线厂 2 hm ( tk /4) 在 ：(=1 的切线. 

(!>} 正切曲线的斜軍该曲线的斜率在 K 间-2< 
上能够具有的最小偵是仆么？提，十答 
案的理由. 

«!>• 正弦曲线的料蓽 

I al 求曲线 r = »in 2； C 和 ; K = - 如 (x/2 ) 在原点 
的切线方程.这两条切线之间存在任何特 
殊乂系吗 提出 答案的理由. 

(b) 义 丁■曲线 y = sin mj 和）= - ^in(x/m ) 在原 
点的切线 （m 是不等于零的常数） 能得川 仔 
何结沦叫？提出答案的埋由. 

( 0对干给定的 m , 曲线 >■ = sin rrer 及 r = 
-sin U / m ) 的斜率能够具有的最大值是什 
么？提出答案的 理由. 

( d ) 在 K 问 [0, 2 ir ] h 咱数形成 一个周 
期，函数 r = sin 2： c 形成两个周期，函数 
厂如 U /2) 彤成半个周期， 等等. v - sin ™ 
在[0, 2 tt 」 上具有的周期数同曲线 
在原点的斜率之间存在任何关系吗 V 提出 
答案的理由. 

习题 81 ~92给出 v 平闹 内质点运动的参数方 

程和参数区间.通 H 求质点运动的笛卡儿方程确定 

质点的路径.幽出笛卡儿方程的阁形（图形随所用 

的方程而改变 ） i 指出质点经过的罔形部分及运动 

的方队 

81* x - con 2t , r = sit ^ 2t , 0 在 r 笔 tt . 

82. x = co « ( ti - 1 ), y = J 4 in ( tt - 0,0 备 f 石 tt * 

83* x=4 co & t , y = 2 sin /, 0 ^2 tt . 

84* jt =4 sin t, y =5 ms t t 

85, jc = 3r, y = 9t 1 ^ -oo < t < oo . 

86. t - -Vf, y-t, /5s0. 

87* x = 2t - 5, y - 4t —1 , - « <t < oo r 

88. j = 3 -3 t , y = 2t, 

89 - x-t t y= /l -t 1 , - 1 ^1^0. 

90. x - /7+T, y -f. f f^O. 

91. % - sec 2 / - l , r - tan t, ” tt /2 < f < tt /2. 

92. x—- sec f , y = tan f , - tt /2 <t < ir/2. 

93. 对于从点 （ a T 0) 开始沿着圆按下述 
方式运动的质点，求运动的参数方程和参效 
区间： 

ta )— 次顺时针方向 


第3章 


(b) 次反时针友叫 . 

(c| 两次财 (时针 "以 
(d) 叫次反时针方向. 

(打多种求解方式，所以你的芥案 W 能 M 本书 
的答案 ) 

94. 对 r 从点（《， 0) 幵始沿着拥阏（？/7) +( >Vft ? ) 
M 按卜述方式运动的质点，求 参数方 枵和参 
数 

(«) 次順时针方向 . 

(b) 次反时针方向+ 

(c) 两次顺时针力向 . 

(d) 两次反时针方向. 

样 ，存在多种正确答窠 .） 

在4 题奶™ 100中.求曲线的参数表小. 

95. 连接端点 （-1, -3) 和 <4. I)的线段. 

96+连接端点< -I, 3) 和 （3. -2) 的线段， 

97. 抛物线 T-l = r 3 的下半支. 

98. 抛物线 y = r + 2 x 的左半 jt 

99. 以点（2, 3) 为起点并通过点 （-I, -1) 的射线 
(半立线 .K 

100」以点 （-I. 2) 为起点并通过点 （0, 0) 的射线 
(半 A 线 K 

在 d 题 〗 0】~108中，在 f 憤所定义的 .4 上求曲 
线的切线 方程. 此外，求 d : >ALt : 在这一点的值. 
101. X =2 ros / 1 ^ = 2 sin i t t= it /4. 

Id2. x = cos * . y = 73 cos t » t = 2 7 t /3- 
105. 丨 =* ， y =-It r ( = 1 /4 + 

104* x = - /t + \ , >■ - -/37, ; = 3. 

105. x-2r + 3 , ^ = i*, t - - U 
106* jr = i - sin (, y = [- cos 1 1 t - ir/3. 

107. x = fn» i . v = l -f sir i 1 i = ir/2. 

108L x - 2 f - 1 ， y = lan ( f ( = - ir/4. 

109. 机器运转过快的问题假定台机械装置的活 
塞作 h F 垂直运动，它在/杪时的位置为 

s - A cos (2rr6t) 

K 中和6是正数. 4的值是运动的振 fei. A 
是运动的频率（活塞每秒上下运动的次数）. 
当频率加倍时对活塞的速度、如速度和冲击有 
什么影响9 (你只要找到问题的答案.就会知 
道某些机器为什么在运转过快时会损坏 - > 

110. 阿拉斯加费尔班克斯镇的气瀛图 3. 23显示 
阿拉斯加费尔班克斯镇常年365 X的平均华氏 
气温 . 近似 表示第的气温的方程是 

T = 37 sin [盖“ _ 101)]+25 
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幽士 


2^1'： 


I 



— "Z- Z. ~\ 


liH 3, 28 阿抆斯加贽尔班克斯镇常年 r 均 
飞海数据的描点接近千正弦 
嘁数 （4 M 110) 


U > 哪一天气温升4 最快 V 
( b )、 气温升 高最快 时，每天大约升高多 
少度？ 

111 . 质点运动 假屯质点沿条坐标线运动的位罝 
由 5 =/1"7^确定，宂中，以米为单位， f 以 
秒为中.位.求质点在 I =6秒时的速度和加 
速度1 

11 2. 恒定加进度 假定 卜落 物体在落至距 离起点 
S m 时的速度为1=^心为常数）.证明 
物体的加速度为常数. 

113. 坠落的 SB 石 一块 进人地 球大气层的重陨石在 
距离地心 km 时的速度 同心成 反比.证明陨 
石的加速度同^成反1：匕 

114 ■质点的加速度 假定质点沿1轴运动的速度为 
dx/df =f(x). 证明质点的加速度为 /( r )/' U ). 

115. 度与捶的周期 对干申摆的小幅振动（短摆 
动），吋以用方程 

4锥地模拟周期 r 和氏度 L 之间的关系.其中 
乾是摆所在位罝重力的恒定加速度.如 果测量 
发以 M 米每秒平方为单位，那么测世 L 以厘米 
为单位，^以秒为单位.如果摆是用金属材料 
制成的，它的长度栴随温度变化，其增加或者 
减少的速率粗略地同 L 成比例.用符号表示成 


其中“是温度， A 为比例常数.在这种情况 
K f 证明周期随温度的变化率为 H 72. 

116. 链式法荆 假设 /( 幻及 （ J)=lxl .这 
时，复合函数 

(/ °g) (^) x\ 2 = X 1 R(g d/)(X) -} X 2 \= X 2 

在1=0都是可微的，虽然 g 车身在 1=0不可 


亂 这 H 链式法则相矛质吗？ P 以说明. 

117 ■切线假定“ =# U ) 作 t = 1 足吖 微的 ./ = 
/<") 在《 = 片（丨）是时傲的 + 如果， =/u(.o) 
在太=1有水 f 切线，关 T / f 的阳形在1 =丨的 
切线，或者/的阳形在《=^1)的切线，我 f | | 
能够得到任何结论吗？提出答案的理…. 

1 伙 假定牙 U ) 在: r = -5 是吋微的， r ，/ u ) 作 
“=^-5)是町微的，为负 
数.关 T ，（ -5) nf ( g ( 的值岍以洱到 

什么结论? 

HI 19. sin 2 x 的导觳 Ifli 出闲数 r = 2 <;os 2 1 在 [ x : 叫 
- 2 ^ X ^ 3.5 L 的 m 形.然 G 在 Ml 屏苒上 
UBiil ： 


sin 2( k + k) - \ 


I 2^ 


对于 A = 1.0, 0.5 T 0,2 的 闬形. 川/ * 的其他 
值作试验，其巾包括用 A 的负数值.气/« •<) 
时你现察到什么结果 7解释这 种特性 t 
0120. cos(?> 的辱数 m l ，\\ v = 在 K 问 

-笑3的罔肜」然后在卜 1 一屏蘑 U 出 
_ cos ( {x + h) 2 } - con ( x m ) 


对于/ *=1.0, 0.7, 0+3 的 图形.用；* 的其他 
值作试验.气 AiO 时你现察到什么结采？解 
释这种特性 - 

I 4题 U 1 和122中的曲线称为鲍边奇曲线或者 
利萨 如田形 I 在每题中求曲线在第一象限内的切线 
是水平直线的点，并求在原点的两条切线的方程. 

121 . 



在巧越123和124中，利用链式法则证明，幕 
法则 （ dAk )? [ 对于其中的函数: T 成立. 

123. 1 1 4 ^ ^/ Jx . 124 . x 1/Ar = * -Jx. 
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计算机探究 t = h ⑴ -1.2732 Sin2i +0.4244 sin 6/ 

125 . 如阁 3 , 29 所水， '角 Hi 多项式” + 0 . 254 65 sin 10 f + 0 , 181 S 9 14 ? 

5 =J\t) 785 4 () - a 6*62 r * 2 f - 01(73074 m « 6 ( + 0 . 141 47 nin I 8 i 

- aas 恥(狀 i0f - a0L2W^ofi 14( 它 iM 近所水的阶梯病数然 rfn a 的谇数 

对干 K 间 fir . - irl 卜.锯齿闲给出 完仝+嫌 A 的导 ft . 


个满意的通近./的导数对于开的导数在如/心 
冇定义的点给出怎样的通近？为4求答案.执 
H K 列处理 步骤： 

(»1在卜77. TrU.cV 山有定义的地方圃出它 
的图肷 
( b )^ d // dt . 

(0 脚出 #/d t 的阁形.观察私/ 山对电 /df 的通 
近在什么地方 M 现最好.在什么地方最差？ 
在热传导和振动理论中用7角多项式 
通近函数是非常重要的，但是对它们不能 
期望过 A， 从下面习翅中 W 以看出这 
-点 ■ 



0 


阄 3. 29用7角“多项式”逼近锯齿函数（习题 125) 

126. (续 125) 在习既125中，在区间 [ -听， 
tt ] 上逼近锯齿函数 Wi ) 的三角多项式 /( t ) 有 
一个导数.它通近锯齿函数 f 的导数.但是存 
在这样的可能性，对〒一个相 i 好地逼近某个 
函数的 二 角多顼式，它的导数完全不通近那个 
函数的异数.作为■个恰当的实例，请肴在阁 
3. 30中画出囹形的“多项式” 



阁 3.30 由三角“多项式 M 逼近 
阶梯函数 （4® 】26) 


⑷在区间 [I it : L. 女（/)有导数的地方丨网出 
说/山的困形+ 

( b ) ^ H ^/ df . 

(c) 画出 dA/d( 的囝形，观察 M dA/df 的 m 形打 
何显著不同.说明你所见的结果. 

在习 S〗27~130+ t 用一种 CAS (计算机代数 
系统）对参数化曲线执行卜列处理 步骤： 

(a) 在给定的 t 值区间上画出曲线的 ffl 形. 

(b) 求 dy/d* 和 d 2 y/dx 2 在点^的值- 

在由给定值~所磡定的点，求曲线的切线方 
程+在同一幅图 中滅出 曲线和切线的围形. 

127. * = , y = -^-? a , 0矣 f 有 1，( 0 - 1 Z2. 

128. x = 2t } ~ 16^ +25, + 5, v = /' + i - 3 r 0在/在 6. 
f 0 =3/2. 

129. x = t - cos f, y = 1 + »in f. _ir 霉 J 忘 tt . ^ - tt '4. 
130- X = ^Vofl t T y =«*3111 i, O^i^TT, tfy = Tf/2- 


3.6 隐式微分法 

到目前为止，所讨论的大多数函数都是用 r = 
/( d 这种形式的方程描述，其中 r 以显式方式用变 
董文表达.我们己经学习了以这种方式定义的函数 
的求异数法则+在 3. 5节还学习了当曲线由方程 : t = 
*(1)和> = v ( f ) 以参数方式定义时如何求导数 dy / dt . 

描述函数的第三种方式出现在像 
x 1 ■¥ y 1 -25 = 0, 〆 一 3 ； = 0或 * ’ + / - = 0 

这样的方程中（参见图 3.3 L ，3.32 和 3.33). 这些 
方程定义变童£和7之间的一种隐式关系-在某些 
情况下，可以求解这样的方程把）表示成; t 的显式 



函数（甚至几个函数）.在我们不能把这种方程 的图形是通过点 d - 4 ) 的下半圖 





徵分法 


155 


y) =0衣小•成 r =/u) 的形式用通常的方法求澉分时，仍然可以用隐式微分法求山 /d*. 本 
1Vi+ 论这种微分法. 

3. 6. 1 隱 式定义 的函数 

我们从包含熟悉方.程的例子汗始，对于它们4以 把） .作为^的函数求解，用普通方法汁丼 
卸/心.然 irl' 用隐式 A’ 法对方程微分，并 fL 氺出导数，由此提供对两种方法的比较，根据例 
f 概括这种新微分法包含的步骤.在例+和习题中.总 M 假定给出的方程隐式定义 y 为; t 的吋微 
闲数，所以办/如存在. 




ffl3. 33曲线* 3 〜 9 呼=0不是 * 的任何.-个 
函数的 图形， 但 是能够把曲线分成几 
段单独的弧，每段孤是*的某个函数的 
用形（这条特殊的曲线称为叶负线，由 
笛卡儿在1638年提; li) 


M 3. 32方程 〆 -* =0( 或者常见的表示形式 
r * =*) 在区间: t & o 上定义 * 的两个可微 
函数（例1显示如何求这两个函数的导 
数而不用从 方程 〆 =* 求解 r ) 

例 1 设 〆=1 . 求 dy/6x. 

解方程/定义两个实际上可以求出的可微函数，即 y , = -5( 阽阁3.32), 

我们已知对子如何求这两个函数的导数： 

仏 = _L 及也-_丄 

djc 2 石 ^ 7jx 

伸.是，假如仅知道方程/对于 O 0 定义^为^的一个或多个可微函数，并不确切/解这些嘁 
数具有什么形式，那么，我们仍然能够求 drAk 吗？ 

答案想"能' 为 I "求办/心，只需在方程 〆 =* 的两端对 JC 求导数，把 y = y ( Jt ：) 作为 I 的可微 函数： 
〆 =* (链式法则给出去（ 〆 ）= 




: / u)r 


2/ U )， U ) = 2 yg ) 


2 v 




办=丄 

di 2y 

这个公式给出我们对两个显式解 7, =石和计箅的导数： 

包. = 丄 = 丄及 电-丄- 1 

如 2 ri 2jx 如 2r 2 2( -v'^) 


2 ,x 
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第 3 章 


例2求圆 x 3 =25在点 <3,-4>的斜率. 

解阓不的某个呐数的图形.相反，它适两个可微读数) •， = /25-^ tttr , = - /25 -'. r f 
的阁形组合 （ 见阁3.31 ). 点 （3,-4) 位 f h 的图形上.所以能够通过 ffi 式计算求 斜亨： 

SL /- = '2^ T = 4 
通过隐式方式对给定岡的方程求对*的导数.我们更容易求解这个 问理： 




2 x + 2 y 


' d * 

f-=o 


(25) 


在点 （3, - 4) 的斜韦是- 


3 3 

=_ _4 = 4 . 

淸汰意，公式办/心=适用于在阏上有斜率的 
任何点，这同办, AU 的斜率公式仅适用于在; r 轴下面的 
点不 - 样 T 还要注意，导数包含两个变和 r 闹不抵只 
包含肉变童^ ■ 

为 ，计箅 其他隐式定义函数的导数，我们采用例1和 
例2中的处理步 骤：把 y 作为可徽的I的隐函数，并且按阁 3.34 例3中/ 的闬形 

常用的微分法则对函数定义方程的两端求导数. （此例说明如 fp〗 求这条隐式 

例方设 y 2 =/ + sin ay (见图3+34 ) ，求 d)/cU, 定义曲线上的斜率） 



解 


y 2 = x 2 + ain xy 

i (r：) =i (xI) + £ 1 

2 y ^ =2 x + (ct>s aty) 


n at ) (两端对 i 求导数） 

(i.v) (把 Y 作为*的函数并且利用链式法则） 


盖 =2x + (cos xy) | j (把 q 作为 乘积） 

- (cos ^)(^) =2x + (cos ^)j (合并含 djAbc 的项） 

(2 y - x cos ^ =2 x + y cos xy (提出因式 dy/dx } 


il = ^L 


(用除法求解办 /d：0 


dx 2 y - x cos xy 

清注意， dyAk 的公式适用亍隐式定义曲线有斜率的任何地方，还要注意导数包含两个变 it i 和 
，而不只是自变童1 ■ 


隐式微分法 

(1) 求方程两端对^的导数，把 r 作为I的可微函数. 

(2) 在方程的一端合并含 dy / dx 的项. 

(3) 求解 { ] y /6 x . 
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3. 6.2 透镜、切线和法线 

在描述当光线射人逋镜时如何改变方向的定律中，两个1要的角是光线同在人射点 弓进镜 
表面的垂迕线形成的夹角（图 3. 35中的角和角这条垂直线称为镜面在人射点的法线 . 作 
图 3. 35这样的透镜剖面图中.法线是同剖面围曲线在人射点的切线垂直的打线. 

例 4 证明点(2, 4 )位于曲线 V + 〆 -9 *r =0上.然后求曲线在这点的切线和法线（见阳3.36). 




Eft 3. 36例4说明如何求笛儿叶形线在 
点 （ 2,4 ) 的切线方稈和法线方程 


解点 （2,4) 位于曲线上是由于它的坐标满足给定曲线的方程： 2 ’ -9(2)(4)= 

8 +64 -72 =0. 

为了求曲线在点 （ 2 , 4 ) 的斜率.首先用隐式微分法求 <iy/dx 的 公式： 

V + / - 9xy =0 

=去(。） 

+ 3 y ! £— 9 卜£ ”£) =0 (两端对*求导数） 

(V D ^ +3* 1 -9 ? =0 (把: vr 作为乘积，把 r 作为*的函数） 

3(/ -3*) 裝 =9 r -3. X 2 

£ =3 frf x (求解办 

然后计算在点 （*, r ) =(2,4) 的导数： 

办 I _ 社二左 | - 3(4) -2: _ S _ 4 

X -3* 4 2 -3(2) 10 ■ 5 

曲线在点 （2.4) 的切线是通过 （2,4) 和具有斜韦4/5的 直线： 

J =4 + y(l - 2) 

4 12 

J = ^ + 5 - 

曲线在点 （2,4) 的法线是在（ 2 , 4 )同切线垂直的直线，这条法线通过（2,4)和具有斜肀 -5/4: 
r =4 - ~ 4 -( x - 2 ) 

■ 



一.次公式使我们能够求解 /-2 町 + 3. t : =0这样的方程.求 fimu 表示的对于次力_桿行 
—个求/个根的公式，公式同二次公式相似，不过更为® 杂. 如果把这个公式 fflf 求解7/作 
+r'=9*r, 求出用*表示的 y. 那么 由方程 决定的 ； .个函数赴 

r=/(I) ^/TZ7^. 2V q-H 27 / 




士[ 


■/(.' 


■AT 


-21x' 


~27 x ' 


W 2 r \4 _一 ~ y ~ 2 
利用例 4 中的隐式微分法比 fi 接从上述任何一个公式讣算 d r / dx 要简单得多.对 i : 由史窃 
阶方程 定义的曲线，求曲线上的斜率通常需耍采 m 隐式 m 分法，因为我们 x 法氺出 >的敁八 
公式. 


3.6.3 高阶导数 

隐式微分法也可以用 f * 求髙阶导数. K 面笮一个 例广 
例 5 设2/ -3/ =8,求 d : r / cLt : . 

解 为求出 y =办/如，先在方程两端对.*求导数： 




6 x J -6 yy l =0 (把 Y 作为 i 的函数> 
/ = y , lL f .r ^0 (求解 


现在应用商法则求 

最后代人/=//)■， 用; ^和>■表示，： 


2x X 1 / x } \ 2x V 

J ~ 7 Wr 厂 7’ 


WO 


习 «3.6 

在七题 l ~〖4中，利用隐式微分法求 dy / dx . 

1 . y 4 xy 7 =6. 2- i 1 + y 1 = ] 8ry. 

3* 2xy + v 2 = x + y\ 4. jc.’ - xy +r 3 = 1. 

5. a： 1 (i - y) 5 =x 2 - 6 - ( 3xy +7) 2 =6r. 



9* x = tan r. 10. xy = cot ( xy ). 

11. e 2 * = sin O + 3，) ， 12, ^ + sin y =xy\ 

13. ” in ( +) = 1 - 14. e t:T =2z ^-2r. 

在习 M 15-18 中，求 dr/dft 
\s,e l ^+r^ = \ r 1<KT -IS =y ^ 

17* sin ( rfl ) = IS. cos r + cot d = e' 

在习题 19-26 中，利用隐式微分法求 dy /心， 
然后求 d ^ Ak 5 . 


H + v : = [. 20, X 1 J = lr 

Zl . / =e^2x. 22. y -2x = \ -2 y . 

23. 2 /> = a - _v, 24. xy + y ? = 1. 

25. 设 /+/=16, 求 dS ./ dr : 在点 U .2) 的货 

26. 设 = 求 dV 心在点 （0, -1> 的值 ■ 

在4題27和 2 B 中.求曲线在给定点的斜 

27. / +*、/一2:*在（-2，1)和 （-2. - I ). 

2^( x l =( x- y y 在（],0)和 （U -1). 

在习題29〜38中，证实给定点是在曲线上 
井且求曲线在给定点的切线和法线. 

29. / + xy - j 2 = 1 r (2 t 3 )i 

30. ^ =25, (3, -4 K 

31. xV ， g. < -i,3). 

32. y £ -2 x -4y-\ -0, ( -2,1), 

53. 6 x 3 +3xy + 2y 2 +17 r -6=0, ( -1,0). 

M . X 1 - j 3 xy +2 / =5， 







色_分 法 

35. 2ry + tt sin y = 2ir, ( l 

36. i： sin 2> = y irun 2x . ( ti/ 4 , w/2). 

37. v =2 sin ( it ^； - y ) , (1,0). 

38. i z i ： m 3 v ^ Hin y =0. (0 t tt ). 

39 . 平行切线求曲线 /+ =7 同:^轴相交的 

两个点，并且证明曲线在这两点的切线培 Y 4 r 

这两条切线的共同斜申姑什么？ 

40■平行于坐标轴的切线求曲线 + L . 
的点，在这呰点， （ a ) 切线同3袖平行， （ b ) 切 
线冏 r 轴 1 Rt . 在第二种情形办/如无定 
似岛如八 bm dx / dy 在这些点的值是 
什么？ 

41* »宇形线求曲线/ =/ - X 2 在所小两点的 
斜率1 
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44, 簧卡儿 叶形线 （参见阳 3+33) 

( a ) 求前和儿 Of ■形线/ +〆 - 9 xy = 0在点 （4. 

和 （2,4) 的斜率. 

(b) 叶形线在原点之外的什么点有水平切线V 
(幻求阁3.33中点4的坐标.叶形线在这个焱 

冇举迮切线. 

在习 M 45-4 &中，假定方程隐式定义^和> 为 
町敝函数 r =/<0. y = g ( t ) , 求曲线 v 。 

在给定£值的斜聿. 

45. ^ +2/ 3 =9, 2/ - 3 ( J = 4 t f =2 
4<k j = y?-Jf , yU — 】 )=^7, f=4. 

47+ X +2 x iyl -r + t 7 y yi + 1 +2 i，/y =4, [ =0. 

48. x sin f + 2 t - r , f sin ; - 2 i = j -, t = ir . 

砂*相交法线在点 （】， 丨} 与曲线 ^3> : =0 
IF 交的直线同曲线在其他什么点相交” 

50■平行于 i 线的法线求曲线 J7 + 2: r -) =0的法 
线，它们同直线 h +y = 0 平行. 

S 1- 抛物线的法线如闬所爪.假设耵以从点 U , 
0)_出抛物线1= 〆 的三条法线，证明《必须 
大于 1/2. —条法线是 * 轴-当 0 取什么滇时其 
他两条法线相互垂直？ 



43-魔鬼曲线{盖布雷耳 • 克拉 《 T 1750) 求鹰鬼 

曲线/ - W 5 在 4 个指定点的斜率 


SI 曲线 r W 和 W + V = 5 在点 （1 , ± 1 ) 的切线 
有何特别性质？提出答案的理由， 
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y 


lx 1 + 3/ = 5 

' 

V ： 

4 


O 在 53 和 54 屮，求^/ ( ^{把）作为 x 的口I 
微函数）和 dt /办（把： t 作为 y 的可微函 数}. dr/dx 
同 dx /办 之间看起来存什么关系？通过 m 形对这种 
关系给出儿何解释， 

53,^ +x 2 y=6. 

54* a ; 3 + y 2 = sin a y . 

计算机探究 

55. U ) 给 ：li V +4/ = 1,用两种方法求 （ bAk : 

( 1 ) 求解 y 拌且用常用方法对所得函数求导 
数； （2) 用隐式徽分法，从两种方法获得同 
样结果吗？ 

[b) 从方程/+ 4 /，I求解 r ， 并且一起脚出结 
果函数的罔形，由此得到方程/ +~ 2 
的完整围形1然后，在图形显示中加进两 
个结果函数一阶导数的困形.从对〆+ 
4/=1图 形的观察中，你能够推断导数图 
形的一般特性吗？通过对导数图形的观察， 
你能推断/ + 4j 3 - 1阁形的一般特 性吗？ 
提川答案的理由. 

56. 给出 Q -2) 1 +/=4,用两种方法求 d . v / dr : 
(1) 通过求解 y 并且对所得函数求对1的导 

3.7 反函数和对数函数的导数 


第3幸 


数； <2)用隐 式® 分认、从两种方法找糾 M 
样 M 果吗？ 

从方枵 U - 2) 3 +_v : =4求解），扞|[ 起 胂 
出结果 忒数的 ffl 形，由此得到方程 U-2) : + 
/ =4的完整阁肜. 然 fT “ 4:阁形中加进两个 
坫果 Rfi 数一阶导效的阁形.从对 U-2) : + 
，=4阁形的观察中，你能推渐#数 RUB 的 
-般特性鸣？通过对汙数阁形的观察，你 
能推断 u -2。 =4 m 形的牧特 
提出答案的理由. 

在 J®57~64 中.用 种 （:以（计箅机代数系 
统） 执行下列处理 步糠： 

(幻利用（: AS 内含的给阁器浍制方程的阁形. 
检验给出的点满足方程. 

(b) 利用隐式微分法，求导数 Hv/dx 的公式， 
并 fl 计算它在给定点 P 的^ 

(c) 利用在 <h) 中得到的斜宰，氺曲线在点厂 
的切线方程.然后在间一幅阁 L. 剌出隐芄 
曲线和切线的阁形. 

57_ / -jv +y J =7,户<2, 1 )， 

58. \ 5 + > J x + + y* = 4 , P( I , I ) h 

59? ” = no, 1). 

60. 〆 + ros xy = x 2 , ] * 0 ) r 

61 - J +tan (十 ) =2 , P [ ] ' I')' 

6i 叮 .' + tan ( * + y) =1, P ( 子， 0). 

63. 2 / + (xy)"' s =/ +2, F( 1 , 1 ). 

64.1 ym^ + r = X 1 , P(t, 0). 


在 _.5 节_我们见过一个函数的反函数如何使那个函数的作用复原或者逆转.在那里把 自然对 
数函数 /」 U ) = l ni 定义为 S 然指数函数 / u ) =<■• 的反函数-这是数学和自然科学中最要的成 
对的函数与反函数之一.在3. 2 节学习了如何求指数函数的导数.我们在这一节来学习可微函数 
的反函数的求导数法则，并且应用这个法则求自然指数函数的导数. 

3.7.1 可微函数反函数的导数 

在 1.5 节例2汁算出/(幻=(1/2)! + 1的反函数为 /^ U ) =x- 2 . 图 3. 37再次展现这两个 
函数的图形.如果求它们的导数，可得 

£ /(l) = £(y a+l ) = i 

去厂 .(‘£ (2i _ 2) =2 
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这两 个异数 _ f |: 为倒数，所以 ■■ -条 E 线的斜肀是 It 反闲数迕线的斜韦的倒数 < 参见阳 3. 37). 

这个节实并非一种特殊情况.仟何 II : 水平 的成荇非垂 t _ f 的 !*■£ 线通线 y = * 总姑反射成斜 
>¥■ 为其倒数的 ft 线.如果厣 t ‘[ 线的斜中 ™ #0,反射 [*1： 线的斜 申为 I / m . 

/ N /' 1 的斜 宇之问 的倒数关系对于 K 他喊数也成立，不过必须仔细比较两个闲数4:对 f.v 点之 
N 的斜肀-如采？ ■=/(*) 仵点 （《./(«)) 的斜枣 M _ T ( a ) lif '( a ) ^0,那么） ■=/ _ U ) rtU / U >, 
")的斜肀是倒数1//‘（<1)(见图3.38)+ ^ A =/{„), Ml 



闬 3. 37 —条 B ； 线及其反®数的闬形 m 3. 38反函数的 ffl 肜在对应点 A 釭互 为倒数的斜率 

显.示对 f 直线 j =* 的对称 
性，它们的斜率互为倒数 


如果 y =/ U ) 在点有水乎切线.那么反函数厂以 /( a ), a ) 有垂直切线.而 这个无 
穷大斜率隐含/ 1 在 /(«) 是不可微的.下面定理4给出/ _在其定义域是可微的条件，这个定义域 
就是/的值域. 


定理 4 ( 反函数求导数法则） 若/ 以区间 f 作为定义域 ./'(*) 在 / 上存在且恒不为零，则 
/ [ 在其定义域内的每个点是可微的.（/ ] )'在 /- 1 的定义域内一点6的值等于 /' 在点《 = 
.厂 l ( A ) 的值的 倒数： 

(/ " )，( A ) V (7 ^W 




定理 4 的证明从略.我们用下 面的方 法可以看出定理的结沦是明显的：当 /(*) 在 . r = a 可微 
时，对*改变一个微小的量 A *. 7对应的改变近似等于 

Aj ^f'(a)£ix (怎 O)) 

这意味着 : y x = a 时的改变约为 * 的改变的 /'( a ) 倍，而 i 在 ）■ =6时的改变约 为）. 的改变的 
倍.就是说，厂 1 在 t 的寻数等于/在《的导数的倒数是理所当 然的. 
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再 J 章 


例1闲数 /U) =* 2 , I这0及其反闲数/_ 
定珂 4 预爪的竽数是 


avu) 


: /(/ _ t ( o —) 


2(/ (-O) 


，. x ) = A 的# 数为 /(.t) =2 j 种 (/- 1 Vu ) =1/(2^). 


(fix) = 2x^)\\f l (x ) 代换灼 


.2(") 


定坪 4 绐出的 汙数， m 我们 m 幕法则计箅出的平方根嘀数的导数一致， 

比我们4:特定点检验定理 4. 选取1 = 2(数^1)，得/(2) =4(6 值）.定理4说明，/在2的¥ 



參兄图 140, ■ 

3. 7.2 反函数的参数表示 

对于任何函数 y=/(x), 我们可以用参数方程 
^ - t 和 y -/(0 

表示或者画围.交换£和/(0,得到反函数的参数 方程： 
x = fit ) 和 y = * 

(参见 3.5 节）， 

例如，为丫在绘图器上一起_出一对一函数/(幻= 
工 : （^0)及其反函数和 a 线 r=iUM) 的图形，使用下 
面的参数绘图 选择： 

/的图形：1 G h = t 2 ， t 0 



/― 1 的 图形： ^ = t \ y 7 = t 图 3.40 从=? -2 在； C=2 的导数可 

y = x 的 图形： ^ t 知广在=6的导数（例2 ) 

3, 7.3 自然对数函数的导数 

由于已知6然指数函数 /(d =/是处处可微的函数，可以应用定理 4 求其反函数 / k o = 
lru 的 导数： 






(/ TU 


另外一神求导败方法 不 t £ 接应用定理 4 .我们可以通过隐式微分法求 y = lnx 的沣数.过 
程 如下： 

r = in ^ t j ( 反函数系） 

£ (« t ) (*> (隐式求导数） 

〆# =丨 f « 才吐 mtn 


无论采用哪一种方法求导数 ， y Mn i 对 z 的导数为 


如果 i /是* 的可微函数 （„> o ). 应用链式法则，得到 


( b ) 公式 （2) 用 u =/+3 代人，得到 


请注意例 3( a ) 中值得重视的结果：函数7 = In 2 1 与函数 ）'= in 1 T 具有相同的导数.这对十函 
数 y = lnfe 也是正确的 （ fc 为任意常数），只要如 >0: 

= i - £ (6i) = h b) = T (3) 

若！:<0和 (><0, 则 te >0, 等式 (3) 依然成立.特別当*<0和6= -1 时，得到 


由于当 i >0 时 I * 丨=1, 当* cO 时 1*1 ：= -*, 我们得到下面的重要结果: 


3.7.4 3"和| 09 〆 的导数 

我们从方程 i ^ e 1 " 10 = e ik 。 开始： 



第 ； I * 




荇《>0,则 


^ a = a In a 

这个等式说明为什么在微积分中宁愿用指数闲数^ 若…， 则 lna = l T 而 Y 的导数简化为 

4 - e' =〆 In r =〆 
dsc 

利用链式法则，对十指数闲数的导数我们得到更为一般的形式. 


若的可微闲数，则？是^的可傲闲数，且 




: «" In 




在 3. 2节中考察过指数函数 y =«’在基《取不同值时的导数/'(0). 厂 （0) 的值是极限 
limta " -1)/ A , 它给出…的图形在点 （0, 1) 穿过 v 轴时的斜率.现在春出这个斜韦的值为 


(6) 


特别当 a = e 时，得到 


I s ™ ^T - 


不过，我们尚未完全证实这个极限实际上存在.虽然在推导指数函数和对数函数的导数时给出 
的全部论址是正确的，但是它们都要假定这两个极限存在.在第5章我们将提出指数闲数和对数 
函数理论的另外一种推导方法，址明两个极限的确存在丼具有上面导出的值- 

为了求 log & u 对于任意底 a < a >0, a ? M ) 时的导数.我们从对数的换底公式（在 U 节中 M 
习> 开始，并辻通过 R 然对数函数表示 Ion 

, In x 

㈣ 尸 ln « 

在两端取导数，得到 

d , d /lnj；' 

^ (11^是常数） 

= 丄丄 = 1 

In a x t tn a 

如果 《是1 的可微函数且 u >0, 由链式法则得到下述 公式： 


1 d , 


对十 


d . 1 du 
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3.7.5 对数 微分法 

假记正值函数是由包矜积、商和幕的公式给出的，如果在求异数前对 闲数公 式的两端取 fj 
然对数，那么通常能够更快地求出函数的导数.这样便我们 能够在 求导数 前利用对数律简化公 
式.这种方法称为对数微分法，仵下面的例+中 解释. 

例4设 y = I5| 

求 dy / th . 

解在函数公式两端取 A 然对数，并 K 利用 U 节中讨论的对数的代数性质简化 结果： 


=ln ((/ + D(i +3)" 3 } - In (x - I )(定律 2) 
=ln (* 2 + I ) +ln (i + 3) 1,3 -In (x -1) (定律 1) 
=In (* ; + 1 ) + In ( a: + 3) - ln ( i - 1 )( 定律 3} 


然后在两端求对*的导数，并且对左端应用公式 （2): 


接着求解 dy / t \ x : 

最后代换 y : 





£ = K^h + 2TT6 


— f ) 


dr = (x 1 + l)(i +3)'" i 2x ( 1_1_ 

dx x - 1 \ i 1 + t + 2i + 6 * - 1 


3.7.6 * 法则 [—般 形式）的证明 

到现在，对于任何和任意实数我们可以把/定义为/ = e ^. 因此，对等式 
In f In * 中的 n 不冉要求是有理数——它可以取任何固定的数，只要*>0： 

In x " = ln ( e " tal ) = K In a ( In e _ = u ，任意 u ) 

把定律 avv = a ’ 〃和定义/结合起来，使我们能够对于任意实数《建立求导数的*法 
则.求: c "对:^的导数，得到 

去，=去 〆 。* (/的定义 ，: t >0) 

= e " <1 '£(™ lnr ) (对 e " 的链式法則） 


=*" - f (再次用定义） 

简单地说，只要*>0， 



若/=/, /柙: t " _1 对于 ; t <0都存在，则 

In I y I = In I I r = n In I j ： I 

利用对数微分法和公式 (4), 我们有 

2： = A 

y i 
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第. 1 (拿 

求解学数， - = „ y . = „ ■*： = nT -' 

x x 

(请注意，在这种情况 _ F « 要偁定导数/ 存在 .） 

也可以 . ft 接从#数的定义 i £ 明，当1=0和 n #0 时， * '的导数等 f 0. 这样就完成对 f 所存 
* 值求# 数的幂法则 （一 般形式> 的证明. ■ 

例5求 / u ) =*^>0) 的导数. 

解汴意 yu ) =，= 〆 1 "*.所以微分法给出 

/■(^) =£ (，"') 

= 广£(—) (去 ，，… H 

= 〆 ■" ’ ( In X + ：v - 丄 -) = I ’ （ In I + 1 ) (x > 0) ■ 


3. 7.7 数 e 的极限表示 

在 1.4 节我们把数 R 定义为这样一个基数值，它的指数闲数 r = i 在点 （0.1) 穿过>■轴时的 
斜率为 1. 因此， e 逛满足公式 

lim S ，- = In e = 1 (由公式 (6) 斜宇-等 In e) 

* o h 

的常数.我们也这样说， e 可以按 h ( l + l/ r v 计算， 或者代人 r = l/；f 按 li ^ i + .w 计 I 下 
面来 i£ 明这个结果. ^ 


定理 5( 数 e 是一个 极限） 数 e 可以按极限 

e = lim ( I + j :) 1 

计算. 


证明 ^/< x ) = ln *, 则 / hhlA , 所以 /’（])= I . 但是，由导数定义. 

/■(I) =l im ⑴ = 】 im 幻 一/⑴ 

!• -II h X 


= lim lri — 1 十 -^- = lim —In ( 1 + x) (In 1 = 0) 

=Hm Ln ( L + 太广 =In [ lim ( 1 + x ) l/a ] (In 是连续函数，第 2 章定理 11) 
由于尸（丨）= 〖， i* 有 I 


In [ liiri( 1 + x) = I 


所以，取两端作为 e 的幂，得到 


lim( 1 + *) ■’• - e ■ 

当取X为很小的值时，定理5中的;极限给出 6 的近似值.它精确到15位小数的值是 


2.718 281 828 459 045, 

习晒 3-7 

在习题1 ~4 中： 

(a} 求广 U). 

(b) …起画出/和/^的图形. 


(c) 求 df/dx 在： f = a 的值及 Af l /dx 在: t = 
/U) 的值，由此证明在这两点 cJ/_Vd：r = 
1/( d / Ak )- 



徵分法 


1,/U) H = - L 

2* fix ) = ( l /5 )x + 7, a - - I . 

3. /( x ) = 5 - 4 i t a = 1/2. 

4. /( x ) -2 x ! , 3：^0, it =5. 

^ (a]ilE：^/(x) -x' 和 Y 为反闲数， 

(卜）_出/和^作-个足够大的 1 KN I.的 m 形. 
tiK 明两 个阁形汴点（〖，〖）和（-〗， - I ) 相交. 
阁形务必搔承对直线7 = * 要求的对称性. 

[Cl 求 /和 <的闬形在点（ I ,】）和 （- I , -丨） 的 17 J 
线（丼 4 条 妨线） 的斜率. 

[d) 什么这线问这两条_线在垛点相切” 

^ (a)iil；^ h(x) =^/4 ^ k(x) =(4*广、：々反 
闲数. 


fbllwi.-fi ft 和 A 4 …个足够大的 X 「<间上的闬形， 
证明 两个阳形在办 （2,2) 和 （-2. -2) 相 
闬形务必兄承对立线 > u 要求的耐称性. 

( c ) ^ h^\k 的 ffl 形作点 （2 ,2 ) 和< - 2, - 2 ) 的 t/J 

( d ) 什么 tm 闷这叫 条曲线在原点 相叻？ 

7. ^-/(x) ^X y - - I ， x^l. ^ df '/dx 在点 

jc = - I =/(3) 的值 ■ 

8. 令 / U ) -4 x -5 t x >2. 求 d / l /dr 在点; t = 

0=/(5) 的值. 

9 - 假定町微函数 y =/(_ r ) 具有反闲数，并 R / 的闬 
形通过点（2, 4) 以及在这一点的斜率为1/3.求 
d / '/tix ar =4的值， 

10,假定吋微函数具有反由数，并的 
闬形通过原点以及在原点的斜率为 2 i 求， 1 的 
阁形在原点的斜韦. 

在习题丨】~ 40中，求对％ i 或0的相应 

寺数， 

lLy^\n 3 x . 12. v = ln i *, A 为常数. 

J 3_ y - In ( r ). 14. r = In ). 

15* v = In —. 16. v = In 


17. v = ln (^ + 1 ), \ H t v ^ In (2^ + 2). 

19* y = In x 3 . 20. y = (In x ) 3 . 


2 h r = t ( In () ： ^ 
23. v ^] nl -^. 


22. y = t yin t . 

24+ y ^ X y In x - ^- T 


25 . y 


In t 


28 . 


t Jn jf 
r = 1 +ln ? 


29- > = In Un jO ■ 30, j = ln fin (In j) L 

31. y = ${ win [ In + cos (In 9)). 


ft + tan H), 33 , 


—" (舍? 


/ 11 + ir 


39. ? =ln( -^). 4. 

件:七烛41〜 54 中，用对数微分法求 v 对给定 
n 变 a 的¥数. 

,= /x{x +I"K 42. V - /{r : + I ) ( * - I ) y 


44 ,1 


= VV+r 

: /(# + 3 *+in 6, 46. > = (tail fl ) /20 + 

^-Ui + l )( t +2). 4& 1 1 




0+5 






so.i 


S 4 .n 


! )U -2.) 


(^ + ])(2 J + 3) 
55 〜 62 中，求 r 对 r 或 0 的相心 


56. ^ = In (3 fl ^ ^ 

58 * v = ln ( 2 p r ain f). 


60 - 




- in ( cW 沒）. 

I = In ( 3t t- 

… n ( r ^). 

卜 rtln( \ 62 o = f . … （In (=+]}. 

4 4 题 63〜66 中，求 dy / djf . 
n y = c ' sin x . 64. In xy = 〆 ‘.， 

c f =) K 66, tan y = 〆 + In x . 

在习题 67 -88 中.求）对给定 ft 变量的导数- 
■ =2\ 


- Jt » g : 5 & 

:1呻0 + 1(^ 〆 . 
Hogf \og 4 r. 


71 

- log ^ ( 1 + S In 3 ) , 
: ^ ga *"' ^ U ^ W - x . 
7 »o = bg 5 r * log 9 r . 


一以 ㈢ r ). …-’〜’(点广 

r = ^ sin( log 7 S). %2- r = ]c^ 7 ^ M'gr g ). 
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/ xV 2 \ 

^ y - 4〆， 84 .厂 

"5. v = 3 J '^. »6, r = 3 h^(k^). 

87, y = ||>R: (y 广 2 ). 

88. y - t lf > p ,(* r '- mr " ''- 1; ), 

作 4MH 9 ~96 十，对数微分法 求） 对给^ 
fl 变1的导数 - 


H 9 .y ^(x + 
91. v= (>j r 


90 .厂 

92. v ， 


^ 如果把广（，） 记为 WH， 公式 （I) 町以 S 成 


) ; 厂二 或 s '(/( « )) ./ H («) = i 

如果冉把 u i 己为 i 柑到 

g ' Ax )、 - r<o = i 

L 幽这个公式吋以使你记起链式法则. rfirR 确 
实心一种联系. 

假定/和是互为反函数的吋微函数，所 
以 U^0U)=i 水这个等式两端对; r 的导数， 
利用链式法则把 U -yru) 表冶成 g 和/的导数 
的积. 由此得到 n 么结果 7 (这样做并不是对 
定理4的证明，因为我们在这里假定了定理的 
结论，即<=/ _| 是可微的 .） 


__第3章 

数， vmaw ] 的导数和切线作指; i： 点的近似灰士. 

川你的 <: as < u' 算机代数系统）执 u 卜列处砰！ tsr 
(岛）绘制兩数/=/(幻及其汁数仵绐定〖<问上 
mmm . 解释从何得知/仵 kn h 足吋 
.的 ■ 

W 解方程 r =yu) 求出I作为 r 的嘁数，扑 m 
〆命名所得的反闲数. 
u 1次/ 4指定点 u v ， /u n )) 的切线 }跟 
I d} 求#在点 (/u fl ). % ) 的切线力 n 这个点 
在指定戌跨越立线 ） = *< 柄等病数的阁形） 
的对称位置上.应用定埤4求这条切线的 
斜申， 

u) 浍制闲数/和^恒等闲数 、 两条切线以及 il 
接点<% • /u c )) 和 (/u n ) ,化>的线段的[扫 
形， w 沦你所见到的跨越主对角线的对称件. 

101. )， ，/、x - 2 ， -y 气 =-1 

102. v-|^ h -2^^2, x , =1/2, 

103. y - f X ( T ^ =1/2. 

104. y = /— ^ , - l = 1/2. 

I 05* y =^ -3 x : -K 2^ x ^5 t x 0 = ^. 


对.证明 j 二 （1 +f)、〆 对丁任何尤 >0 成幻 


I06,_ t =2 -工 一?, -2^x^2. 


99. 如果 j」=d »in( Ln x ) + B ct>s(]n x ), 其中鴻 ，B 
是常数，证明 

x 2 y " + xy ( +i=0 

100. 应用数学归纳法，证明 



计算 机探究 

在习题】 01-10S 中，考察某些函数及其反函 


107. y - e\ -3^s^5 , j rt = l, 

108. > = sin x , - , j 0 = 1. 

在 4 题 109 和 110 屮，重复上述步驟求解由[X 
间上给定方程隐式定义的函数V - f { x ) 和： t = 
/—_(，)■ 

109. y l ' - 1 = (i + 2 ) \ - 5 4 r & - - 3/2. 

110. ros v = j 1 ' , 0在*备1， x D - 1/2, 


3.8 反三角函数 


在 1.5 节介绍了6个基本反三角函数，但是把 e 点放在反正弦函数和反余弦函数 i ：. 这一节 
宂成对所有6个反二角函数的讨论，包括对它们如何定义、作图和求值，以及如何计算它们的 
导数. 

3. 8. 1 tan x , col x, sec x 和 esc x 的反函数 

所有 6 个基本反=角函数的图形显示在图 3.41 中.这些图形是由带限制的二 角函数 的图形 
(在 1.5 节中讨论）通过直线 } ^ 1 的反射得到.让我们对反正切、反余切，反 IK 割和反余割函数 
作更仔细的考察. 

* 的反正切是一个弧度角，它的正切为& * 的反余切是一个弧度角，它的余切为 *. 
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极分法 


定义域 1 -I < j < 1 

irn . -1 rn 二 I 


定义域： -I < J < I 
iii 域： o V ^ Tt 


疋 义域- W < JT < « 

fsyt : - ^ < v < I 



定义 

y = tan'VjfeKI'Hj( -ir/2. ir/2) 中的数，对 ■丁 ■它， tan 
y = cor'j 是区间 (0， it ) 中的数，对于它， cot r =x 


我们在讨论中使用开区间，避免其中出现正切函 
数和余切函数中无定义的值. 

y Starr 、 的图形是对原点对称的，因为它是 1 = 
t any 凼形的一支，这个图形是对原点对称的 （ 5 L 
图 3. 41 c ). 在代数上这意味着 

tan -1 ( - jc ) = - tan _I i 

即反正切是奇函数 . r = cor 1 * 的图形不存在这样的对 
称性（见图 3. 4 lf ). 请注意，从图3, 41 c 看出反正切函 
数的阁形有两条水平渐近线，一条是 y = ir /2, 另一条 
是 y = _ n/2. 

3^ 文和 esc * 的限制形式的反函数是图 3-4 ld 和 
图 3. 4 le 中_出的函数. 

注意关于如何对 * 的负值定义 sec - 、没有一般 
的约定.我们对于 * <0选择 see -、 为 tt /2 和 n 之间的 
第二象限的角.这神选择使得 sec _、= cos 、1/*) .这 
样也使 setT 1 * 在它的定义域的每个区间上是增函数. 
某些数学表对于*<0选择晰、为[ - ir /2) 内的 


定义 域 ： Sri 

值域： 0^ y-g n, y ^ j 



K 3.42 对于 r = 的左支存在 JL 种逻 

辑上的选择，许 多汁算 器选择 A 
CfflSWSS , seK 1 * = cos _1 ( l / i ), 
这#一个有用的恒等式） 







no 


$ 3 t 


角，某些教科书选禅挪、为 [I 3作/2)内的角（见阐3.42).这些选择简化分数的公式（我们所 
用的公式箔要绝对值符 5), 但是在计算上不再满足恒等式从这个扣: 等式， 
应川 1.5 节屮的公式 (5 > 可以咩出恒等式 



这两个角分别在第一象限和第四象限，因为 tan 、的值域是 （〜 tt /2, W2 ). ■ 

3. 8.2 y ^ sin — 1 ^ 的导败 

我们知道函数1 = 在 K 间 - T 7/2< y < TT /2 内是可微的，它的导数余弦函数在 M 间上取正 

值.因此， 3.7 节中的定理4保证反函数在整个 K y 

间 - loc < l 是可微的.我们不能期望它在 t = 1 或者 fl 
可微，因为它的图形在这两点的切线是垂直线（参见图 143). 

把定理4用于 / U } = S in * 和厂 1 U ) =sin 以此求 
y = sw '' x 的 导数： 

{/，rw V-xrW (定理 4) 


(/『（《) 


yi - sin 2 ( sin -1 *) 


■/l - 9 m 2 u 


n 

2 

、、 

/ 

im 



1 

卜' . 







= - ■ ( sin { sin ( ^ c ) = % ) 

yi 

如果 “是1 的可微函数且应用链式法则得到 


图 3.43 y 的用形在 r = 

和 x = l 具有垂直切线 


X ： UUT _“） 




例2求 sin 1 / 的导数. 


dc 


( sin 3 ?) 


JT~(77 


(?) 


2 x 

/VT7 


3, 8,3 / =彳卽-\的导数 

把定理4用于 /(X) = tan jc 和尸 1 (I) =tan _ ， i, 以此求 y = \&n ~ l x 的导数 ■ 
区间 - ir /2< x <7 T /2 内取正值，所以可以应用定理 4 : 


■ 


由于 tani 的导数在 




十所有 艾数有 记义.如果“ 的可微函数，应用链式法则得到: 


.8.4 y = sec -1 u 的导数 

由十' sec I 的导数间0 < I < ir /2 和 tt /2 C * < TT 内取正埴，定理4表明反函数 y = sec _ \足 0 丁做 
我们不直接应用定理 4 的公式而采用隐式微分法和链式法则求 j.iseo - 1 ：!， UI : >1 的导数如下： 


■ r ) (两端求导数> 


£ (由于 lll；> 1 J 位于( 0 .霄 /2 ) ^ U /2 

内且 ; iec y tan y ^ 0) 

为了 HJr 表示结果，利用关系式 


我们对于式屮的± ^■能够进行处理吗？从阌 3.44 —肴便知 ， y = sec j i 图形的斜率恒为^ 
内此， , 


绝对值符可以消除符号上的 41 ± ”二重性，把导数写成单 


图3」44 曲线） 二地 .、对 


果“是 x 的可微函数 Mf u | <1,我们有公式 
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例 3 求 sec 75/) 的导数. 


3. 8.5 其他3个反三角函数的导数 

对于其他3个反4角函数一反余弦、反余切和反余割一可以用同样方法求它们的导数. 
m 是由于存在下列饵等式，我们有更为简便的求导数方法. 


反三角函数-反三角余函数悝等式 


我们在 1.5 节公式 （5) 中见过这二个恒等式中的第一个式子.其余两个恒等式闬 ㈣ 样的方法 
导出.由这些恒等式容易推得，反=角余函数的导数是对应的反三角函数导数的负值.例! IU , 
、的导数计算 如下： 


:反正弦函数的导数） 


表 3.1 反三角3数的# 数 


习题 3.8 

在题1 - 12中，利用同例 I 相似的参考三角 
形求角. 


⑷ “._(封 


4. (aUiiT_(+) + ( bjsinr 1 ( ★). 
(c)sm 

5. [a)co& -1 ( +). 

(c|cos 」 ( 寻)， 

6. (a)cos ( b) cos" 1 1 



撖分法 


m 


7. (a)mc l { -J2). (b^ Jrj. (c)**^ l < -2), 

8. (a) 邮 : VT. {bjset： 1 ^ ^J.(cjjwt -^2 + 


9 -(a)c 


'<■■'( -如 .【《»><■ 〆 ( 会). 


fb)cot 




⑴. { b ) ( 


_( 万 ). 


S')， 


在习鹿 13-20 中，求极限.（如果存在疑问， 
请看函数的闬形， ） 

15. lim sin " 14. 

15, litn tan 1 x. 16. 

17- lim sec ' fl ：. IS , 

19. lim cw 1 x, 20. 

在 4 题 21 〜 4 2中，求/对相应变董的导数. 

21. y = co 8 _] ( x 1 )■ 22 , y - cos -1 ( 1/%). 

23. r = sirT 】办 24> rasin ' 1 (1 -0^ 

25. j = SK r '(2 j + 1)* 

27* j = esc 1 (* : + 1) , ar >0. 


28. 


I 丄 


29.〕 


30. y = sin _, - 


31. y = cot ' ] Jt. 


32. y = rot 1 // - 1. 33 .y = ln (tan ' i ). 

34* y = Ian" 1 (In J). 35, y = use" 1 ( e J ). 

36. y = oos " 1 ( p" J ). 37. y - s -/\ -s 2 + ros r 1 j, 

38. y - ■v/V - 1 -sec 'S. 

39- > = taiT ■ vV _ 1 + csc 'i, x> i. 

40, 7 = cot ^ 1 - tan " l x, 41. y = 文 sirT 、 + . 


42, r = In {x 1 +4) - ita n ]( 

4 J - 如附阄所示，煆定你坐在一间教室的墙边注視 
着室内前方的黑板.黑板长12英尺，一端距离 
你靠近的墙3英尺.如果你离开前方的墙 t 英 


M . 址明你的视角为 



44. 求附阁 中的角 《. 



45* 附图表示 tarT ] + tan ' 1 2 + ton ' l 3 =tt 的-种作 


形式证明.解释证明的步驟. 



机恒等式 sec 1 ( -X} 的两种推导方法 

U ) (几何方法）附图显示抓 —(- X ) = 7 T - 
secT 、 的一种闬形证明方法.考虑你能否 
给出证明的步嫌. 



{ b }( 代数方法）结 合正文 中下面两个公式推导 
恒等式 sec _i ( -*) = Tr - sec _ t jr : 








r ^'(- x ) =TT -rns-'j (1.5 节公式 （4)> 

' 1 x 1 ( 1A) (公式 （l)) 

47 .恒等式 sin + Vt+cos-isw^ 围形 1.64 达 4 这 
个对 T0<^<1 的悄 等式. 为 f 在区间 [-M1 
的 H 余部分确#这个 M 等式，通过直接〖丨算诎实 
它对 T*=t)， I 和 -1 成 t mi ， 对于 （-l，0) 
wm ^ x = - a f n>0, 并把公式 <U 和 U5 节公 
式⑷成用于和式 Bin _t ( - a ] + con _, ( ^ n ). 

机证明和式 tan 、+ (时」（1 八） 为常数 ■ 

在 4 翅 4 9 〜 52 中，哪些表达式是有定义的， 
哪杵是尤定义的？提出答案的理由 . 

49, (ft)tan 1 2. (b}rd 

50, ( a)cs€ ] ( 1/2). (b)rar '2. 

51, ( a ) PPt- ] 0 r ( b) sin 'yT. 

52, (a)c»r J ( - 1/2). (b) c ™ f ( -5). 

53+ 利用恒等式 

car " 1 u = ^- - ser~'u 

由表 11 中 8 «_、的导数公式推导、的导 
数公式 . 

54+通过对 tany =r 这个同 y = tan _l j 等价的公式两 
端求导数，推导的导数公式 

ix ——!_ 

A _ 1 

SS. 利用 3. 7节中定理4的反函数导数法则推谇 

~ r ~ sec ~^x = - » I x I > 1 

^ \x\ 

5^ 利用恒等式 

rot' 1 u = ~y - tan' 1 u 

由表 3.1 中 tan _i w 的导数公式推导 twt、 的导数 
公式. 

57. 函数 

/(*) - siri"' ^ ~ | ,x ^ 0 和 g (%) = 2 tan' 1 


行什么持殊性？产以说叫. 

S 扎喊数 

fix) = sin' 1 1 lit 片 （ J) = tan 1 1 

vV + 1 ¥ 

有什么恃殊性？ fHU 说明 t 
ns 9. 术 f 列函 数值： 

(a 卜 1 1 . 5, ( b) csr '(-1.5). ( c) i cjI *2 t 
060, 求下列涵 数值： 

(a I str 1 ( -3). { b ) rw 1 1.7. 

( C ) cnr l { -2). 

D 在 4题6〖 -63 I , 求每个复合函数的定义域 
和值域.然杩在申独的屏幕上阑:闲数的 m 
形.每种情况卜的阳形合 T 情埋吗”提出答案的理 
fti . 说明你从闬形屮宥 ! h 的任何若別. 

61, ( a | r = 1« n " 1 (tan x ). ( b )^ - tan (tan ' x ). 

62* [ a ) v = sin " 1 ( s^irt a ), ( b)y = »in ( ain ' x ), 

63. ( a) ^ = ros' 1 (oos x ). ( b) v = cm ( ct»s' 1 t ). 

n 在习題 64-68 中.利用你的狯 mr . 具给制 
阳形. 

64. 绘制 Y = SW(WC _ J ) 1/ J >) 的阁形， 

从阁 形中看出什么结果？ P 以说明 T 

<5.牛麯蛇形线绘制牛顿蛇肜线 > =4^/(， + 1) 
的罔形1然后在同-绘阐窗 D 中绘制 ） = 
2 sm (2 tan 、）的用形，从罔形中看出什么结 
果？予以说明. 

绘制有理函数 r = (2-^)/V 的闬形 t 然肟在 
同一绘闬窗口中绘制 y = ros<2s«c _*) 的罔形. 
从阁形中肴出什么结果？予以说明. 

67-绘制 / U }= sitr \ 及其一阶导数和_阶导数的 
阳形。说明/的特性及其囹形形状 同尸和 r 的 
符号和值的关系. 

68,绘制 /( Witan 、 及其一阶异数和二阶导数的 
闬形，说明/的特性及其闬形形状同，和尸的 
符号和值的关系. 


3.9 相关变化率 


这一 芳我们 来考察这样的问题，当一个变量在其他某个（或者几个）相关变量的变化率为已 
知时，它的变化率是什么.从其他已知变化率求一神变化率的问题称为相关变化率问 

相关变化率方程 

假定我们正在对一个球形气球充气.气球的体积和半径都随时间增加.若气球在某个时刻 
的体积为 K . 半径为『，贝 IJ 


V = 


利用链式法则求导数，得到相关变化率方程 








撖分法 


/?5 


dl^dr 
dr df 


4 Trr : 


我们就能够从上面这个方程求解 


所以.如果知进气球泎给定时刻的 t ■枝 <■ 和体枳增加的速率 d / 

drAk - 得到 t 柃在那个时刻增加的速肀.清 汴意， 直接测最体积增加的速率（气球充气的 速韦） 
比测最 f ‘杼增加的速韦更为容易.相义变化韦方稃使我们能够从 dV /士 计算 dr/d,. 

通常，在相关变化韦问题中求变景关系的关键是围出敁示它们之间的几何关系的图形，请 
下面的例 

例1加果从一个 古立岡 柱形桶中以3000 Umin 的速率排出液体，那么桶内液面下降的速中 
足多少？ 

解 _ - 个部分注人液体的直立岡柱形桶.它的半柃为 r , 一 一 

液面髙度为 A (见图 3. 幻）.设液体的体积为 K 

^和 A 将随时间的流逝而改变，但是 r 保持为常数.我们把 
V和 ft 设想为时间的可微函数，并且用 f 代表时间.匕知液体排 
出的速申为 3000 L/mi n , 这个速率应取负值，因为液体体积迅 ft f t 
减少.所以 


我们要回答的问题是液面下降的速率是多少.也就是求 




d t = 


m ^3.45 躅柱形桶内液体体积 

为了求出必/心，首先写出表示 F 同 A 的关系的等式.这个 的变化車同捅中液面 

等式依赖于对 V T r 和 /i 选用的 单位. 如果V用升为单位， r 和 A 的变化率相关 （例 1) 

用米为单位，圆柱体体积的相应公式为 

V = 1000 tt ，A 

闪为1立方 米包泞 〗000升了 

由于V和 ft 是 z 的可微函数，可以对等式 r=10(XhrA 两端对£求导数，得到 dA/df 和 dV/ 山 
的关 系式： 


¥ 

代人 L1 知谊 dV/df= -3000 并解出 d/i /士： 
dh 

d7 = 


- 3 QQ 0 = _ _ 3 _ 
1000 m 2 


液面将以 3/( IT〆 ） m / min 的速率 下降. 

等式 d / i 八 Ik -3/ tt 〆 表示液面下降速率同桶的半径广相关.如果 r 很小，狀 / df 将会 很太; 
如果 r 很大， d / i / df 将会很小. 

若广 =1"1: ^ ^ - 0. 95 m/min = - 95 cm/min 


与 一 0+ 0095 m/min ^ - 0. 95 cm/min 


■ 




$ 3 it 
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求解相关变化幸间题的对策 

u 丨画出问题的困形并命名变量和常教.表示时间.假定所有变世都是时叫 f 的》1傚 

闲数. 

记录数字资料（用你选择的符号名表不）. 

<31搞述求解的问趙（通常表示为导数的变化率）. 

<4)写出表示变黃关系的方程.为了获得表示你想得到变化率的变量同 B 知道变化韦的那 
柱变最之间关系的方程，可能必须把两个或更多的方程结合起来. 

<5)求对 z 的导数.然后用已知值的变化率和变量表示想要得到的变化麥. 

<61求导数值.利用 Li 知的值求未知的变化韦. 




f 


例2 —个 从平地 升空的热气球由离开升空点500 ft 的台距离探渕器跟踪.在距离探测器 
的仰角为 tt /4 时，角度增加的变化率为0, 14 rad/ m i n . 气球在耶时上升的速度是多少？ 

解通过下面6个步骤冋答这个问 M. 

(1) 画出图形丼命名变量和常数（见图 3.46). 图中的 
变最是 

沒=距离探测器同地面形成的角（以弧度为单位 ）i 
7 =气球的髙度（以英尺为单位）. 

令 t 表示时间（以分为单位），并且假定 &和 } 是£的 nf 
微函数. 

图中的一个常数是距离探测器同气球升空点之问的距 
离 （500 ft). 对它不需要给出特别的符号名* 

<2丨记录附带的数字资枓. 

普 = CK 14 rad / miti ,当沙=子 

(3) 描述求解的问軋我们想得到当0 = tt /4 时的 dy / dt . 

(4) 写出表示变量 y 和 (9 的关系的方程. 

- tan 沒或 r = 500 lan 杈 

(51 利用链式法则求对，的 导教. 结果表明 d r /dK 想得到的变化率） Rd 少己知的变化 


di 


田 3 _柏 


1 


500 ft 

气球髙度的变化率同距离 
探测器和地面形成角度的 
变化率相关（例2> 


相关. 


500 6 ) 


(6) 求导数值，用 = tt /4 和 diVdf =0, 14求 dy / dt . 

营= 500(^) 2 (0, 14) = 140 


( sec 予 =^2) 


所以，在指出的时刻气球上升的速度为140 ft/min. ■ 

例3 —辆警车由北驶向一个十字路口，追逐一辆已经拐弯正向东行驶的高速汽车.当菁车在 
十字路口北面 0. 6 英里和汽车在十字路口东面0. 8 英里时，警察用雷达測定它们之间的距离以及汽 
车正以每小时20英里加速.如果警车在测量时以每小时60英里的速率行驶.汽车的速率是多少 
解我们在坐标平面内画出汽车和鳘车位置的图瑕，用正*轴作为向东行的公路.正轴作 
为向北行的公路（见图 3. 47). 令 t 代表时间，并且设 



撖分法 


x =汽车在时的位® 
y =彆財间 f 的位背. 

^ =汽笨同瞥乍之 M 在时的距离 


假记^ r 和^适，的可微承数. 
我们4求的玷， 


戈 = Oi8 mi ， >=0.6 mi, :匕 = - 60 mph, jy = 20 mph 


时的心/也注意 dy / 山为负值， ㈥ 为^是汴减少. 
对距离方稃 

.r - X 2 ■¥ y 

(也 nj 川 , s = / P +7) 求导数，得到 


2.， 


fh 

dt 


+ 2 r 


(\t 


S = H*d7 + ^) = ^=^(*S + ^i) 


最后，利用*=0,8 ， y = 0- 6 . Ay/dt - -60, d »/ df =20 求 
解 di / d ( : 



变化率相关（例 3) 


0 = , J — -： (0.8 芋 + (0.6)(-60)) 
^(0.8) : + (0.6) : 、 ) 

dx _ 20 /(0?8 ) ] - t - (0. 6 T + (0-6)(60) 
d ( _ 0.8 = 7U 


所以汽车在指出时刻的行驶速率为每小时 70 英里. ■ 

例4将水以 9 ftVmi „ 的速率注人一个圆锥形容器中.容器顶朝下倒立，它的高为10 ft , 底 
半杼为5 ft . 当容器内的水深达6 ft 时，水面升卨的速率是多少？ 

解图 3. 48显示注入部分水时的圆锥形容器.问题 
中的变量为 ^ =9ft/mln 


V = 容器巾的水在时间 f ( min ) 的体积 （ ft _') 

* = 水面在时间 t 的半径 （ ft ) 
y = 容器中的水在时间 f 的深度 （ ft ) 

假定 h * 和？是 I 的可微函数.问题中的常数是容 
器的尺寸.要求在 

y = 6{t 及 = 9 ftVinin 

时求出水形成的圆锥的体积为 





^ 3- 48圆锥形容器注入水时 的几何 
阁形，注人水的速韦决定水 
面升高的速率（例 4) 


这个方程包含 x 以及 v 和 r - 由于没有给出关于^和¥ 

在时间 f 的数据，我们需要消去图 3. 48 中的相似三角形提供一种用 y 表示^的方法： 





i - 面积假定圆的半径 r 和面积 4=7^ 都足 （ 的吋 
微喊数.写出丧布 MAU 同 drAh 乂系的方 

2. 亵面轵假定球的半径 r 同衣曲积 S =4 w : 郫是 
<的可微函数.写出表示 d . SVdZ 和欠系的 
方 a 

3. 体积 tKM 柱体的半径 r 和商度 A Ml 岡往体体积 
V 的夹系巾公式 V=^h 表? jt 

U ) 如果 r 为常数， dr / d (同 <ih/dt 有何关系9 

( b ) 如東/^为常数， dtVdf 同 dVdi 有何关系？ 

(c) 如果 r 和 A 都不是常效， dk/dMbldA/ 出旮何 
关系9 

4. 体积 C 圆锥体的半径 r 和 A 度 A 同圆锥体体积 
的关系由方程 ( 1/3)^^ 表示. 

( a ) 如果 r 为常数， dV / 山間北/山右何关系？ 

(b) 如果 /i 为常数， dVVdt 同 d/i/ 山有何关系？ 

( c ) 如果 r 和 A 都不是常数， dlVd (同 d / t / d ( 有何 
关系9 

5. 电压变化如附图所示，电路的电压 V (伏特 K 
电流 M 安培）和电阻/?(欧姆）之 M 的关系由力程 
V = / fl 表队 假设当/以】/3安培/秒的速率减少 
时 K 以1伏/秒的速率增加. 用/ 表示以秒为单 
位的时间。 



(a) rUy 山的值是什么？ 

(b) W/dr 的值是什么？ 

(c) 表示 d^d/ 问 dk/dz 和 d//dz 关系的方程是 
什么9 


(d 丨求V = 12伏和/ = 2安帒时的变化午 ％ 开记 
增加还是减少> 

6 . 电功隼电路的电功率 P ( 扎特>同电路电31 « 
(欧姆）和电流 /( 安培） 之间的 文系山//构 P = 
RJ : 技心 

(a) 加果匕 /f 和/郎不是黹数. ci/VHf, d/f/dr 
和 W/di 有何关系” 

(b) 如果 P 是常数， AR/Ai fiTf d//a： 有何关系？ 

7. 距离设 和） 是 z 的衬微函数. If H . = 

是呷平面内点 U. 0)fCI{0. v> 之间的免离， 
(幻如果纟是常数， d«/d f 同心/山有何X系， 

[!>) 如果 s 都不是常数 T d^/di 问心/山和 
#/士有何关系？ 

(c) 如果 s 是常数， 如 /dr 同办/出冇何关系> 

8. 对角线如果 I, y, =是一个长力形盒子的边 
长，盒子对角线的共同长度为 vV ”. 2 + ， 
(*0假 S ■»：• h z 是（的可微函数 T 山/山间 

dt/d/ T d 7 /df 和 dr/d/ 有何关系？ 
(4如果*为常数， dj /办 同 d)/ 山和 avd: 有何 
关系？ 

(<0如果 S 是常数 T dx /6 t t 小/山和 (k/d! 之间有 
何关系？ 

».面轵由边长 0 和&围成的瀏董角为0的=角形 
的面积为 

A ^ ^ <tb ain Q. 

( a ) 如果 a 和6是常数， d4/dr 同 d&ySt 有何 
关系？ 

< b) 如果 R 有 A 是常数. （M/dr 同 ddMt ftl d«/dr 
有何关系？ 

(cj 如果 a , 6和0都不是常数， d4/dz 同 dtf/dr 
d«/ 山和 d6/df 有何关系 




擻分法 


10. 加热金属板把■块 w 形金属板放在炉 Y-h 加 
热.它的 f : 抒以 0.01 rm / mm 的速率增加 . 气 
金属板的苹衿为50 时.它的面积增加的速 
申 M 多少？ 

11. 矩形尺寸的变化当矩形在宽度 w 以2 cmA 的 
速率增加时 Jt K 度/以2，: m/ s 的速韦减少.气 
/=12 <：m «1«, = 5 rm 时.求 （a! 矩形闻积的变 
化率. （b) 矩形周长的变化率， （cl 矩形对角线 
长度的变化東在这岬； K 中哪岬 ft 增加，哪此 
在减少 

12. 矩形盒子尺寸的变化假设边长为〜 v . j ： 的 
闭介矩形盒 f - 的 K 寸变化率如 F _: 

I * - I m / s , ^ - - 2 m / », ^ = I ni/H 
山 H ( dt 

_ r =3 利 U = 2 时，求 | a ) 矩形体积的变 
化韦， （ bl 矩形表面积的变化率. （ c } 矩形对角 
线长度 .<= v ^_ + ：777" 的变化韦. 

13. 滑动的梯子一架 斜雎在 墙上的13英尺长的梯 
+ ,底端突然滑动，当其底端离开墙壁12英尺 
时.滑动的速率为 5 f (/ s . 

( a ) 这时梯子®端在墙壁 h _ F 滑的速率是多少？ 

( b ) 这时由梯子，墙壁和地面形成的 H 角形的 
面积的变化率是多少‘/ 

【 c } 这时梯子和地面之间的夹角0的变化率是 
多少？ 



0 40. 


14. 商业舫空运»阏架商用航空运输机在40 000 
英 R 的高空沿两条正交的直线航线飞行.飞机 
A 以442节（涅/小时.！浬= 2000码）的速度接 
近航线交汇点.飞机 S 以481节的速度接近航 
线交 汇点. 当飞机 <4距离交汇点5涅和11机 fi 
距离交汇点12浬时，它们之间的距离的变化率 
是多少？ 

15. 放风筝一个女孩把风筝放到300英尺的高度， 
承载风筝的风力在水平方向以25 ft/s 的速率离 
开她，当风筝距她500 ft 时她必须以多快的速 
率放出风筝线？ 
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16. «汽缸 林宥 汽笮制造厂的机械师』!:在哏抟6 
屯 t 深的汽缸，以便安装 - W 新的《來.他 flj 
使川的 楫床毎 3分钟增加汽虹 f . 衿 T 分之 -.K 

^汽缸内聍 atf： 为 3. 800英 'i ■时. 

枳增 加的速申赵多少〜 

17. 增太的沙* 沙粒从传送带以10 mV m , n 的速 
申敗落到圆锥形的沙堆 _ b 沙堆的 ffl 度忉为胚 
邪 ftf ? 的 - VS . 气沙堆高度为4英 W 时 （ a ) 沙排 
岛度的变化申是多少？ |1>1底 f . 径的变化平.玷 
多少？答案以8米/秒为中位. 

18. 圆锥形水檐的排水水从底节衫为 45 m 和崧为 
6 m 的网锥形混凝上戌水榷 （顶朝下）流出 .排 
水速宇为50 mVmin . 

( a ) ， 水深为 5 m 时，水谢卜 '降 的速申坫多少 

{ rm / m )'； 

(») 那时水面半矜的变化率是多少< C mA ) 9 

19. 半球形水權的排水水从护 托为] 3 m 的十.球形 
碗状水槽中流:彳：，排水速申为6 mVmin. sn K 
而的剖面阁所示.假定水深为 y 米时 f_ 毡为/?的 
半球形碗状水槽中水的荇积为 r= (TT/3〆. 
(-Iff-v). 试冋答下列问 K: 

(») 1水深为8 m 时水位的变化率是多少 

( b ) 当水深为 j _ m 时水面的半拉 r 是多大？ 

(<0$水深为8 m 时水面竽径 r 的变化率是 

多少？ 



20. 增太 的雨滴假定一滴水汽 M 完全球状，通过 
凝聚.雨滴以与其表面积成正比的速率吸收水 
分. 证明在 这种环境下雨滴的半径以常数速_ 
增加. 

21. 充气气球的半径 一 个气球以 JOOir ftVmm 的 
速率充人氦气.气球在半径为5 ft 时半径增加 
的速率是 多少？ 这时表面积增加的速率是多少？ 

M .拖曳小》—*小船由连接船头和通过码又 
个圆环的缆索抱向船坞，圆环比船头莊出6 ft. 
缆索拖曳的速率为 

(») 当缆索剩下10 ft 时小船向码头靠近的速率 
是多少？ 

(•») S13 时角度則参见附®)的变化率是多少？ 




系 J 聿 





23. 气球与自行车 m 球以枳定速申 I 沿 

行线路衧从地囱 _ l 垂杏上升.当气球込到地凼 
I .的 h 的岛度时，辆以尚定速率17 fiA 行驶 
的门行乍恰奸汴它的卜面通过 . 3秒后白行今: 
K (球之 问的 距离心）增加的速率是多少〃 



24. 冲咖啡咖啡从圆锥形过滤器以〗0 iivVmin 的 
速率注人圆柱形咖啡壶中. 



6 H 


滤器中的咖啡为5 in 深时，咖啡赤中 
液而】.升的速率垃多少9 
( b > 这时过®器巾液面下落的速韦娃多少 V 

25. 心脏的 ft 出19 60卬代 A 1 期，德 W 维尔 

茨咿扠学院牛理学教授阿多夫 * 费克提 出我们 
今人出卩 澜景人 体心脏 - 分钟泵人多少血液的 
儿种方法 中的种 方法.汴你阋读这个句子时， 
你的心脏输出大约是7 I / mirL 心粧汴休 总状态 
卜的输出略低于 G L / min - iH 在训 练中的 H 拉松 
长跑运动心脏的输出 " J 能商达 3 D I / mifi . 

人体心粧的输出町以叫公式 

V = ^ 

an , 其中 y 是每分钟呼出的二氧化碳的奄 f 卜 
数最./>是输送钊肺的血液的二氧化碳浓度 m 
从肺返 M 的血液的二氧化碳浓度的右.^ Q = 
233 rnl/min ffl D =97 * 56 =41 ml/min 时， 

233 ml/min t .. 
v = ~4 T ^7 l ' ^ 5 - 68 iym,n 
这同大多数人处于机体活动最低（休息）时的状 
态 f 常接近（数据由东田纳西州立大学老尔南 
民学院医学博士上肯卮斯 t 赫尔德提供）， 

假定1卩= 233 ml / min 和 £> = 4] ml/min 財 
我 ffj 还知道 P 以每分钟2争位的 速牛减 少而 
保持不变.心脏的输出会出现什么情况 V 

26. 成本、收入和利润-家公 pj 能够以 rU ) r 芙 
兀的成本， 「 U ) 千戈元的销售收人，以及 
P ⑴ ^ r ( t ) - r ( x ) T 美允的利?生产 I 件产 
品- 对于: t 和 心 / d : 的卜列值求 dc / dt t fir / df 和 

tift / il ：. 

(a) r( t) =9x r r(x ) = j 1 - 6.t ； + 15.t, ^ x = 2 
时 ( b/df = CL L 

( b ) f ( x ) =70 i t c { x ) = x 1 - ■+ 45/ x . 1 t 二 
L5 时 fir/d/=0.05. 

27. 沿 M 物 线运动 的质点质点沿第一象限内的抛 
物线7 = ^运动，它的 r 坐标（用米度章）以小 
变的速率10 m/ s 增加.连接质点同坐标原点的 
线段的儀角0在 * =3 m 时的变化率是多少〃 

2JL 沿另外一条抛物 线运动 的质点质点从右到左 
沿抛物线）=/^运动，它的 | 坐标（用米度 
量）以8 的速率减少.连接质点同坐标原点 

的线段的懷角在 -4 时的变化率是多少" 
29.在平面内运动的质点质点在按米制的XV 平向 
t 的坐标是 （的可 微函数，美有导数 dxAJ『 = 
- 1 m/s 和 dy/(\t - -5 m/'s . 质沒在通过 A 




微分法 

(5, 12) 时 M 原点的距离的变化率是 多少？ 

3 ft . 移动的影子 -位6英尺离的男子以5 n /* 的 
速率朝典地向16英 M 的街灯行进，他的影子顶 
端移动的速率是多少？ 4他距商灯的基底〖0英 
影子长度的变化率是多少？ 

31- 另外一个移动的彩子 一蠤灯从50 英尺 高的灯 
杆顶端照射.-个球从踔离灯杆30英尺处的聞 
样髙度卜落（参见附闬）.1/2秒后球的釤子在 
地面上移动的速率是多少？（假设球在 i 秒内卜 
落的距 离为， ) 



<不陌比例) 


32. 运动汽车 的鑲偉 你正在距离赛车道〗32英尺 
的矜台对汽车赛摄像，跟踪一辆1〔速为 
I 8 0 mi / h ( 2 64 AA ) 的赛轧 当赛车经过 你的出 
前方时，摄你机角度61的变化率是多少？半秒 
钟后 P 的变 化率是 多少？ 

掁像 f/L 

/ I132 ， 

_Zj 

贵车 

33* »化的冰届直径为8英寸的球形铁球由-层 
厚度均匀的冰层包围.如東冰以10 biVmin 的 
速率融化，当冰层的厚度为 2 英寸时它的厚度 
减少的速乎是多少？冰层外部表面积减少的速 
中是多少？ 

34公 路巡逻 公路巡逻飞机在地面直线公路上3 
英里的髙度以120 ml/h 的恒定速度飞行.驾驶 
员看见一辆迎面驶来的汽车 T 并用雷达 测定这 
时从飞机到汽车的视线距离为5英里，这个视 
线距离以160 mi/h 的速率减少.求汽乍沿公路 
行驶的速率. 
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35. 瞻蜿物 的影子 当太阳 在上1:经过头顶时， 8 C 1 
英 KA 的逹筑物在地曲[:的影子达60英尺+这 
时太阳光线同地面形成的角度0以 t ). 27 Vmin 
的速牛增加.违筑物影子 长度絨 少的速率纪多 
少？ （ iti 住使用孤度，用 in / min 灰小答案.准 
确到十分之 +) 



光 步行者4和两人步行在两条百交的大銜 I 〉 
4以2 m / S 的速度走向十宇路口； 以 I nvS 的 

速度#离十字路□(如附阁所示）气七 ftfli 
离 I 字路 〖 ：[分别为10 m 和20 m 时角 il 的变化 
率是多少？用度/秒表示答案.准确到度. 



37.棒球运动员棒球扬是边长为 90h 的土方形场地 
一名运动员以16 ft/ S 的速率从一垒跑向—全， 

U ) 当运动员距离一垒30 ft 时他 M 牟的跆离 
的变化幸是多少？ 

( b ) 那时角0,和内（见附图）的变化率是多少？ 

( c ) 运动员以 】 5 ft/ S 的速率滑进二垒.当运动 
员鼬及 二垒时 ff , 和办的变化率是多少9 

二查 

坤 A /、 运顧 

三垒$ 垒 

1 

本垒 




IS2 _ 弟 j 幸 

38•航船 两艘 船从点 O 沿两条构成120°角的航道 2000 码). 般遇的航速为21节当 fM =5? f 和 

驶离. 船4的航速为14节（涅/小时，1 ® = fW =3 渖时.两*船离开的速串邊多少^ 

3.10 线性化与撖分 

某些 情况下 我们可以用比较简单的函数通近复杂的函数，这样的逼近对于特定的府用问题 
足以达到要求的精度，汴且更易于处理.这一节讨论的通近函数称为线性化，它们是违立 ft 切线 
基础上的.其他的逼近嘁数（例如多项式）仵第8章讨论. 

我们引进新的变 量士和 dj , 把它们称为微分，是把莱布尼茨的导数记兮办 /, Lt 作为真 it -: 比 
值定义的.我们利用 办佔汁 测*误差，由此对链式法则 U . 5 提供一种严格的证明. 

3. 10. 1线性化 

iF 如从图 3. 49可以看出的那样，曲线 r = / 的切线 fr : 切点附近 H 曲线接近.作叻点两边的 
小 K 间上，沿切 线的？ ■值给出曲线上 y 值的充分逼近.通过在切点放大两种图形.或#仵切点的 
I 坐标附近査看 /(*) 及其切线之间的差值表，我们观察到这种现象.这种现象不是抛物线所独 W 
的 ； 每一个可澉 函数曲 线的局部特性都同它的切线相近. 



0.8 0.997 

在所不的 整个; (区间 切线问 曲线非常接近 M 线同曲浅更接近.计9机屏*在 


这个间上区分+出 M 线和曲线 

图3. 4 9在函数为可撤的点附近越放大图形，闬形变 m 越平坦，并且越显现同切线相似 

一般说来，在？=/(*)是可微的点* = «■，/的切线 
通过点 （ a , 见图 3.50), 所以它的点斜式方 

程是 

y =/(«) +/'(«)(* - a ) 

因此，这条切线是线性函数 

L(x) =/(a) + /'(a)(x-a) 

的图形.只要在这条直线保持同/的图形接近的范围内，围 3. 30 r =/ U ) 在的切线是直线 
iU ) 就给出对 /(*> 的充分遇近. L { x ) =/( a ) + f ( a )( I - a ) 






逼近值 

实问值 

1 实阮值 - 近似值 1 

/L2^1+^y=1. L0 

l .(N5 445 

<io - ： 

/T05-l +^ = t,025 

1.024 695 

<10' 3 

^17005 ^1 十 () ^ = 1.002 50 

t . 002 497 

<10 


不要从前面的计算中引起误解，以为凡是用线件化得到的结果就比用计算器得到的结果更 
奸.实际上，我们不可能利用线性化求出某个特定的平方根.线性化的功用在于它能在整个值的 
区间上用更简单的公式代替一个复杂的公式.如果我们必须对于接近0的*讨论 v / TTT , 并 R 容 
许包含小的误差，那么可以用1 + U /2) 代替. 自然在其后需要知道存在多大的误差.关于误差 
的估计在第8章作进一步讨论. 

正常情况下线性通近在离开逼近的中心损失精度.如图 3.51 的暗示，逼近 + U /2) 
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第 3 聿 


仵* =3附近的有用性可能太趋. 4:这一点上，我们恶要用仵 * =3的线性化. 

例2求 /(*) = ,/ V ^ fy . x =3 的线性化. 

解求作 u =3定义 /■(*) 的方程.由 _ f _- 

IO) =2 ， f(3) = |(i +I) ■: = j- 

2 ..3 4 

我们右 A (^) =2 + ^ J + f - _ 

rt > = 3,2, 例 2 屮的线性化给出 


/TTT = ATT2- = = >.250 . 0.800 = 2.050 


它 M 实际值 v ^2-2.049 39 之差小于 T 分之一.例 1 的线 
性化铪 :li 


/i + r = /I + 3. 2 == ] + 3 -^ 2 - = 1 + 1.6 = 2. 6 
这个结果的误差超过25%. 

例3求 /(d =«»1在 1 =1 1 /2的线性化（见图3.53) 
解由于 /( ir /2 ) = t；(is ( tt /2) =0, fix ) - - sjn I 以及 
/'( tt /2) = - sin ( tt /2) = - 1 , 我们有 

f ( x ) = f ( a ) +/'( a)(s - a ) 

= o + C - 1 ) 卜 _ f ) 




阁 3.53 f(x) = ro* ：r 及其在 
: f = TT/2 的线性化的阁 
形，在 1 = tt/2 附近 
cm -j + (ti/2M 例 3) 


对 T •根函 数和幂函数的-个重要线性逼近是 

(1 +1 )* = 1 + i T “接近0, A 为任 意数〉 

(见习题 15). 这个逼近对于足够接近零的 * 值是很好的逼近.它有着广阔的应用.例如，当 
很小时， 


AT 7 = 1 + ys : (k = 1/2) 


r-^ — = ( 1 - *) "' == I + ( - 1) { - i) =1+1 U=-l , 用代换 *) 

1 - X 

^1 + 5/ = (] +5/)" - I + y(5r j ) = I + |V {k = 1/3, 用 5 / 代换幻 

= (1 - /) M - 1 + (― +)( - V ) = J ^ y ^ ： 1/2,用代换 

3.10.2 微分 

有时我们用莱布尼茨记号 办 /h 表示 y 关于 a 的导数. 间办 /dr 的表象相反，这个记号不是 
一个比宇现在我们引入两个新的变*心 和办， 它们具有这样的性质，如果它们的比率存在， 
这个比韦就等于导数. 


定义令>=/(4是可微函数 ，黴 分心是一个自变量，微分办是 

dy =，⑷心 




撖分法 


不间于 A 变董 d *. 变 ltdy 恒为因变 M . 它 M 时依赖于*和也.如果对 d * 给出特定的值，而 
*足凼数/的定义域中一 个特记 的数，„ 

邵么这两个值确定 dy 的数值. 

例4 

(al 设 y = ： t 5 +37；,,求 dy . 

< b ) 求办在 *= i 和 < b =0.2 的 ffi , 

解 

( a ) dy = (5 / +37)( b . 

( b ) 在 dy 的表达式中代人: v = l 和 
< h = 0 . 2 , 得到 

fly = [5 • 1' + 37)0. 2-8.4 ■ 

微分的几何意义如图 3.54 所示. ' 

令*=»， Jj : 设 da = AK . 7=/(*)中相应 
的改变为 

^7 = f{a + 6 x ) - f { n ) 

切线 t 中相应的改变为 

AL = + D - 1(a) - /( a) 



气 dr 忠中的微小改变 a.f_ U 
性化屮抝^的改变恰奸圮山 


54 在儿何 匕谳分命是当改变 d * = & 
时在/的线性化中改变 At 


就是说，/的线性化中的改变恰好是当 
变如 时升髙或降低的量. 

若心_0,则微分 dy 同微分心的商等于导数 /’( 


»■/’（《)[ (a + (li) - a] -/(a) = f '{ a)Ax 

n +"li L (垂) 


和 如=心 时微分 dj •的值.所以， d ? 代表切线在:》改 


内为 


d r +心= fix ) = ^ 

有时用记兮 

d / =/'(*) d * 

代替办 =/’（*)<!*. 称为/的微分.例如.若/(：0=3* : -6,则 
Af = d(3* ! -6) = 6* At 
每一神微分法公式有其相应的徽分形式，例如 

d( t* + v) du dv u d(sinu) 

S + 石或 = 

相应的微分形式为 

d( u + v ) 二 dti+dr 或 d( sin ii ) = cos w du 




洌 5 


{ a) d {tan 2^) =sec" ( 2x)d(2x) - 2 sef 2 2jc dx, 

(… d ( x j - (太 + I ) tU -x d(x + 1 ) x dx + dt 




U + 1): U + l) 2 ( r + l) J ' ■ 

3.10.3 用微分作估计 

假定已经知道可微函数 /U) 在点 a 的值，我们想要预测从点 a 移到邻近点 a +<U 时函数值有 
多少 变化. 若 d* = Ai： 是很小的量，则从图 3. 54看出 Ay 近似等于微分 dy, 由于 

/( a + it > = /(a) + Ay 

微分逼近给出 

/(a +■ di) « /( a) + dj 

其中 dx = Ax . 因此逼近可以用于在 /( a ) 为已知和如是很小量时计算 /(a + it). 
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弟 J 聿 


df ^ 0.1 


例 6 M 的半衿，由《 = 10 m 增加至 10. 1 m(RLffi3.55>. 利用 <U 估计阒面积 >1 的增加愤. 
估计圆扩大启的面枳，并 IL 比较估计面 积和鬪 的实呩 闽积. 

解由估计阓面积的增加为 
dA = /TCa)dr = 2 tt « dr = 2 tt { 10)(0. 1 ) = 2 tt m' 

闪此， 

4(10 +0- 1) ^ A (\ Q ) + 2 tt = :(10) J +2 tt = 102ir 
f liti 的圆的面积近似等于 102^ m 1 . 

岡的实际面积是 

A (\ 0 . 1) = tt (10. I) 2 - 102. OIti tn 
佔计的误差为这个值耽是差 i 4 -fR ■ 

3.10.4 微分暹近中的误差 

设 /( 幻在 pa 是可微的并轧假定心=&是 r 的增 M. 

我们有两种方法描述当: c 从 a 变为《 +仏时/的 改变： 

实际改变： A/ 1 =/(« +公） -/(a) 



A <4 ™ dA = 2 ltd iSr 


nn.55 ，&与 a 相比很小时（像 

dr = a 〗和 《 - 10 的悄 
m , 微分似 =2 ir « 心洽 
出估计半径〃 u + rk 的阌 
面积的 一 种方法 （例 6> 


微分估计： d /=/'( a)ii 

凇对 紅的逼近程度如何？ 

我们用度量逼近 误差： 

逼近误差= ^ f ~ d /= Af-fMAx =/U + h ) -/ U ) - f ( a)Ax 




- ( / < a + > . ? -/s-i _， (a) ) ■ 仏 … & 


当如 — o 时，差商 

/(a + _4^_)_ 

趋近 r ( a ) (回忆 尸 （ a ) 的定义），所以括号中的童变成非常小的数（这是把它称为£的原闪）.事 
实上， 当时 d . 当很小时逼近误差变得更小. 

Af - f '( a ) sAx 


虽然我们无从确切知道误差小到什么程度，并且在第8章之前不可能在这个问题上取得更多进 
展，但是在这里仍然有重要事实值得指出，那就是公式所取的形式. 


JP=/(x} 在 = a 附近的改变 

| 如果 7=/U ) 在是可微的，并且 * 由 a 变为 a + Ax. 那么/的改变 Ay 由形式为 
Ay =/ f (< i)Sx 

I 的公式给出，其中当时 g—a ___ 


我们从例6中发现 

= ir (10, 1)' - tt (10) 2 = (102.01 - I 00 )it - (2 tt ^ O . OItt )^ 2 

■>— ' - - - ' 

cW 

所以逼近误差是 AA -dA ^ fi-Ar =0. Olir 而疗 = 0. Ol^r/Ar =0 + 01 tt /0 + I =0. Itt m . 
公式 （1) 使我们能够正确地证明链式法则. 



微分朵 
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3.10.5 链式法则的证明 

我们的 FJ 标在十址明.如果 /(“） 是“ 的可微阐数和 u =g〈a:) 是 i 的可微函数，郎么复合喊数 
7=/(8(4)是*的可微 函数. 更确切地说，苔 g 在％ 是可微的和/在是可微的，则复合闲 
数在\是可微的，叶有 


裝 | =/ X \>) . 〆 (〜> 

令心是 x 的增量， A “和办是“^ 7 相应的增量+府用公式 （1) 得到 

Au = g f { x 0 )Ax + + 

其中丐 A^-0 时 A -办 同样， 


^7 = f f ( u m)^ u + 二 {/ f { u c ) + e 2 )Au 

其中当 Au-^0 时 a —0. 同时注意，当 0 时 0. 结合和 Ay 的等式得到 
=(尸 K) + &)(〆（〜）+ ^,)-1* 

所以 ^=/'( u 0>^(^ o ) +/ ， (^) fi l 

由于当仏趋近芩时 A 和&趋近零，上式右端 3 4 项屮的3项在极限下为零，保留 

£L i ㈢ =/，( o ， u > =/ ( (^^)) 

3.10.6 变化的 R 敏度 "* 


■ 


公式 d/= 尸 U)ck 表明，对于不同的 * 值在输人变化时输出变化的灵敏性如何./•在1的值越 
大，给定变化 d* 的作用也趑大.当从点 a 移向邻近点 a+t k 时，可以用 H 种方式描述/的变 化： 



丈际價 

怙计值 

绝对变化 

w( a + djf) - /( a ) 


相对变化 

AL 

JU ) 

fio ) 

W 分数变化 


/^ xlM 


习® 3. 10 

在习题 1-5 中，的线性化 i (： o . 

1, /(x) = x 1 -2 x + 3 , a =2. 

2. f ( x ) = vV +9 ， a = -4. 

3, /(i) =x + + t a = 1, 

4. /( x ) =^/ x T o - -8. 

5^/( x ) Btan x t « s tt , 

6 .在的常用线性暹近求下列函数在 r =0 的 
线性化： 

[ft}flin x . ( b) cos x. (C J tan i. 

(d) e\ (e)ln ( 1 +Jt). 

在习题 7 〜 14 中，需在包含给定点 & 的区间上 
用函数的线性化代替函数.为了使后面的工作尽可 
能简单，不要以％为中心求线性化，而是用一个接 
近的整数太= 0 的点为中心，在这个点容易计算给定 


函数及其^数的值.在每題中你使用什么线 性化？ 
7./( t ) = j ： : +2 x , ^ =0. 1. 

^• A x ) =欠' t。=0. 9. 

9. f ( x ) =2x 5 +4 x -3, t 0 = ^0. 9. 
m . f { x ) - [ +*, x 0 =8. ]h 
11./( j ) - l / x , Jf 0 =8.5. 

^=1-3. 

13. /( x ) = e' T t x 0 = -0. 1. 

14. /( j ) ^sin _ t i t x 0 = if /\ 2 . 

15 -证明 /U)=(】 +幻*在 1= 0的线性化是 
1 + kx . 

利用线性逼近（【〜1 +心求函数 /U) 对于 

0附近的1值的 逼近： 

fa )/ C ^) = ( 1 - j ) 6 . ( bJ / Cx ) = — ^― 

1 -x 




54. 估计建筑物的离度澜里 M 站在距离建筑物地 
基 30 英 K 的地方，测量出建筑物顶端的仰角为 
75°, 为使建筑物 钚度怙 计的百分比误 差小于 
4%,仰角的测量必须达到怎洋的精度〃 

55. 容差正圆柱体的髙度和半径相等，所以阆柱 

体体积为 V = 要求计算体积的误差不超过 

实际体枳的1%.求在/ * 的测童中能够允许的 
最大近似误差，把它表示成 ft 的百分数- 

56. 容差 

[W 在澜量 10 米高的圆柱形贮藏補的内径时. 
必须达到怎样的精度才能使计算捅体积的 
误差不超过实际值的1%? 

( b ) 在测量桶的外径时 T 必须达到怎样的精度 


35, y = tan ' 1 ( ^ x7 ) r 36, = cot _ L ( — J + coe " 1 

37» y — ser " L ( e ~ T ), 38. y = f ^ " 上 1 , 

在习题 39-44 中，每个函数 /U) 当: t 从 ~ 变 
化为％时改变值.求 

(n) 变化 紅=/(气 +如） -/U); 

(b) 佔计式 WUJck 的值； 
(<0逼近误差|4/'-吖1- 





39. /( I ) = 1 J + 2r , = 1 1 di ： =0. 1. 

40. /(x) =2x 1 +4x-3 t x 0 ^ - 1, dx=Q. 1. 
41 t /(x) =x^ -x, % = 1 T tii =0. 1. 

42, / U ) x 卜 1- 1. 

43, /(sr) =x ' , x 0 -0.5, dx -0. L 
44*/(x) -x y —2x^3, x 0 = 3. dt = 0. U 
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( c )/{^) =^==- ( d )/ U >= / 2 + x f . 

(«)/(*) =( 4 十 3 ； 0 _' 

(咖 n 
n. 比计算器更快利川逼近 （ i + ； o A 〜 i 佔 if 
K 列值： 

(a)C].0002) s, . (b) yi ； 009. 

18, 求 /(“二/^^ + ‘：在^二^的线忡化它 
M 两个笮独的函数和 sin t 在的线 
性化有什么关系？ 


在习题 19 〜 38 中， 

求 fW. 

19. y - jc 1 - 3 /x. 

20 ■” 戈 ■/] -x\ 

2t, y ， 2x 2 . 

22, y= 

i +x 2 

3(1 4^) 

23, 2y l/2 + - a ： = 0. 

24. xy^ -4x^ - r -0. 

25. y = sin {5^Jx ). 

26. y = ros ( * 3 ) ► 

27. y -4 tan ( jtV,T . 

28. y - ser ( x 2 - l ). 

29*/= 3 esc ( l -2 壮 ）. 

30. y = 2 cot | ~J. 


yLy^xt\ 

33. y = In ( l + j 3 ). 

M -)= ln ( 岩 ) . 


第幸 


在观奶 -50 t 写出用于估汁所给体枳成及面 
枳变化的做分公式. 

45* 、球的 半衿从~变为 + 心时体积 r = 
(4/3) tt ^ 的变化 

46 . ^ :，方体的边 K 从^变为 * u +心时体 m r = / 
的变化 

47* ，立方体的边 K 从％变为 心时衣 面积>_ = 
6x 2 的变化. 

48. 气 正阓锥体的 f ■径从「,，变为~ + 士而典度+变 
时倒面枳 S = irr 

49. 脚柱体 的平径 从~变为 r fl +心而岛度4、变 
时体积的变化+ 

50. 3正阀杵体的髙 度从心 ^ %} h n + dh rffit : 柃+ 
变时側面积 y = 2^rii 的变化. 

51 . [ Ml 的 t 拉从 2.1 XJ m 增加到 2.02 m . 

( a ) 估汁阒 面积的变化. 

( b ) 把怙值表示成振有阓面积的白分数 

52. -棵树的百径为10英于.在卜-年.树的阒堝 
增加2奂寸.树的直轻大约増加多少‘？树的錢 
面积增加多少？ 

5 3. 估计体积估计®柱简讨料的体枳.筒 ffl 30 英 

半径6英寸，厚 0 J 英寸1 
0,5 m 
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才能使计算油漆桶面所需油漆置的误婷小 
超过实呩倌的5%? 

S?. 铸進* ifi 铸币商承包为联邦政府铸造 歧币. 
如采限 制硬币 ®S 的误差不超过細准I [霣的 
1/1000,硬币半径能够容许的 变化办 是多少 •; 
假定硬币的序度不变. 

*»• 利润率某 * 制造商销 ff* 件产品的利润申 ; (J 
P(x) = imxrr^ 

1销售产品由 * = 145件改成 ;t =〖50件时，估 
计 P 的变化 W 变化的 ff 分数. 

59. 飞行活动对心脏 的彩响 A： 心室是心脏 輸送血 
液的卞.腔.它作的功由公式 



给： H , K 中 （ P 足每笮位时间作的功， p 是乎均 
rtUMi , v 是巾位时间输: fi 血液的容积，<5是血液 
的取量密度， r 是流出血液的平均速度，貧是重 
力加速度. 

，尸， V , S 和"保持不变时， IP 成为裏的 
阐数，公式具冇简化形式 

w ~ a * («.* 是常数） 

如果你是美 B 宇航局医疗队的名医生，需要 
r 解皮对于由飞行活动引起的 f 的明显变化所 
；1有的敏感性， rt (且这 .■点取决于《的初始價. 
作为调査工作的一部分，你决定对比月球上和 
地球上同样的变化如对 r 的影响，在月球 L: 
ff = 5.2 ft/ s \ 而在地球卜_於=32 ftA 1 . 利用上 
闹的简化公式求挪时和挪狀的 比值」 

60. 激量重力加迪度通过控 制温度 使时钟的摆长 L 
保持 不变.这时摆的周期7•取决于重力加速度 
e - 因此，当时钟从地球表面一个地方移到另一 
个地方时.摆的周期随着 g 的改变 m 有轻微的 
变化-通过记录 i7", 我们可以从表示 r, 客和 
L 关系的公式 r=2u( /々）“中怙计互的变化. 
(a> 保持 i 不变和以 甚为自 变里，汁算 d7 ■并且 
用它冋答 （b) 和 （c) 中的问 
(bl 如果 s 增加， r 随之增加还是 减少？ 摆钟的 
走动加快还是放慢？说明理由. 

( c ) 摆长为 100™ □的时钟， M ?=980 cm / s 1 w 
地方移到一处新位置.这使摆周期增加 
dr = 0 001 s . 求 dg 并估 if-g 在新位置 
的值. 

«•测出立方体的边长为10 ™， 误 s 为1%.用这 
个 测康值 计算立方体的体积.估计体积汁算中 
的百分率误差. 
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«■ 为保证 it •算正方形面积间实际面积之羌+紐 a 
2%.对边长的测置应保持怎样的楕度？ 

63. 测 fli 球的 £f 径为100± I 汴用这个测 爾值计 

算球 的体既 估计体枳计算中的 R 分率淇差. 

M. 如果限制 if ■算珅体体积的误趋+超过3%,怙 
计测* 球体 H 径 D 能《容许的百分率 误差- 
65.线性化*最佳线性壜近（这是我们使 川线忭 
化的原 W.) 假设 r=/(d&*=a 是 (■! ■微的，并 
且发 （*) =m<*-u) +r 是线 件函® ,其中 m 和 
r 为常数.如果误差 £U) =/(*) — yd 在. 
邻近足够小， "J 以设想用 * 而不用线性化 
/-(.O =/(«) +/‘（<■)<;< -u) 作为 / 的线件通近. 
ilH 明： 右对《加丨_.条件 

(1)^(0) =0( 遇近误差在 1=0 为零） 
( 2 >4 =0( 误®同 1 - n 比较是 01 以忽 

略的） 

6II|y(x) =/( 0 ) +/'(«)(*-«)• W 此.作 
性化 /.U) 给,45唯一的线性逼近.它的误无在 
J 二《 为冬. 而同 J - a 相比是可以忽略的 

线性化 LU): 另外…个线 

)■ = f{a) + f\a)ix - a) 忭逼近 HU). 

\ > - mix - a) i- c 



«»* 二次通近 

(a) 设二 Aa+lfi-a) 是 

/( = ) 在:的二次適近，满足条件： 
( i ) P ( a ) =/ U ) 

;f{a) 

确定系数~. 6, 和心 
(«>)求/(戈） =1/(1 在 *=0 的二次逼近. 
o (C) 画出 /(W =1/(1 -；0及其在的二次遥 

近的阄形.然后在点 （0, 1>放大这两个图 
形1说明从阁中见到的情况. 

El (d) 求 y r ) =i/；r 在 i = i 的二次通近. 

画出 s 及其二次遏近的罔形 T 说明从囝中 
见到的情况1 

O 求= /TT7 在; ir=o 的二次遏近. 

画出 A 及其二次逼近的图形-说明从图中见 
到的情况1 
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⑴在⑶）， （ cU 和 （ e ) 中， /, g 和 A 在各自点的 
线性化是什么？ 

67* 2 X 的线性化 

U ) 求 /( 幻=2^在1=0的线忭化.然后对它的 
系败舍人到两位小数. 

eg [b) 一起绘制线性化和函数对 T - 3在； C 在3和 
-I 分在1的阁形. 

^ log 5 x 的线性化 

( a ) 求 / U ) = lofo * 在 ; c = 3 的线性化，然后对它 
的系数舍入到两位小数. 

n ( b ) 在窗口 ◦矣;^在8和2矣 y 有4 一起绘制线性化 
和逆数的 阳形， 

计算机探究 

在习题69~74中，用一种 CAS (〖 十算机代数系 
统）估计在指定的 K 间/上用线性化代替函数产牛 
的误羌的大小，执行下列处理步 W : 

( a ) 绘制涵数/在/上的形. 

(b) 求函数在点^的线性化 L 

3.11 双曲函数 

双曲函数由两个指数函数和组合时成.双曲函数使许多数学表达式得以简化并11频繁 
出现在各种数学应用中.例如双曲函数被用于计算悬吊在两个支架上的电缆（如输电线） 的张乜 
这一节对双曲函数及其图形和导数作简争介绍. 

3.111 定义与恒等式 

双曲正弦函数和双曲余弦函数_表3.2中前两个方程定义.表中同时列出双曲正切1双曲余 
切、双曲正割和双曲余割的定义.像我们将会看到的那样，双曲函数同三角函数具有若 千相似 
性， 双曲函数是仿照二角函数命名的. 

记^ ⑽ h ： t 通常念成 “ kosh /, 与同韵； dnht 按 " cinch * ”拼写读音，与 " pincli ， 同 
韵. 

双曲函数满足表 3.3 中的恒等式.除开符号上的差别外，这些恒等式同我们所知的三角闲数 
恒等式类似.双曲函数恒等式由定义直接证明 T 如第二个恒等式的 证明： 

2 sinh x cosh x = 2| - —^ — )( - ~^ — ) = - ~ -- -■ - = sinh 2x 

其他恒等式由同样的方法得到，即在双曲函数的定义中进行代换，井利用代数运算.像很多 
标准函数那样，双曲函数以及它们的反 函数很 容易用计算器求值，计算器有实现这种计算的特 
殊操作键序列. 

对于任何实数“，我们知道带有坐标 （cos U , sin u) 的点位于单位圆+/ = 1上.所以有时 
把三角函数称为圆函数.由于第一个恒等式 

cosh^u - sinh 2 ii = 1 

(在表 3. 3中用 tt 代換: t) ，带有坐标 （ccishu, sinh O 的点位于双曲线/〜 ▲ 1的右支上.这是 
双曲函数得名的由来. 


( c ) 在 幅 囝上一起绘制/和 £• 的阁形. 

M ) 给制绝对误羌 i / u ) - L ( x ) 1在 mmi 形 
并 - ft 求它的最大儐. 

|*)从（(0的图形中，对6>0作出■个尽 nj 能 
大的估 if , 使得对 T f =0.5,().] 和 a ⑴ 


I: 一 <il<5 ^ l/(x) - 1.( x} \ < f ： 

然 G 从田形 k 柃验你作出的 
正确. 

69,/( x) =x^ +x 2 -2x. [ - I , 2 ] t a - 

m 灿总， [4, 1 卜 4. 

Tl./U) =x' r '(x~2), [ -2, 3；, a =2. 

72,f(x) - fx -sin I, [0, 2u] , a - 2. 

73-/(*) = t 2', ：0, 2 J , o = l . 



3.11.2 双曲函数的导数 

6个双曲函数是可微函数 e ■和 e * 的有理式组合，在它们有定义的每个点存在导数（见 
表 3 . 4 ).这是三角函数的另一个相似性. 

这些导数公 式由/ 的导数 推出： 

£(sinh «) = £ ( E * ) (sinhu 的定义） 

_ t^6a/dx + e ^da/dj 
= ~~~2 '^ 


( e B 的导数） 
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这给出第一个孕数公式 . i 十箅 

- 7 - ( f：srh u ) = \— ) ( u 的足 ； iO 

dx dx \ smh u/ 


_ — coali u <lu 
sinh 2 u 


\ cosh w di< 
sinh u sinh u rU 


(商法则） 

(凋幣项） 


= -rflfh u rnth u ( rsch tt fll roth u 的定义） 
dx 

绐出最后一个公式.其他公式用同样的方法推 ft 
例1从表14,求导数 

- j - (tan h \f \ + ? ) = sech 2 J\ + T * + t 1 ) = — _ se(V v’l + /■ 

iU /l + r 


3.11.3 反双曲函数 

6 个基本双曲函数的反函数在积分法中是非常有用的（参见第 7 章）.由 r dCsinh x)/,\x - 
cosh^>0, 双曲正弦是I的增函数.它的反函数记为 
) - sinh 'i 

对于区 N-® 屮的每个文值， J = sinK 、的值 是一个数*它的双曲正弦为 I y = qnhrv 和 

y ^^ mh -' x 的阐形显示在图 3,56a 中. 

滅数 y = 不是一对-函数，止如可以从表 3. 2中它的阁形«出的那样.但是.如果限 

制: ^0. 函数 yicosh、 成为一对一的，因此存在反函数，记为 

y = ('osh _1 .t 

对十每个； r>I 的值，^的值是区间0矣) <* 中的一个数，它的双曲余弦为1 v = co,h 
x^O ^\y = c^h l x 的图形显示在图1 56b 中， 

像 y = ⑶ S h X —样，函数 7 =附^： 1 = 1/咖^ 1 ：不是一对一函数，但是如果限制 J 取非负值. 
那么 >- se a^ 是一对一的 T 故有反函数，记为 

y = sech "'x 

对于区间 （0. 1] 中的每个1值. y = seth \是一个非负数，它的双曲正割为*. > -sedi . t , ^^0 
和/^^以 ] r 的图形显示在图3.5&中. 

双曲正切、双曲余切和双曲正割在它们的定义域上进 对 一的函数，因此 存在反 函数. ill 为 



图 3.56 I 的反双曲 | F _ 弦 . 反双曲余弦和反双曲 E 割的囝形.请注意它们关于直线的对称性 
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3-11-4 有用的恒等式 

我 们用表 3. 5 中的恒等式在只给出 ™ 8 h sinh 
tsch -' ilflcroth -' jt 的值.这几个恒等式直接由定义推出. 
如，若0名 *= S 1, 则 


:的计算器上计算 sech 

* 3.5 


sroh (cosh 




™ 9h (一 .(+)) (I) 

所以 ⑽ h . ■(士 j = 3 ech - 、 

W 为双曲正割在 K 间 （0. 1 ] 上是一对一的函数. 

3.11.5 反双曲函数的导数 

我们将会看到，反双曲函数的主要用处是在积分 
法中使表 3. 6中的导数公式反演为积分公式. 

对于 tanh 、和 co th V 的导数公式分别加上限制 
UI <1和 UI >1,这是源于对这两个函数取值的白 
然限制（参见图 3. 57 a 和 b ). 当我们把导数公式反演成 
第5章表 5. 7中的积分公式时 .| U | <1和 UI >|之 
间的区別是很重要的. 

在下面的例2中说明如何求反双曲函数的导数，其 
中要计算 ( Krmh — Wd *. 其他反 叹曲函 数的导数用同 
样的计算得到. 

例2 证明： 若《是*>0的可微函数，则 


d( rosh 


d( tanh ' 
dx 

d ( ccrth ~ 


tK W 
du 

d ( nsch - 


6 反双曲函 tt 的导败 


_ / rr ^" ^ 

)_ 1 du 

I _1 du 

-^ 1 I 

1 - u 1 fl* ' 

I - du/cb 
u J 1- u z 
- du/di 

I A'lu 2 十 




(cosh' 


-石 


解首先，对 /( Y ) = co 3 h JC 和 / l ( A ：) = CO sh 应用定理4，求} 
由于 cosh ^的导数在 I >0时为正，所以可以应用定理4 : 

c / " )，( l ) Vv ^» 


:对于 的导数, 


(定理 4) 








习® 3, 11 

在巧 题】中，毎题给出 s inh* 或 lWix 的 
个值.利用定义和恨等式 v^Wx - sinh 2 i = 1 求其余 
5 个双 曲函数 的值 . 

3 4 

I. sinh x = - —. 2s sinh i = —. 

3* comH x = r i >0. 4 - coah x - i ^ 0* 

在 >_1 题 5 〜 ]0 中，通过指数函数敏笱表达式， 
并且尽可能简化结果 - 
S.2 ™h(lm). 丨 sinh(2 In r )」 

7. cowh 5x + sinh 5x. 8. cosh - sinh 3ar. 

9. ( sinh + cosh x ) 4 . 

10. In ( nosh x + sinh x) + In ( cosh x - sinh x). 

II . 利用悄等式 

»inh( x ■*■ y) - sinh x cosh y + cosh x siah r 
cosh( r + ^) = cosh x cosh y + sinh x sinh > 
iE 明 

(a) sinh 2x = 2 sinh x cosh x. 

{ b) cosh 2x = cosh 2 r + sinh ! ar. 

12. 利用 roah x 和 sinh : t 的定义证明 

cosh 2 jr - sinh 2 x = I 

在七题 13-24 中，求 y 关于相 应变 * 的导数 . 

13, y = 6 sinh 14_，= + sinh ( 女 1 ), 

15- y = tanh Jr. lfi- y = t 2 lanh —. 

17* 7 = In (sinh z). 1& y-\n ( coah z). 

19. t - eech &{ 1 - In sech 6). 

20. ) = csch 1 - In esch &). 

21. y = ]n cosh v - tanh 2 r. 

22* y - In sinh ^oth 2 t- 


23. y = ( x 2 + I ) ,^prh < In i). 

(提 示： 在求导数之前，用指数函数表〜扦 U 
化简 -) 

24. r = {4 j 3 - 1 )t:sch( In 2i), 

在习题 25-36 中，求.》关于相应变置的导数. 

25. )- = sinh " '-/x. 26- y - no«b " '2 /x ^ \ . 

27. 7=U -0) wnh _l tf. 

28. v = ( ^ +20} tanh'tfl + l). 

29* y = 1 I - () ctAh l Jr. 30. r - {i - i' ) coth ' i. 

31. j = ro» " 1 Jr - J：rtWrh 1 j：. 

32. v = In x + J~\ ~-x sech " 1 X, 

33. y = cwh ■ (+) ■ 34*y = psch _I 2 tf r 

35. j = sinh " l ( Un *). 

J6. y = oosh ' 1 ( ser j ) , 0 < * < it/2. 

当计算器不提供计算双曲函数的操作键时 T 仍 
然吋能通过如下面所示的方法把反双曲函数表爪成 
对数函数求它们 的值： 



利用方框中的公式以 fl 然对数函数表小题 
37^42中的函数值. 
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J 7, rtinh 1 ( - 5/12 ). 5 ft . mnh 1 (5/3). 

39. tunli 1 ( - 1 /2). 4 fl , mth 1 ( 5/4 ). 

41. set：h '{3 /^) t 4Z each '( - I //3'). 

«. kl: 明：加果阐数/记作个 KHI: 定义的关7、 
原点对称的函数（所以只要/在;^有定义，它在 
-i 就有定义），那么 

f(x} = u y ( \ /{x} 2 /( -幻 
然 riiil: 明 C/U) +/( - x ))/ 2 是偶函数， （/U) - 
/( -0)/2 是竒 函数. L: 述等式如何把〆冋 “h A 
和 ri^h x 联系起来？ 

从推泌 V 式 sinh _x =]n (；r + /f 5 + I ), -® <* < «. 

解释#川公式 eroia 前用 It 号向不用负兮的原 tH 
45. 跳伞如果质置为 m 的人体在箪力作用下从静 
止状态下落，当遇到 N 速度平方成正比的空气 
阻力时， F 落/秒后人体的速度满足微分方程 

Av , J 

m -^ = mg - kv 

Jt 屮 t JB 依赖于人体的空气动力学特性和空气 
密度的常数.（我们假定下落的时间足够短， 
空气密度的变化对结果尤明显影响 .） 

[a) 证明 


-Vr ,anh ( 7 f 0 

满足微分 方程和 / =0时的初值条件 r=0. 

(b) 求人体下落的极限速度仏 
(cl 对于一名体重160磅的眺伞运动员（叫= 
160), &以秒为时间单位和英尺为距离单位 
的典型值是 0.005+ 跳伞运动员的极限速度 
是多少？ 

46* 大小网位移成正比的加速度假设沿一条坐标 
线运动的物体在I时的位置为 

(a) .? =* cos fe/ + ^ ftin Ai 

(b) .T -<j cobH kt +b ainh kt 


证明在两种情况下的加速度 d 2 s / dt 2 都同 s 成正 
比，但是在第一种情况物体是向原点运动，而 
在第二种情况物体是背离原点运动， 

47-利用双曲函数的定义求下列每一个极限： 


(a) lim tanh x , 
{Cj lim sinh x. 
(e) lim spch x . 
(g) lim coth x . 
(l) lim csrh x . 


[b) lim tanh , 
(d) tim sink : 
f f) lim coth x , 
(h) lim coth x 


48- 利用隐式微分法和链式法则求3=™^、， 
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的¥数.而不诹在例2屮耶_利圯定理 
愚挂电％ SH* -根电墦（如电话线或者 TV 电 
缆） firti* 挂在两个支架 _b 屯掩毎中位 K 度卜. 
的歌 S J& 常数，它的*低点的水平-张力是长 
度为 W 的向 g. 如果在电埯所在的平®选择肀 
标系， * 轴在水乎方向， S 力垂直向下， lE.r 轴 
垂电沏的*低点位于 r 轴上的点 _v = 
H/«'< 尊见附耶么吋以通明电逯沿 k 曲余弦 
H , 

V = - ™sh - t 

的形悬垂.这样条曲线有时称为 e 曲线或 
再•憙鐽 《. 庐曲这个名称悬链线 （ r ^ narT ) 来两 
f U . 原意 XT 链•， （ rh H! „). 



la) 今 P(I, y) 表示电缟 h 的任意点，下面附阳 
ffi 示 ft P 的张力是长度（大小）为7•的向 g. 
以及在最低点>1的张力是 H. 证明电缆在 f 
的斜率是 



(bl 利用从 （a) 得到的结果以 及在/ ■的水平 
张力必须等于 W (电缆不 移动） 这个事 
实，证明 r= 町.因 ft， 在/ *( 1>r ) 的味 
力的大小恰好等于单位长电嫌的重置. 
50. (续习题 4 幻习@49附阐中弧狀的长度是 
(]/ 3 )sinh ax , 其中证明 P 的坐标叶 
以用 s 表示成 
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第 3 章复 习指导问顆 

1. 什么是函数/的汙数？它的定义域和/的定义域 
冇何乂系？举出一些例 

2 . 异数在泣义斜率、切线和变化韦中起着什么作用？ 

3. 在某些情况下，你所能得到的是函数值的表，这 
时如何绘制导数的 m 形？ 

4. ■个闲数在开区间1:町微的穴义是什么 ， 在闭 K 
间 i : 吋微的含义是什么？ 

5. 译数和单侧竽数有何关系？ 

6. 从几何上描述通常在什么情况下 m 数在一点没冇 
#数. 

7. 泌数在 点的可 微性同它在那 -- 点的连续性有何 
又系〔无沦怎样的关系 ）？ 

8. 中位阶 跃函数 


能否成为「<间[ -M] L 菜个其他喊数的导数？ 
T 以说明. 

9. 你知道哪些计裨守数的法則？举出一畔例7^ 

10. 说明卜面三个公式能使我们怎样求任何多项式 
的 导数： 


⑷心。 w . 


(b)^ (cit) = 


du 

dt 


fiu L duj du h 

H + … 


1L 在求有理函数的导数时，除开问题〗0中列出的 
个公式外，还需要 m 什么公式？ 

12. 什么是二阶导数和三阶竽数？你知道函数有多 
少阶导数？举出一柙例子. 

13. 指数函数〆的异数是什么？对于这个闲数如何 
比较导数的定义域和函数的定义域？ 

14. 函数的平均变化率同瞬时变化率之间存在什么 


关系？ 举 个 例子. 

15. 导数在研究运动屮是怎样出现的？通过考察物 
体沿直线运动的位置函数的导数，对于物体的 
运动能够了解什么？举出一些例子. 

16. 导数怎样出现在经济学中？ 

17. 列举导数应用的其他例子. 

认极限 J^((sin h)//i) 和 h-I )/A) 同正 

弦函数和余弦函数的导数有什么关系？这两个 
函数的导数是什么？ 

19* 一 □知道 sill JT 和 cos x 的导数后，如何求 tan I, 
rot*，serz 和的导数？这些函数的导数 
是什么” 


20.6 个基本：角喊数在什么点坫连续的？你足怎忏 
知进的？ 

21. 对于两个町撖函数的复合闲数.求导数的法抑 J 
M 什么？如何求这样个导数？ 举出 夂洌 

22* 参数化曲线: t=/(0 T >-贫（0的斜率屮/山的 
公式是什么？什么时候应用这个公式？ n 么时 
候还口〖能求士1/屯 : ？平出■呰例子. 

23. 如果 U 岳 r 的卩[撤 S 数，如何求 n 为粮数时的 
(d/ck)(«")? ^ n 为实数时加何求这个咩数" 
举出些例子+ 

24* 什么是隐式羝分法？什么时候苗要用它 7 举出 
一邱例子. 

25. 什么是 N 然对数闲数 U：r 的导数？如何比较这 
个导数和函数的定义域〃 

26-什么是指数闲数 a ' ^ >0 T fl 〆 ]) 的#数？ 
(*/ - I ) 外0的极限的几何意义娃 什么？ 
气《足数6时的极限是什么” 

27,什么是 \n gj x 的导数？对 T «有仃何限制叫〃 

2»-什么是对数 m 分法？举一个例子 . 

29. 怎样把 T 的仟意实数幕表 7T 《成 e 的对丁 1 
有何限制？这样如何异致对任意文数幕求傚分 
的幕法则9 

30. 用什么方法把特殊数 e 表示成一个极限？ r 准 
确到7位小数的近似值是什么？ 

31. 反三角由数的导数是什么？如何比较反=角函 
数导数的定义域和反=角函数的定 义域？ 

32. 相关变化率问理是怎样引起的？举出一埤軻子. 

33. 概述求解相 x 变化率问题的义 m 用一个 例子说明- 

34. 什么是一个 困数 /U ) 在点的线性 
为广使 /存在线性化，要求/在;*=<*满足什么 
条件？怎样利用线性化？举出…些例子 - 

35. 如果 a 从^移动到邻近值《 +心.如何估 if 町微 
函数 /U) 的值的相应变化？如何估计相对变化 
和百分数变化？举一个例子 t 

36. 6个基本双曲函数是什么？对于它们的定义域1 
值域和图形作出说明 * 使它们发生联系的郎些 
惧等式是什么？ 

37. 6个基本双曲函数的导数是什么？你从中看出 
同6个苺本二角函数有什么相似性。 

38- 如何定义反双曲函数？对 T 它们的定义域、值域 
和阁 形怍出 说明.怎样使用计算器用于 
sinh _ l ;c 和 tank _1 i 的操作键求 rsch 'i ff! 
c*oth " 1 x 的值？ 
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第3章实习习题 

4:4 題 1 〜 64 中，求闲数的导数 . 

- 0 . n $ x 2 + 0 , 25 X . 

2 t y =3 -0. lx' +0, 3x 7 , 

^y = x 3 - 3( j 2 + tt 3 ). 4 t y=x 7 +/jx - 

S , 7 = (i + l) 2 ( ^2x). 6^ y - {2x -5)(4 - *) _■ 

7.v = (^ +s «^ + l)>. 8 ■厂 (-i- 气 — 空 - 誓 ) 1 

9_ ( = -.y f — lo. ( _ _!_ 

\ + Jt 

11. > =2 tan 2 ;* - setr 2 x. 


: CSC' 1 ( ] -f + 3( 2 ). 


13. s ^ cnH*( 1 -2t). 

IS . r = ( wpc ! + tan i ) 

17. r = ，/ 20 ain 0. 

19. r = urn yf2M. 

21* y - -^-x 2 rsc —. 

23,， (2*) : , 24 ,y = ^ cac (* + l ) 3 . 

25, y = 5 rot x '. 26. y = x 2 cot 5x. 

11 . > =jc ? sm ? (2a： ? ), 28 ■厂 jc 3 sin 3 (t J )- 


iin (d+ /£f + ] ) r 
22, y -=2jx sin Jx. 


- HA ). 


30, j 


15( 15 卜 


.”( 志 ). 


33. j : 


34. y = 4* 






37, y = (2* + 1 ) ^/2x + 1 ■ 
58 . r = 20 C 3 x -4) L ^ 4 (3 i -4) 


39. r = 


㈤ 5 


(5 . 2 

4 L > =10 tr 

43 .丫+ ，乂， 

45. ^ - In ( siri 2 0), 

47 ，y = log 2 ( j :/ 2 )」 

49 .v = S , 

SI , y = 5 t 3 *. 

53*> = (^+2) ItJ . 

SS* y = sin " 1 %/l - u 2 , 0 


40. 7 = { 3 + « w 3 3 i )" 
42.y = j2 e Al . 

^,y=x l ^ 2/ \ 

46* y - In { ). 

4*. x = log 4 (3^ -7). 
S 0 ,y = 9 2f . 

52 •厂气 
54.^ = 2(111^)^. 



57, y - In l x. $H,y=z ron 1 z - - j: r 

59 - r = f tan Jn (. 60* y = (] + r = )col" 1 2t. 


vV - 1 - z > \ 


62, r = 2 ^/x -\ ^ " l Jx. 

63. i = rsr 1 ( seo 0) ， 0 < i» < tt/2. 


64* > = ( 1 + j 1 > e _ ' 

在 4 题65~?8中，用隐式微分法求 d r /dr 

65. xy + 2 i + = 1 . 66 . i 2 + jy + y J -5x =2. 

67. x 1 +4xy- ^ = lx. « 8 . Sx*^ + Wy^ = 15, 
69. /^y - 1. 70 ^V ^1. 


73. s ，■■ 

75. In ( x/y )=1. 

77, r ^ 1 ' =2. 

题和 80 中 1 ^ Sp/dq. 

79 . 〆 + 4柯 -3q 2 =2. 80* ^ = ( 5p : +2p )' 

在习 M 8】 和82中，求 dr / dj . 

81. r cos 2s + sin^i = ir . 82, 2rs - r - j + , s : = 



83. m 隐式微分法求 d^y/dx 2 


(a W ， l . {b)y 2 =1 一 I 

84 - ( a ) 用过隐式嫌分法求 * 3 -_ v 3 = 1 的导数，址明 
dr/dr = x/y. 

( b ) 然后 证明 d 2 y/dx 2 = - l/y\ 

»5. 假设函数 /( M 和 gU ) 以及它们的一阶导数在 
; t = 0 和 X = I 取下列值： 


/U) g(x} f'{T) g'ix) 


1/2 


求下列函数组合在给定 i 值的一阶导数. 

{ a )6/( j) -g{x) t x = i. 

( Cl / y .「 1 " 1 ' … 0 . 

(elsC/f!)), I= 0. (fK*+/"))' ! = l. 

( g )/ U + 茗 “）） ， ^ = 0 . 

86 . 胯设函数 / U ) 及其一阶导数在 1 = 0 和：^ = 1 取 
下 列值： 





求 K 列闲数组介 4: 给定 1 偵的+阶异数. 

() ( a: = L, ( b) -/]\x) , I -{}. 

( C)f(jx ) t Jt = L (d)/U -5 tana:) t !=(}■ 

⑷ .（賴 -UV ⑴ 

S 7, 假设 j = 3 sin 2 j 和 j ; 〆 + it ， ^ iy/dt 在 i = Q 
的仉 

«8, 假设 jf ， i 2 + 5t 和 f = U 1 + 2 以 ） 1 ' 求 H.i/dii 
ii-2 的值. 

肪，假设 w = Hin ( e 厂）和 r = 3 、in O + tt /6 ) ，求 
如/山在 j =0 的值. 

90. 假设 r = (# +7) m 和 ffV + (9 =], 求 （ U / 山在 
t =0 的值. 

91* 假设 / + r = 2 娜 L 求 在点 （ 0 T 1) 

的值， 

91 假设;^+广=4, jR dy / dx : 在点 （8,8) 的值. 

在 题衫和 94中，利 m 定义求竽数. 

93-/( 0 =点 1 94. g ( x ) =2^+1. 

95. ( fl ) ifii 出函数 

/(1) 

I - 0 ^ x ^ I 

的图形. 

( bl / 在连续吗？ 

(€1/在 1= 0叫微吗？ 

提出答案的理由. 

96. U )_ 出函数 

/(*) = I *. - 1 «* <° 

Itan x t 0霉 : x 甚 ir /4 

的囝形. 

( bj / 在*=0连续吗？ 

(€)/在*=0吋微吗？ 

提出答案的理由 . 

97. ( a ) 画出函数 

/(^) = \ X ： 0 矣以 1 

12 - j f 1 < r 其2 

的闬形. 

(1))/在* = 1连续吗？ 

(4/在1 =】吋傲吗？ 

提出答案的理由. 

^函数 


R X ) = | si,1 21 ■ … 

I mx t *： > () 

对 T ■常数 m 的嘛个值成荇嗶些仿 （ 汕果存作这 
样的 仿}. 

{«1/在1=0蛣连续的.' 

( c }/^- a =( J 足吋微的？ 

提 m 答案的理由. 

99. 具有相足斜單的切 ft 在曲线 v = U /2> + 
i /{ 2x - 4 ) L , 存在任何 U -3/2 为斜申的众 
吗？如果有这样的点，求出它们。 

100. 具有指定斜準的切« 1 J ., 

存在 H ： 何以2为斜率的点 Up 如泯有这样的 
点，求出它们. 

101. 水平切 a 求曲线 >=2/ -V -12 x + 2( H . 的 
点，在这些点的切线平 o 丁 1轴. 

W 2. 截距求同曲线 y = ? 在点 （-2, -8) 相切的 
荇线的 I 截距和 r 齩距. 

10 J •同 直线 垂直或者平行的切线求 |# J 线）=2/- 
-〖2 x + 20 上的点，在这岬点的切线 
⑷垂直于直线 y = i - U /24). 

( b ) 平 H 干直线 ；r = 及 -】2 i 
104•相交的切钱 证明： 曲线 v = (tt sin *)/* 在 
； t=TT 和 J = - 1 ?!■的坊线正交. 

105. 同宣线平行的法线求曲线 ） = uin t 在 
[- ir /2 t - ir /2] 匕的点，曲线在这些点的法线 
H 直线 j =-^/2 平行.一起_出曲线和法线 
的草闬，用各自的方程标注围形+ 

106, 切线与法线求曲线_> =1 + cos;t 在点 （ tt /2. 
I )的切线和法线的方程，起 © 出曲线以及切 
线和法线的草图，用各 A 的方程标注用形. 

1町-相切撇物钱抛物线/ = / + C 同直线 ） =1相 
切. 求 C . 

108* 切线的斜車 证明： 曲线在任何戌 

U T /) 的切线 ， 同曲线上斜率等丁在 Uu 5 ) 
的斜率4倍的点再次相交. 

109. 相切曲线曲线 y + n 对 丁什么 ^值间 
通过点 （0,3) 和（5, -2) 的直线相切？ 

110. 圆的法线址明：困 x : + / =，在仟何 .4 的法 
线通过原点. 

在^题 〗1】 ~ 116中，求曲线在给定点的切线 
方程和法线方程. 
m . ? +2 v - =9, (1.2). 

Ill*〆 +_ r : =2 t (0, l)r 

113, xy + 2x - 5y ^ 2 , (3,2), 

114, ( y - x) 1 =2 x +4, (6,2). 
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US.x+/xy =6. (4 t L ). (Him 形的起点注 < -1,2). 

U 6. x ^ +2/ : -17, (J t 4). («i] 作存&导数的地方， / 的蚌 效间附阳所小 

■ 17. 求_线*V +/ = r ”在点 （ 1 ,1 ) 和 （ I , - I ) 的阶梯 PS 败一致 ■ 

的斜率. | 

118 . 附 [妇 暗心曲线 J ， rtiri ( * - *) 在 * 轴 uf 能以. I v ⑴ 

心水平 t 刀线.足这忭叫9 捉出 芥案的理…. f 



在119和120中，求； t r 平面内同曲线在与 
给定 f 值对应的点相切的迕线方稈.此外求 H 3 r /dt" 
在这个点的值. 

119. jc - ( ]/2 )tan f , > = ( 1 /2 )swc f , i = tt /3. 

120. x = [ ^ \ / t \ r = 1 -3/f, ( -2. 

在习题 】 2I 栉12 2 中各 n 显示出两个用形 ，一 
个是闲数 r=/U ) 的闬形.另个是 K- 导数， G) 的 
m 形.哪个是阐数 m 形？哪个是导数阌形？你是怎 
样知进的？ 

121. v 



123. 利用 F 述资料画出厂 /U) 在区间 -1 忘 
h 的 阁形. 

(i}/ 的罔形由连接端点到端点的线段组成. 


12~~ 3 ~4~5~6 



124. 重 fed 题123,假泣阳形的起也是< -1, 0)ifij 
秘 （-U2). 

125 fn 126 \，m 3. 58屮的阁形釕又」阁 
丄58«显4严寒地区兔子和狐理的一个小种群数既 
，兔子繁飱时.兔子的数置斤先增加，但是孤狸捕 
食兔 f* 当呱狸增加时，兔子种辟 停止增 加井随 
T 降. 闬15仙 显不兔子种群曲线的导数阁形- 



0 50 100 iso 200 


i t rum 



兔子种辞的导数 


图158严寒地区捕食与被捕食动物食钫链 

U5- (1«)在罔3.別中，当兔子数童达到最大值和最 
小值时，它的种群曲线的导数值分别是 

多少V 

(b) 在阁 3.58 中*与兔子种群曲线的孕数达 
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到最大侑和最小值（负值）时.它的种群的 IcU 加耍 S M 常数.心/山 M ^ h/dt "什么 

数量分别魁多少 V 又系 y 

126. 兔 f 和狐神.种群曲线的斜率应该采用什么中位 154. iEffl 锥体士:脚锥体侧表闻枳 M 欣羊径 r 和麻 


度麽_， 

4: 々軸 ]2 7 - IM 屮， 求极限 . 

127. lin, ^ . 128. lim 

- -0 2 x -x ' - f > 2 x 

129. lim ^ r . 130. ii m —(— . ) . 

■- •<> tun 2r # -q $ 

131 lim ^ t«n ^ + 1 

9 >\^rt\- tan 2 玢 + 5 

*■. I - 2 cot 2 0 

I32> Jim - ： - 

»5 rot S - 7 cui ^ - 8 

.. x sin 戈 
133, Lim - . 

no 2 - 2 cf»s x 


mh 的关系山 hn s = tt ^ /「 w 枝 < 

U ) 如果/•是 常数， 必 Vdf 问 dr / d / 有什么 
又系 

(bl 扣果 r 足黹数 T ASAU fid iih/ilt Hi\ ± 
关系？ 

( O 如恥 r 和 A M 常数， d . S/(lf f »] f |] 

dAAk 有什么关系 ^ 

155. 圓面积的变化 M 的半忖以 -2 Atr n i / s 的速牛 
变化 a 1 r = 10 m 时_的面枳的变化申玷 

多少？ 

156. 立方体边的变化 4方体在其边 R 为20 cm 时 


134. lim 

^-0 e 1 

在七题 135 和 136 中，说明如何延拓函数使其 
在 原点是 连续的 t 


\3S,g(x)^ n ^y>. 136v/U)= ^g^. 

在七题137〜1幻中，利用对数傲分法求 r 关丁 
相应变置的导数， 


137 ■厂 2 !4^f 

— 酒 


139 ■厂 ( 


0 + 1)( 卜 
( t - i ) u ^)) T 


t >2. 



141. j = ( sin 0)' 

142. y = (lnx) ,/i ^ t . 

在习题] 43 ， 152 中，求 dy / dx , 

143* y = & inh 2 3 j . 

145. flin '= seoh y . 

147. tan ' ] y = tanh ' 1 x . 

149. x - rosh (In y). 

151. > = sinh ' 1 (tan x ). 

153 .正圆柱体 正圆柱体总表面积 5 同底半径 r 和 
髙度 A 的关系由方程 X = 2irr ; + 2市必表示. 

( a ) 如果 A 是常数， dVA 同 dr / df 有什么 关系？ 
( b 丨如果 r 是常数，必/士同 6h / 6l 有什么 
关系？ 

( c ) 如果 r 和 A 都不是常数， d 5/ di 同 dr / d / 和 
仙 / d ; 有什么关系？ 


144. tan % = tanh 3 j . 



148. y - (In x ). 

150.^ = Hinh (tan 'e 1 '). 

152. jr 2 +x cosh y + sinh 2 x = 50. 


体积以】 200 fmVrnin 的速率增加.在这个时 
刻立力体边长变化的速肀是多少 
1 S 7. 并联电祖《 在附阁的电路中 把网个 &欧姆 
和/?:欧姆的电阻器并联构成 个 /f 欧姆的电 
阻器， K 的值可以从公式 


~H = + R , 



求,％如 枭&以 I a / s 的速宇娀少 fM /?:以 
a 5 U/ s 的速率增加，当 / f ,=75 it fll K , = 
50 n 时的变化率是多少？ 

158. 串联电路的阻抗串联电路的阻抗电 
阻 /?( m 和电抗的尤系由公式/ = 

表示. 如果 fl 以3 fl / s 的速率增加 
m 1 vx 2 n/s 的速率减少.^ /? = 10 a fa V = 
20 i \ 时阻抗 Z 的变化韦是多少〃 

159. 运动质点的速幸运动质点在米制 o 平面内 
的半标 U . _ v ) 是时间 t 的町傲函数，满足条忡 
Ax/At = 10 ni/s 和 Ay/At = 5 ra / s . 离开原点运 
动的质戎在经过也 (3,-4) 时的速率是多少 ◊ 

160. 质点运动质点在第一象限内沿曲线）以 
这样一种方式运动，它离原点的距离 以〗1 平 
位每秒的速率增加.求^3时的 dx / A . 

161. 容器排水水从附图所示的圆锥体容器中以 
5 ftVmin 的速率排出. 
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(«) 闻中的变量 h 和 r 之问#在仆么 关系。 

( b ) 当 A =6 ft 时水面下降的速宰是 多少？ 

Ha ■转动 卷线筒 从一个大卷线蔺上牵引电视电 
缆，把它架设在沿街道的电话线杆上，这时使 
卷线简按阂定半径的层反绕（参见附闬>,如 
果电缆牵引车以6 fw 约合4英里/小时）的不 
变速率移动，利用方程 I =汾求反绕半径为 
t . 2 ft 的层时卷线筒转动的速率（弧度/ 秒） 是 
多少？ 



W3+ 移动探照灯光束附图显示一艘离海岸 I km 

的船用探照灯扫视海岸.探照灯以固定速率 
dff/di = -0.6 rad/s 转动. 

( a ) 当灯光照射到点4时，光束沿海岸移动的 
速率是多少？ 

( b ) 探照灯每分钟回转多少次才能使光束移动 
速率达到 0.6 rad /^? 


i km 


在 坐标粬 上埴动的点点4和按 K 述方式分 
別沿 * 轴和 7 袖 运动： 从原点0到 ft 线 .4 衫的 
垂直距米）保持不变.当^^ = 2「和/?以 
的速率向0运动时，变化的速乎 
足多少？你》是增加还是减少9 
165■求 K 列函数的线性化： 

( a)lan I ^ = - ti /4. 

(* 在： = -tr/4. 

一起脚出曲线和线性化的阁形. 

!«* 通过组合遇近 

rb 。I ‘工及 ianx^x 

我们吋以获得泊数 / U ) = L /(1 + t an 
的一个有用的线性通近 

■:--- 免 ] -* 

I + Ian x 

证明这个结果是 1/( 1 + tan 】 ）在 * = 0的标准 
线件逼近 - 

16 7 ，求 /( * > = /TT7 + sin x - 0, 5在 x = 0的线 
件化. 

1 讯 求/(X) =2/( 1 - i) + /] +J - 3. 1 在 J = 0的 
线性化. 

169. 圓锥体的表面积假定直立圆锥体的商度从 
心 变为％ 而底半径不变，写 出估计 II 锥 

体倒面积变化的公式. 



v =\^ 2 ^_ _ 

S: ^rVr^+h 2 

(供面积） 


170* 控; »误差 

(岣为了保证计算立方体表面积的误差不超过 
2^,在滴 fi 立方体边长时应达到什么 
梢度？ 

(b) 假定边长的测童达到 （ a ) 所要求的栢度. 
从边长测量计算立方体体积能够达到什 
么精度？为求出这个稱度，估计在体积 
计算中使用边长测量叫能产生的百分数 
误差. 

l ? i . 复合误差 涮出球 体大躅周长为】0 crn T 可能 
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包含误差为 0.4 on. 利用这个测量计算球体 
半径，然后用球体半径什算球体的表面积和体 
积.估汁在计算下列值中的百分数 误差： 

U ) 球体半径 + (!>} 球体表 面积. 

(4球体体积. 

172. 求商度为了求路灯柱的高度（参兄附 [?0 t 
在距离路灯20英 R 远的地方竖立一根6英 W 
高的杆， 汴 n 测出它的影的长度为 is 英 
其说右为1英寸-用值《=15计算路灯 H 
的离度并 H 佔 H ■结果的吋能误差. 

第 3 章补充和提离习願 

1■橡^ 3 0 + 1 :。 & ; (^1这样的等式称为恒等式.闲 
为等式对于所有的值成像 Sin 0=0. 5这样 
的等式不是饵等式，因为等式仅对6的选定值而 
不是全部值成立 T 如果对包含 e 的三角恒等式的 
两端求关下0的微分，得到的新等式依然是恒 
等式. 

对下列恒等式求微分.证明得到的等式对于所有 
的成立. 

(a) sin 2# = 2 sin B cos ft 

(b) cob 20 = cos, 2 6 - ain 2 ft 

2. 如果恒等式 ain (: + ) - ain x cos o + coa x »in a 
关于 * 是可微的，微分后的等式也是恒等式吗？ 
这个原则是否适用于等式 -2 x -8=0? 说明 
理由. 

3- (幻设 

f(x) = con x, g( x) = a 4- ix 4- cx 2 

氺常数 a ， h 『的值，它 fn 使 / 和满足条件 

/(O) =#( o )， r ( o ) =^( o ) TJ r ( o ) = ， (o) 

⑷设 

J{ x ) = Bin (x + 
g{x) = A sin t + c cos x 
求常数 6 和 r 的值，它们使 / 和 g 满足条件 
/(0) = ^(0)^f(0) = ^(0) 

( C ) 在 U ) 和 （ H 确定的 《， 卜 r 的值，对于 / 和 
g 的三阶导数和四阶导数产生什么结果？ 

4, 解微分方程 

( a) 明 y = &in x, y - oos x, v = <i coa * + h sin jr 
( fl 和 A 是常数）都满足方程 
/ + y = 0 

( b | 为使 U ) 中的函数满足方程 

+ 4 y = 0 

应如何修改它们9把这个结果加以推广. 

5. 密切圆求 h A ， a 的值，使圆 U -/0 2 



同批物线 nUl 在点（丨，2> 相切+片 
且也使这两条曲线的-^阶导数在此点存相 M 的 
值.这样同曲线相切且在切点与曲线具冇相冋 
阶导数的圆称为密切圆 （ “密切^ oflcuWj^T 
拉丁字 oscuUn , 意思是“接触第11章还定 
讨沦密切圆 T 

6.边际收入一辆公共汽乍邱载乘 客⑼人 .每 
越车乘乍的人数 I 和收费 （ P 美允） 的; t 系服从 
定则 p =[3 - <^/40)] J , 对公共汽午公肉每艳 
车的总收入 「 U ) 写出表 达式.毎趟 1. 达到多 
少乘客能使边际收人等 T - 芩？相应的收 
费是多少9 (这 个收费使公共汽车公句的收人 
最大化，所以公司或许应该重新考虑它的收 
费策略 .） 

7_工业生产能力 

(») 玆济学家通常使用相对** 增长率 而+用绝对 
“增长 率”的 措词.洌如，今 《=/(<) 表氺裝 
个巳知行业在时间 I 的劳动力人数.（我们把 
这个函教看成是可微的，虽然它是 个取整 
数值的阶梯函数 .） 

令 t = ff U ) 表示在时间 f 的劳动力中每人的 f 
均生产能力 I 总生产能力则是） m . 如果 
劳动力按每年4%的速幸增长 （ du / d : = 
0. 04 u ) t 而每个工人每年的生产能力按5% 
的速率增长 （&/ d / = 0.05 r ), 求总生产能 /J 
的增长氧 

( b ) 假设（心中的劳动力以每年2%的速率滅少. 
而每人的生产能力以每年5%的速率增加. 
总生产能力是增加还是减少 T 以及按什么速 
率增加或減少？ 

8* 设计吊舱一个30 ft 直径的热气球的设汁者打 
算在气球 T 方8 fi 的地方同气球表面相切的吊索 
悬挂吊舱，如附图所示.两条吊索连接吊舱 顶边 
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和它们 M 气球的切点 （ -12, -9j fW(12 N -9). 
吊舱的 宽度柯 id 多少？ 





9,从比萨斜堪 fit 伞附田照片展示迈克 .友卡 
锡于 I98S 年8月5 H 从比萨斜塔顸埔眺伞的 
情贵. _H: 展现他在跳伞期间的速率 闬形的 
粗略阁 样. 




伦敦人迈克 * 麦卡锡从比萨斜塔跳下，然后 
在他说着“这是一项179英尺的 低空腱 伞世界 
记录”的同时打开降落伞. 

<资料来游：（波士顿环球报>, 19B8 年8月6 日） 

10* 质点运动沿坐标线运动的质点在时间；在0的 
位背是 


s = 10 ( us G + tt/4) 

( a ) 质点的起始位置彳，=0 ) 是 什么？ 

( b ) 质点在原点左边和右边到达的最远点是 
什么？ 


^ 通点在 （h >中到达点的速度和加速 /jt 
I d) 质点何时拧次到达吆这时质的速度， 
速率和加速度是多少？ 

II-弹射回形针在地 Iftt: 很容舄用橡皮 筋把枚 
M 形针向 t: 弹射到64英尺的空中. 在弹射 f 秒 
后 N 形针在你手上方的 A 度是 s =64 i - l 6 t \ 

(a) 多 K 时间 间形针 达到它的最大高度？ M 形 
针在 脱繭你的手时 的速度是多少？ 

(b) AJ] 球上，间样的加速度在 i 秒内将把 M 形 
针送到5=64】 -2.6? 的 离度. 大约茁费多 
长时间才能使 时形针 到达它的最大高度以 
及达到的岛度是多少？ 

12* 两个质点的瑭率在 f 秒 N . 在坐标线上叫个 
质点的位 鬣为 : h =3 / J -12 r +18^+5 m 和' = 
-/ J +9 i 2 - t2i m. 两个质点何时具有相 M 的 
速度？ 

13.质点的3度质量 m 为常数的质点沿*轴¥动. 
它的速度和位置^满足方稈 

+m( 1’ - = yt( xl - x : ) 

其中I 气是 常数.证明： R 要 i —0. 

mi 



14. 平均邃 度与矚 时速度 

U) 证明：若运动质点的位置 x 由*的二次函数 
^ - +玢 +C 给出 T 则在任何时间 K 间 

一 m 上的 f_ 均速度等丁在 时间区 间中点 
的瞒时速度. 

(b) U) 中的结果有什么几何意义？ 

15, 求函数 


[sin t f x < tt 

+ b y X TT 

中的常数 m 和 & 的全部值，它们使 
(B)J 在1=17是连续的. 
(0&在1=71是吋敢的. 

16. 函数 



^ ^ 0 


在* =0有导数吗9予以说明- 
17. (a) 在^和6取什么值时.函数 


/U) 


fflt , x < 2 
1 似 2 — bx + 3 , 


对于I的所有值是口 J 微的。 


(b) W 论所得/的阁形的几何特性. 
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1*. ( a ) 在〒《和 6 取什么值时，闲数 




对于 * 的所有值是町微的？ 

( b ) 讨论所得#的阁形的几何特性 t 

19. 可微奇函数关于:^的可微奇函败的导效，行 
在任何特殊性吗？提出 n 案的理由. 

20 . 可微 俩函數关的町微 偁函数 的导数 T 4 
在仟何特殊性吗？提出答案的理由. 

21+假定函数/和是在…个包含点％的整个开 K 
间 h 定义的，/在 h 是吋術的，/<%)=0,冲 
且及在巧是连 续的. 址明函数乘枳 / g 4 r n 迠 
可微的.这个过程表明，例如 hi 在1=0虽然 
是不可微的，但是乘积: 1 | 1 |在1=0是可徼的. 


22,(味习题 21) 利用习题21的结果.证明下列函 
数在* =0是< 微的： 


( a ) f JC I ain 
i ^) h ( X )= 


x. ( b) Jc^sm 
Jj 3 ain ( l/x) ， 

to , x ^ O . 


x. (c)^( 1 -cm x). 
W 0 T 


23. 函数 

h ㈤ ， j^i.{]^) T ^G 


的导数在*=0是连续的吗？关于 
的导数，答案是什么？提出答案的理由. 

24. 假定函数/对于: t 和; r 的所有实数值满足下列 


( oyu + y ) =/ u )+/ o ). 

= 1 《 U ) ,其中 ㈣ tfU ) = U 

证明：导数， （ i ) 在*的每+值存在且 ru )= 

/(*)■ 

25. 推广的积法则利用数学归纳法证明， 若 y = 
%是吋微函数的有限积 T 则 r 在它们的 
共同定义域上是叶撖的，并且有 




化,. 




26* 函数积髙阶导数的莱布尼茨法则关于可傲函 
数积的髙阶导数，莱布尼茨法则表币如 
,, rf 2 ( iw) d 3 u - du du d 5 f 


(b/ n 


d 1 u dr 

1 ^ 


- dri <l*r d’r 

+ 3 h ；.^ + k , u t 

rl^jj ' 1 it rlr 

V 



dx n k 


u ) 和< 〖 o 中的等式是 （ o 中等式的特例 。 mu 

(:H 二 )、(: U 

_ ^ij _ 

+ u + i”（k -"nT 
通过 数学 IJH 纳法推穿 U ) 中的等式. 

27. 钟權的閎期钟摆的周期 7 V —次完整来问摆动 

的时间）由公式 f 确定， 其中 r 用# 

度量. g =3 Z 2\^\ A 是摆的长度，用英尺度 
最.求 K 列近 似值： 

(…周期/^〗秒的钟摆的 td 
( b 广巧 （ a ) 中的摆长增加 a 0 1 ft 时 r 的改变 d r . 
U )4 摆的周期按 （ b ) 中求 ,4 i 的 g dr 改变时. 
时钟在 -天内 多计的时间或少计的时间. 

28. 冰立方体的_化假定冰、/_方体在融化时维待 
其 立 方体的形状.把冰立方体的边 长记为 \它 
的体积^ = 表面积为 6 A 设 V 和，是时间 f 
的对微函数，此外设立方体体积减少的速率 M 
它的表面积成正比 （ 当我们认为豳化发生在表面 
时，这个假设看来有充足的理由：表面的变化改 
变被融化的裸露冰面的大小 L 以数学 A 式 
表达. 


莹 =— 叫) 入 >0 

负号表明体积是在减少.我们假定比例 m 子 A 为 
常数（它可能同许多因素有关，例如周围空 气的 
相对湿度、温度以及有无太阳光的照射.这里 H 
提到少教几个).设在一钜特定条件下，冰立方 
体在第1小时内失去体积的1/4,并且在 f =0 的 
体积为_化冰立方体甫要多长时间 ■> 




第 4 章导数的应用 


概述这一窣讨论导数的一些重要应用，我们利用导数求函数的极愴，确定和分析图形的 
形状，计算分式的分子和分母同时趋子零或者无穷大时的极限’以及从数傖上求函数等于零的 
点.此外，我们介绍从凼数的导数复厚函数的思想.在这些应用中，许多>1题的关键是中请定 
理.它的一些系为进入第5章枳分法的学习補平遒路. 

4. 1函数的极值 


这一节说明如何从连续函数的导数定位和确定它的极值 （极 大值或者极小诅）。做到这 
_'点，我们就能够求解形形色色的问题，其中寻求在给定条件下处理某些问题的最优化 （最佧） 
方法（参见 4. 5节）. 


定义令 / M 以 o 为定义域的函数.如果对十 / j 中 
的一点 f ._ 和所有 I 有 I 

/(*)«/(<:) 

就说/在点 r 有绝对极大值（或#全局极大值）；如果对 I 
尸 w 中的…点 r 和所有 * ，有 I 

/(心/⑺ | 

就说/在点 f _ 有绝对极小值（或者全局极小值）. 

-- - I 

例如，函数 /(*) = I 在闹区间 [- tt /2 , t /2] 取一个 

绝对极大值 1(1 次）和一个绝对极小值 0(2 次）.在同 一 K 
间上，函数 =sin a : 取一个极大值1和一个极小值 - 1 
{ 见图 4. 1). 

采用同样定义规则的函数可能具有不同的极苗，这取决于函数的定义域.从下面的例+看 
出这一点- 

例1下列函数在它们的定义域上的极值可以从阁 4. 2中肴出 . 



间[ -17/2. TT /2] 上的绝对 
嵌值，这些值可能依賴丁- 
函数的定义域 





3) 「(^绝对扱公愤 



t>> 绝^极大 B 和极小值 c)H 有绝对极人 (R 汜扱大值或 


图 4. 2树1的图形 
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病数定义现_ 

定义破 /J 


(■) V = x ; 

(- gt > , «S ) 

. 在 4=0 的绝对极小 fftAjo 

( b ) 

[0 + 2 j 

I 在*=2的绝对极[力 4 

ft ^-0 的绝対极小的力0 

U } j - i - 

(0, 2: 

=2的铯对极 Arm 々 4 
! 尤绝对极小倌 

__ 

(0, 2) 

尤绝对极 W 


T 述定琿断定，仵闭区问 [«, A ] 的每个点连续的函数在区间 h 有绝对极太值和绝对极小 fit 
我们在胂函数图形时贾芋找这两种值. 


人 物传记 
丹尼尔 • 伯努利 

(Daniel Bernoulli t 
1700 —L 789) 


定理 1 (极值定理）苦/是闭区间 [<!>] 上的连续函数.则/在 
[ aj ] 达到它的绝对极大值 W 和绝对极小值 m . 就是说，仵中存 
在数:^和$ 2 ，满足 /( X , ) = n * , /( ) =财，而对 T [ n ， M 中其他的每个 

X , m 矣/(灼 赛对 （见阐 4. 3). 


极值定理的证明需要用到实数系的详尽知识（参见附录 A +7)， 在这 甩不给 出证明+围13说 
明闭 K 间 [ a ， i ] 上的连续闲数取绝对极值的可能位置. IT 如我们对函数的观察，它的绝 
对极小值（或者绝对极大值）可能出现在 K 间的两个点或更多的点上. 


U 2 * Af) 



a x 2 b a j , b 

极大值在内点 ， 极小值在端点 极小值在内 卢. 搀大悒在端点 

囝4,3连续函数在闭冈间 [ 0 J ] 上取极大值和极小值的某些町能性 


定理1要求 K 间是闭区间和有限区间，以及函数是连续函数，这些是尤键要素.如果不满足 
这些条件，定理的结论不 一 定成立.例1说明，当区间不同时是闭 K 间和有限区间时.绝对极值 
可能不存在.图 4. 4说明连续性条件不能省略. 
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4.1.1 B 部（相对1极值 

l ? U .5 城水作 ■个 定义域 [«,/>] 上5个点打极坑的唭数的闱形‘闲数的绝对极小值出现作 
M 然 咱数在 R 的值小于仔何其他邻近点的 ffi . 曲线作 <■ 的左 
边升商时在(^的在边下降.使 /( c ) 成为.一个 M 部极大 fff . 函 
数达到它的绝对极大值. 


允嵌人 m 


i 定义闲数/在它的定义域的内点 打局部极大值, 
| 赴指对十某个包 ; v c 的开 k 间中的所心_ * ,冇 
1 f(x)^/(c) 

闲数/在它的定义域的内点 C 有«部扱小值.是掛对于某 
个包含<.•的开 K N 中的所打 t . 存 
/ U ) S /( c ) 



我们可以把函数 M 部极值的定义扩展到区间的端 点：对 
J •定义域中包含一个端点 c 的某个半开区间内的所存 * .如 
采问 M 部极大值或 者局部 极小值对应的不等式成立，就定义 
函数在端点 r 有局部极大值或者局部榇小值.在图 4.5 中， 
函数/在 (:和 (f 中有 M 部极大值，而在 e ■和6有埼部极小 
值. M 部极值也称为相对极值. 


RU .4 即使作 .点 $ 连续也能使 
函数在闭 KN t _. 没 Yi _ 最大 
值或苦最 小愤； 闲数 

0莓 ; t < 1 


={;: 


在 n 1] 上除1 = 1之外的 
每个点连续 T 但是它在 
[0, I ] i . 设有最离点 


绝对极大值 

/茌仟尤电大的值. 


/~邻近无史大的值 


届部相小值 

/怀邻近元电小的值 



图4_5如何分类极大值和极小值 


一个绝对极大值也是局部极 大值. 因为绝对极大值是在整个区间上的最大值，所以它也是 
紧接邻域中的最大值.因此，如果存在绝对极 大值， 所有局部极大值的清单中将自动包含绝对极 
大植. 同样，如果存在绝对极小值，所有局部极小值的清单中将自动包含绝对极小值. 

4.1.2 求极值 

下面的定理说明*在求函数的极值时，我们通常为什么只需要考察少数的值， 


定理2 (关于局部极值的第一导数定理）若/在其定义域的内点。有局部极大值或者局部 
极小值 * 且尸在 c 有定义，则 

r(c) =0 


记明为了证明在尚部极值处尸卜）=0,首先证明尸 （0 不能取正值，然后证明 /，（ r ) 不能取 
货值‘既不能为正也不能为负的数只能是零. 所以尸 U ) 必定为零. 开始， 假定/在:有局部 
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极大值（见阁 4. 6), 所以对十所有充分接近 r 的: r 值， /(; 
点 . 广 （ r ) 由双倒极限 


-/(c) ^0. 由于 c 是/的定义域的内 
w 部极夂 m 



ffi 4,6 有局部极大值的曲线， ftr 的 
斜率同吋是诈正败和祁负数的 
极限，结果为零 


由式 （1) 和式 (2) 推出/' ㈠ ） =0. 

这就证明对于局部极大值的定理.为 f 证明对于局 
部极小值的定理，只需使用 /( W 在/(4，这样使式 （1) 和 
式 ( 2 ) 中的不等式颠倒过来. ■ 

定理2表明，函数在有局部极值和存在导数的内点，一阶导数恒为零.因此，函数/仅可能 
在下列位置有极值 （ 局部极值或全局极 值）： 

(1) 尸=0的内点， 

(2) 尸无定 义的内点， 

(3) / 的定义域的端点. 

下述定义帮助我们对函数取极值的位置作出概括. 


定义 在函数/的定义域中，尸为零或者无定义的内点是/ 的临界点. 


因此定义域中函数能够取极值的点仅限于临界点和端点 * 但是.务必不要错误解释这电的 
说法，一个函数在:可能有不取局部极值的临界点 I 例如.函数 y = /和 y = 以原点为临界 
点，在原点的值均为零，但是这两个函数在原点右边的值为正而在原点左边的值 为负. 所以两个 
函数在原点都没有局部极值.相反，每个函数以原点为拐点（参见图4.7〉.拐点在4. 4 节定义和 
进一步讨论. 



阁 4. 7在临界点不存在极值 
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对尸极值提出的大多数 问题 M 求连续闲数作 打限闭 | x :| iij . h 的绝对极值.定评 . i 保证:存 ft 这样 
的 极值； 定理2则告泝我们，只能在临界点和端点达到绝对极值.通常我们可以列: h 这呰点汴汁 
算对说的闲数值，求出其中的最大價和最小佤以及它们所汴的位置. 

[ 如何求连 at ® 数/在有限闭区间上的绝对榇值 _ 

( I ) 求/在所有临界点和端点的值. 

1 (2) 取这邱值中的最大值和最小愤. 

' - - ---- --- 

例2求闲数 / U > = 10*(2 -In 区间 fl . <. 2 ]上的绝对极大值和绝对极小值. 

解图 <8暗示，/在1=3附近有它的绝对极大值而在有绝对极小值 0 .我们来检验 
这个观察结果. 

求喊数在临界点和端点的值，并从所得结果中取 v 

最大值和最小值. —4 ( ，10 C , 

闲数/的一阶导数是 „L 


在定义域 [ 1, 中的唯一临界点是 ； t = e ,在此处 i n _t = 

i . /在这个临界点的值为 

/( fi ) = I 0 e 

在端点的值为 /(I) = 10(2 - In I ) =20 

f ( e ) = 10 e : (2 -2 Inc ) = 0 

从这几个值中可以看出函数的绝对极大值是 10 e - 
27.2，出现在内点临 界点 ； r = e . 绝对极小值是 0. 出 
现在右端点* = _ 

例 3 求涵数 /(*) =,在区间 [-2. 3] 上的绝 
对极大值和绝对极小值. 

解求函数在临界点和端点的值，并从所得结 
果中取最大值和最小值.一阶导数 



[5 U . 8 S 数 /(*) =10_ 1 (2-1^)在1<: 
间 [ I . h . 的极®出现在 
i = e 和 J =/(例2 ) 


绝订扱人价. 



没有零点，但是在内点1=0没有定义* /在这个临 〜 ' + J , ^ ^ 

介把上 W 达屯 /<0) = ° 闲4.9绝数/ (1)= 严在区间 [ - 2 , 3: 上的 

4 端点的值为 罐 h 现在 H 和 ”3( 例 3) 

/(- 2 ) = (- 2 )^ =^4 
/(3) = (3广=方 

从这几个值可以看出，函数的绝对极大值是方 = 2. 08,出现在右端点 ； t =3. 绝对极小值是0 .出 
现在内点^=0，函数图形在此处有一个尖点（见图 4.9). ■ 

习题 4. 1 

在习题1_&中，从围形确定函数在区间[ 0 >] I .是否存在绝对极值然后说明你的答案为什么同定理 
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20. F(x )=-」 ， -2^^ -[. 

X 

21. A ( a ;) =Jx t — I 

22* h( x ) = - . - I I , 

23. >r{3f) = y^-x' , -2 备 r 玄 l. 

24. g(x) = - J5^x , -/5 ^x-^O. 
25-/( &) - sin 6 t - ^ 

26./{ 6) =i»n 0 r - ^ 备㈣丐' 

3 4 

27 rf i(x) =(^r x, y 


28, 片 (3：) = X, - v 

3 6 

29, / ⑴ =2- I H , 

30, / ⑴ ^ \t- 5 \ , 4 旬甚 7. 

31^ fc(^) = ^ \ - I ^x^\. 

32. /i(i) = In 4 1) , 0 %x^ 3 . 

33, /U) = ^ + In s, 0. 5 ^x^ 4 . 


34* g ( i ) = e '' 

在习 ®35~38 中，氺函数的绝对极大值和绝 
对极小值> 并指出取极值的伩置. 

35. /(幻=/ 1 , - ] ^ir^8. 

36. /(r) =：^' - 1 

37. g( 9 ) = ^ t - 32 ^ 9 ^L 
3S.h(0) =3^\ -27 备莓 B . 

在 d 题中，求闲数的极值及其出现的 
位良 

39, r ^ 2 x 2 -8^+^. 40. y=x 3 - 2 x+ 4 . 

41.7 = ? + ^ - 8 jc 4 5. 42. ) = x" - 3 欠 2 +3 卜 2. 



45. v ， 



46. > = y3+2x-x 1 . 


*0* y = 


f 1 t<0 - 
Iji + h 


\~ X \- 2X 
1 - t J + 6. r ， 



- 6 j j + 8 i , i > 1 _ 


i€l , 


和 64 中，提; II 答案的坪由. 

«• 令 / U ) = U -2) 3 ' 

<8)/\2)是否存在？ 

( bHlt 明/唯-的局部扱限出现在， =2. 

{ c ) a ) 中的结采间极值定现是芮矛尥” 

( d ) 对 T 用 n 代咨2后的 /(_o tU - nf ' S 做 
U) ffl(h). 

M. -S-/(i) = I t J -9* I . 

Ul /‘（0) 垃否存在 9 
( b )/'(3) 垲否存在。 

( cl /'( -3) 觅 S 存在？ 

( d ) 确定 / 的全部极值. 

65.不存在导数的极小值威数 / U ) = 

有 •个 绝对极小倌，虽然/在*=0是 不吋激 
的.这个亊实同定理2…致吗？提出答案的 
理由. 


66 •髑® 数如果偶函数/(幻 在： t 有局部极大 
值，关于/在*= - c 的值能够得出什么结论？ 
提出答案的理由. 

67■奇 S 数如果奇 函数 〆 1 )在1= £ ■有周部极小 
值，龙于片在:^ - r 的值能够得出什么结论” 
提 fU 苒案的理由. 

68. 我们知道通过考察连续甬数 /(*) 在临界点和端 
点的值求它的极值. ffl 是， 如果函 数没有临殍 
点或者端点，耶将会怎样？这时会出现什么结 
果？实际存在这样的函数叫？提出答案的理由. 

69. 函数 


47. y = 


7^1 


49. j =〆 + e ' 

51, y = x In a ；. 
SS . y ^ c ^^ ix 2 ). 

在习题 55 〜 62 中， 
数并确定局部极值. 

+2). 

S 7. y ^^/4- x \ 

效 W1.. 

U“T X > i . 


50. y = 〆-e ' 

52, y = x 2 ln x . 

54, y= S m 

求函数在每个临界点的导 
-4). 

58. y = jV 3 - X . 


「⑴ =jr(10 -2^)(16 - 2 x) ,0 < X <5 
表示一个盒子的体积* 

(«) 求 K 的 极值. 

(b) 用盒子的体积解释 （ a ) 中求出的任何极 fi 

70. 三次函数考忠三次函数 

fix) = ax 3 + bx 3 + cx + d 
( a ) 证明 / 可能以 0. 丨或 2 为临界点. 举出一 
些例子并画出它们的图形支持你的论据1 
( b >/ 可能有多少个极值？ 

71. 垂直运动物体的最大离度垂直运动物体的髙 
度由 



in 


5 = ~gt 2 + + g > o 

给出， s 以米为苹俊， f 以秒为中位 t 求物体的 
巖太 商度. 

72. 峰值交流电流 假^ 在仟意 时问 z (以秒为节 
位>，交流电路中的电流 i = 2 ^ ( + 2 sin t(VX 
安培为中.位）.这 t 电路电流的峰值 （ft 大值） 
结多大？ 

n 在七题73 〜 76屮 . 闽 出函数的闬形.然后求 
闲数在上的极值，井说明取极值的位置. 
7Xf{x) = \x-2 \ + l*+3J , -5*S^^5 + 

74^(^) ^1^-11 - ix -5 \ , 

75. /i(i) - I t + 2 I - 11 - 3 I , -oo < or < m . 

76, k{x) = I x + 1 I + I if-3 I T -* 

计篝机探究 

在^题 77~R4 中，用 i 种 CAS (计算机代数系 
统）帮助求给定承数在指定闭 K 间上的绝对极值. 
执 HF 列处理 步骤： 

4.2 中值定理 


_ 

Uhwi 出闲牧在 KN [:的阍形，观棋它的 -JWm:. 
(bhK/' = (o> 的内屯 （在某 邱 二 』既屮，时能必 
项叫//程数倌求解器求近似解.）町能也：费 
到出尸的阳形. 

( c ) 求尸不存{V:的内点. 

[d ) 〖卜算由数在 （h ) • ( r 〕屮泳出的所 f 〗点以及 
在【>< 间端点 的湞， 

(e) 求闲数在区间 L_ 的绝对极协 ， 件确定取扱讷 
的位當.- 

77. /(x) =x* -8j 2 +4i+ 2* : -20/25, 64/25；. 

78. /⑴= - x J +d + ], : -, V 4 t _ r . 

79. f[x 、 =x 2y {^-x) . [ -2 t 2]. 

80* /{x) =2 [ - 1 , ]◦/-”」 

81. f{x) = y* + L ^-TT . 

82. /(j) = * - sin J； + y T [0, 2 tt]. 

83»/{ j> = ttj> , ^0, 5], 

84. /U) =ln(2j + t sin x) 7 ； 1 , 15；, 


我们知道常数值函数的导数为零.但是是否存在异数 m 为零的更复杂的函数？如果两函数 
在区间上有相同的导数，它们之间有何种关系7 ft 这一节 . 我们应闬中值定理来回答这些问题以 
及其他一些问题，首先介绍一个特例 t 称为罗尔记理.它被用来证明中值定理. 

4.2.1 罗尔定理 

正如函数图形的暗示，如果可微函数在两个+同点穿过一条水平直线，那么在它们之间至 
少存在一点，函数图形在这个点的切线是水 TH 线，而其泞数为零（阽图夾 10). 现在来描述和 
证明这个结果+ 


/ V 卜0 t f ' Uy ) =0 



闬 4. 10罗尔定理说明，可锹函数的曲线在其同水平立线相交的任何两乂 (之间 至少有 
条水平切线，这种切线可能只有条.例如也可能有多条 t 例如 h ) 


定理 3( 罗尔定理} 假定7=/<>)在闭区间[«,6]上每个点是连续的，并且在它的内部 
( fl t £0的每个点是可微的.如果/(«)=/(6)，那么在…，中至少有一个数 r 使尸 ㈠ ） =0. 


证明由于连续性，/在 [ a >] 上有绝对极大值和绝对极小值.这两种极值只能出现在 
(1>/、0的内点， 

(2>，不存在的内点， 
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人物传 id 
边克尔+罗尔 


(3) 函数定义域的端点，这种悄况就是《和/,. 

按照假设，/作毎个内点冇 导数. 由此排除（2> 的可能件，遗留_卜_的 
垃 r =0的内点与两个端点《和 i. 


(Michel Kolh 

1652 — 1719 ) 


如果极大值或极小值出现在《和/,之 lit] 的-个内点 r , 那么由 4.1 作 
定琿 2 应冇 /_(r> =0,已经找到罗尔定理的一个点. 

如果绝对极大值和绝对极小值同时出现在两个端点，那么由于 /( a ) =/(*), /必定是常值函数， 


对 f 毎个点满足 /(W =/U) =/(/,). 内此 /'U)=0. 血点 r 可以取 ( a , /,) 内 的仔何 点. ■ 


定理3的假设条件是必需的.如果闲数 即使在 点 M 不连续的或不可微的，闲数图形吋能没 
有水平切线（见图 4. 11). 



a ) 个踹+迮续 lOrtEhfp 】 的■个…迮线在 ("■ 6]】」迓饯但 鎰作 卜内^ (町尚 

阁 4.H 如果罗尔定理的假设条件小成函数对能没有水平切线 


把罗尔定理同介值定理结合起来，可以证明方程/<；0 =0在/的值具有相反符马的两点之 N 
只有一个实数解， 

例 1证明方程* 3 +3：* + 1 =0恰好有一个实数解. 

解令7=/(*) =/+ 3 * + |.导数尸 （*) = 3 * 2 +3不可能为零（因为它恒为正值）.即使假设 
/在两点 Jt = a 和1 = (|为零，罗尔定理也能保证在 a 和 i 之间存在一点 * = r , /，在 f 的值为芩.因 
此 ./ 不会有一个以上零点./实际上只有一个零点，因为介值定理吿诉我们， y =/ U ) 的图形 M 
怎轴在 *= -1( 这 里}- _ 3 )和 i =0( 这里 y = 之间的某一点相交（参见图尖 12). ■ 

罗尔定理主要用于证明中值定理， 

4.2.2 中值定理 

中值定理是一种倾斜形式的罗尔定理（见图 4. 13), 由约瑟夫. 路易. 拉格朗 H 首次提出. 
中值定理保址存在一点.在这个点的切线同弦平行， 



图4」12多项式 y = V +3x + l 的唯一零点 
是阁中所示的曲线同 z 轴在 - ! 
4 0之间的交点（例 1) 



0 1 u c b 

V = /U) 


图 4 - 〖 3中值定理在几何上说明曲线在 .4 和 S 之间 
的某处至少有一条切线同弦 /1B 平行 





214 


第 4 聿 


定义 4( 中值定理 | 假定 y =/ U ) 在闭上连续，并 li 作 KN 的内部 （《, b) i - i*J 
微.那么在 （ a , W 巾节少存在一点 q 作这个点 

㈠ ⑴ 


证明画出/的图形.并 ti 作一条通过点 4 U ，/ U )) 和点 fid /(/0) 的迕线（参见 
图4.14〉.这条 S 线是喊数 


人物传 ill 

约瑟夫 * 路易 ■ 拉格朗 H 
(Joseph Louis La ^ n ^ e , 
1736—1813) 


/( jt ) - /( a) 1 -(. 9 ) ^ x - n ) 

b - a 

( 点斜式方程）的阄形./和#的阁形在 * 的联 timi'M 
h(x) =/(x) -g(x) 

= J(x) -f(a) - fih) h -«) 


(2) 


(3) 


阍 4.15 把 /, g 和 / i 的图形显示在一起. 

函数 A 满足罗尔定埋在 hJ ] 上的假设条件.它上是连续的，而上足 W 
微的，这是 W 为/和 g 都是这样的函数.此外 /* U )= MM =0, 因为/和 〆 都通过点4和 fl . W 
此，在某个点 r e ( a , £0有这个点就足等式（〗）中所要求的点， 




R14. 14在间 [ a,A] 上/的阁形和弦 


图 4 .15弦 .45 是函数 〆 ;0的阐形，函数 

MW 给出/和 g 在 | 的兩肜之间的垂直距离 


为了证明等式 （1), 在方程（3> 的两端求对:^的导数，然后置 z = r : 

h ( ( x ) ^ f ( x ) - J(h) h =( ( a ) (对方程 （3) 求导数） 

h f ( c ) =/，㈦ _ R 'S (置 

0 =f(c) UV)=0) 

f { c ) (整理） 

b - a 

这就是我们打算证明的结果. ■ 

屮值定理的假设不要求/在 a 或者!■是可微的./在《和 A 的连续性是茫分条件 （ 见图 4 . !6). 
例2函数 /(*)=/( 见图 4. 17) 对于0幻€2是连续的，而且对于0<* <2是可歃的.由 f 
/(0) =0和/(2) =4,中值定理表明，在区间 （0. 2) 内的某点 c . 导数尸 U ) =2* 必定具有值 
(4-0)/(2-0) =2. 在这种（例外）情形可以通过解方程 2 c =2 得到 c = l . ■ 
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4.2.3 物理解释 

把数 (/ O ) - (/ U))/(A - 看成 是/在[„,6]上的平均变 
化，而尸（「）是瞬时变化.于是屮值定理说明，在 K 间某个内点 
的瞬时变化必定等于整个 K 间上的平均变化. 

例3 —辆汽车从零起加速，用8秒时间行驶352英尺，在 

这 8 秒 K 间内的平均速度是352/8 =44 ft / s . 中值定理表明，汽 
乍在加速过程中的某个点，速度计必定恰好达到30 mph (44 ft / 3 ) 
(见图 4. 18). ■ 

4.2.4 数 学推论 

我们在本节开始曾经提出什么类型的函数在区间上具有零 
导数的问题.中值定理的第一个系提供对这个问题的答案. 



时 Nls) 

例3 中汽车行驶的距离 
与时间的关系 
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阐数/(幻= / T ^" 满足中值定理在 
L -1. 丨]上的假设条件（和结论）， 
甩然/在和 I 是不可微的 



滅 0) I 1 2 ~ 

Mi . L 7 如在例2中求出的结果， r = l 足切 
线同弦平行的点 


系1若在开区间 （< J ，6) 的每 个点尸 U ) =0,则对于所有. 
C 为常数. 


fc ), 有 / U ) = C , 其屮 


证明我们要证明/在冗间（《，6)上取常数值.为此证明，若 * ，和 * ，是 U ,6) 中的任意两 
点，则 /( AT , ) =/(1). 对; (，和 七按自 左至右的次序编号，即有于是/在区间[*,，〜]上 
满足中值定理的 假设： 它在[:上的每个点是可微的，因此在其中的每个点也是连续的.所 
以，在*,和七之间的某个点 C ， 有 

:，⑴ 

由于整个区间 （《, A ) 上尸=0,这个等式依次转变为 

/(*,) -f(x ,) 

； ； _ x ~ = Q . /(*,) -/(*,) = 0 和 f { x ,) =/(,,) ■ 

在本节幵始时，还提出过关于区间上两个具有相同导数的函数之间的关系问下面的系 
告诉我们，在区间上两个这样的函数值之差为常数. 


40032024016080 。 
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系2 TVUfKNUJ ) 内的污个点.则存在个常数 C imf ( x ) = 
\ g { x ) +<；对爹所心、^( 3 >)成立.就是说， /-& 作 （1/0 上为常数， 

证明 ft 每个点 seU,W . 与闲数的味 

数 M 

^(x) = f(x) -g\x) =0 

闪此，由系1,在（〜 h ) 上 h ( x )“ C . 就 M 说，似《, b ) l _ 
f ( x ) - H ( x ) = C , 所以/(幻 = g { x ) +C ■ 

系]和系 2 作开【<间 U,M 不是有限 lx: 间时也成立. 

就进说，，区恥为 （u，-®). ( 或者 （-go，*) 

H , 这两个系仍然是正确的- 

当我们 rt4.S 节中讨论反导数时，系2起着黾耍的 
作用.例如，它表明，由于 /U) =彡在区间 （-W) 

上的导数是2^其他 n 何在 （-*,«) 上以 2x 为导数的 
函数，必定具有公式^ + C， 其中 C 是茉个常数（见 
闬 4. 19). 

例 4 求函数 /U), 它的异数为 S inirfiiR 它的图形 
经过点 （0, 21 


阁<〖9按几何观点.中值定理系2表 
明，在 个 区间 h 具有完全相 
同导数的函数的阁形之间仅相 
差■个垂直 位移： 以2〜为导 
数的函数是 族 抛物线 _v = 
x : +C, M 中显示的是选定 C 
中值定理系2有助 于求 物体从静止状态以1 8 m/s 2 值的抛物线 

的加速度 A 由下落时的速度甬数和位移函数. 

我们知道以 f) 是导数为 9.8 的某个函数.同时知道〆0 =9.&的导数是 9.8. 由系2, 
r( f) = 9, 8/ + C 

C 是某个常数.由亍物体从静止状态下落，<0) =0. 因此 

9.8(0) + C = 0，所以 C = 0 
速度函数必定是 =9. 8t. 如何求位置 函数〆 f)? 

我们知道 .Uf) 是以 9.8t 为导数的某个函数，同时知道 /U) =4.9 ( 2 的导数是 9.8t. 由系2， 
s(t) - 4. 9 t 2 + C 

C 是某个常数.如果物体的初始高度为 40) =A. 从睁止位置向下的度量为正，那么 
4.9(0) 2 + C = ft, 所以 C = h 
位置函数必定是 Ai) =4.9( : +/,. 

从函数的变化申求函数的能力是微积分中一种非常有力的工具. IE 如我们将在第5章见到的 
那样，它处在数学发展的核心地位. 

4.2.6 对数法则的证明 

在 1. 5节讨论过对数函数的代数性质.我们可以应用中值定理系2证明它们中的每一种性 


解 由于有同 g (*) = -「mi —样的导数, 
吋知 / U ) = -™ SI + C，C 为某个常数. C 的值可以由 
条件/(0) =2确定 （H 为/的围形经过点 （0, 2)): 

/(0) = - cos (0) + C = 2, 所以 C = 3 
所求的函数是 /(*> = - C0S * + 3. ■ 

4.2.5 由加速度求速度和位置 
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质.证明的步骤 N 氺解涉及对数函数的问拯一样. 

证明 lnfcr = lni + ln * 沦证从现察 In fct 和 In * 具有同 样的# 数幵始： 

j- ln( Ai) = = -I = In jt 

da; bx x tlx 

根据中值定理系 2 ,这两个函数必定相差一个常数，这就意味苕 
In bx = in x + C 

C 是某个常数. 

由于上述方稈对于所有取 fK 值的 i 成立，它对 f 1 =丨必定成立.因此， 

In (ii - I ) = In I + C 

In 6 =0 + C { In l = 0 ) 

C ^Ln A 

通过 代换圾 后得到 

In ^ = In 6 + In i 

证明〗 n /= rlnjf 再次便用具有相同导数的论证方法.对于所冇取正值的: 

去 In /=+£(/) (链式法则） 

=~ rx r ~' (导数幂法则） 


-(/• In ； 


由于 hi V和 r In r 有相同的导数， 


C 是某个常数.取: t = I， 确定 c=o， 完成我们的证明. 
在习题65中，要求读者证明对数函数的商法则 




倒数法则 tn (1/*) = -In* 是商法则的特例.在商法则中取/>=1，并且注意 In 1=0,即可得到倒 
数法则. 

4.2.7 指数法则 

自然指数函数〆的指数法则是自然对数函数 h* 的代数性质的推论.它们由这两种 函数之 
间的逆关系导出. 


e * 的指数法则 

对于所有的: t, 和心， A 然指数函数〆服从下列 法则： 

⑴ 〆..〆■=〆.**: (2)e -=-L (3)$=〆.-': (4)(/ 广 =，= 

e e J 


法则 （1) 的证明令 


于是 


h 〆及 r : = e ,: 


及 \ = in r： (对式 (4) 两端取对数） 
+ jt 3 = In y \ + In y 2 


(4) 
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= J » y ,> 3 (对数的积法则） 

(取指数） 

= /, X 2 (e “ = U ) 

= e J ' e IJ 

法则 （4) 的证明 M 上面相似.法则 （2) 和法则 O ) 由法则（ I )推出 （见 习睡67和 68). 
习题4.2 


在 ㈤ Ml ~4中，对于函数和区间的中值定理 
的结沦.求满足等式 

fkhl ^ A^l =f(c) 

的 C 值. 

l . f ( x ) = x 1 + 2 i - I , [0,]]. 

l / u ) =，\ :: t ), l ]. 

3. /(:) =sin l x, [-1.1]. 

4. /(x) = Ln (i ™ J ), [2 t 4"3. 

在 ㈡ 题 中，哪些函数满足给定区间 J : 的 
中值定砷的假设条件，哪些函数不满足？提出答案 
的理由. 

5 . / U ) =，，[一 1, 8]. 

^/(x) =/， [0, l]. 

T/(：r) = [0, 1J- 

KjcCO , 

0, * = 0. 

叫：: =(】 

在 :^0 和; ^1 的值为零，并且在 （0 T 1)1: 是 flj 
微的，但是它的导数在 (0, 1) 上不可能为零.为 
什么会! h 现这种情况？罗尔定理不是说这个导数 
在(0, 1) 的某处必定为零吗？提出答案的理由. 
f 3, *-0 

10, ^ f ( x ) =| +3^ + 0,, 0<^<1 

\mx + b , 1 ^*^2 

在 0 , m 和6取什么值时满足中值定理在区间 
[ f >, 2] 上的假没 条件？ 

1 L ( a |_ 出卜列每个多项式的芩点及其一阶导数 
的零点： 

(I) y -4. 

(II) y = x 2 +8^ + 15, 

(ui)r = i 3 - 3x 2 + 4 = (^ + 1 ) (j: - 2)\ 

(iv)r = ^ -33^ ^2\6x=x(x-9)(x-2^). 
( b ) 利 ffl 罗尔定理证 明：在 

/ + - + ° r > 

的每两个零点之间存在 


似" ■ + (n - I )£!，_■ J：" 2 + …+ … 

的-个；点. 

12. 瑕 设尸在 K 间 [a.W 上连续，并 R/ 在这个 10] 
t: 有 3 个零点-证明 r 在 （<ij) 中至少介一个枣 
点.推广这个结果. 

13* 证明： 若在整个区间[^&]上 /">O t 则广汴 
[«,6] 肀至多有一个芩点.如采把条件改为在 
整个 K 间上尸 <0,有什么结果？ 

14. 址明-:次多项式吋能至多有3个实 数芩点 . 

在 15- 22中，证明函数在给定冈叫上恰 
好有个霉也 

15, /U) =x 4 +3x + l t [ - 2 t - r _. 

16-/(*) = zU ^- + 7 t < -®, 0). 

VL g (0 = ft + /TTT-4 t (0, * ) + 
is*g(0 = YZt + A^T-3. i T ( -i, i), 

19. r(0) - 9^ sin 3 1 +) -8 , ( - « , »)■ 

20. Ktf ) =2 e -™ 2 0 + j 2 t (-»，《)■ 

21. r(#) - see 0 -+ 5 , (O t tt/2). 

12.r{8) =lan ff-col 8-9, 【 0, tt/2). 

23. 假设 /(-1>=3, 并且对于所有: r 有尸 U) =0. 
那么，对于所有*必定有 /U) =3 吗？ 提出答 
案的理由. 

M ■假设 /(0)=5,并且对于所有^有/(；0= 2 」那 
么，对于所有: t 必定有 /U) =b+5 吗9提出 
答案的理由， 

25. 假设对于所有戈有广 （r) = 2x . 求下列条件下 
/(2) 的值： 

(a)/[0) =0； (b}/(l) =0； (C)/E -2) =3. 

26 , X 于导数为常数的函数可能得出什么结论？提 
出答案的埋由. 

在习题 27- 32中，朿具有给定导数的所有口 （ 
能的函数1 

27* (aj v 1 - x. (b}y J = j 2 . ( c) v h =x 2 . 

2«. (a)y =2^ {b}y , =2x-[. (cJv^3j : +2.t-l. 
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29 . ( a )/^ - ] ~. ( b }/ = l -士. 

【 C }，=5 + + 

30- I*)/= (b) } '=j_, 

(c)y' =4* - -p, 

A 

31. ( B ) y ' = rtin 2 f , [ b ) j -' - vus . 

(C) y' = sin It + coa 士， 

32. { tt}r r = aecfft ( b)j H = ^0. 

(cj / ~/(9 - set- 2 # r 

在 JM33-3fi 中，求 U# 给定导数 M 罔形通 
过点 P 的函数. 

33. / r (x) =2x-] f P(0 T 0). 

34. fU) = i ^2x, P{ I p -[). 

35__T(*) V’ 个’ —]. 

36.〆（/) = f tan t - 1 ， P(0 T 0). 

在 ~ 题 37 〜 40 屮、给出物体沿坐标线运动的 
速度和初始位置 T 求物体在£时的位置. 

37* t； = 9. 8f + 5 ^ s( 0 ) - JO. 

38, tr = 32f-2 t ,s{0. 5} ^4, 

39, L' = sin -tt (, j (0) ; 0. 

40, t t> - 2, ；?(-】）= + 

在习题 41 ~44 中给出物体沿坐标线运动的加 
速度 a = t^/t^, 以及初姶速度和初始位 Si 求物 
体在时间 t 的位置< 

41* u -tf ( , v( 0 ) = 20, j (0) = 5. 

42. « = 9. S T i(0) = ， .i(0) =0, 

43. fl ^ -4 sin 2t, v(0) =2. s(0) = -3 ‘ 

44. a ~ fm — p c(0) ~0, s(0) - -]. 

^ TI 

45. 溫度变化把汞温度计从冰箱取出放进沸水中， 
经过14秒它的溫度由 -】9X_L 升到 UKTC. 证 
明温度计在某处的温度以 S. 5 丈 A 的速率升商. 

46. 汽车司机在收费亭收到传票，昆不她在限速 
65 mph 的收费公路上在2小时内行驶 r 159英 
M. 这位司机因车速而受到传询.为什么？ 

47. 占航海资料显示，一艘170橹的三排桨战船（古 
希腊或古罗9战船）一度达到24小时航行 1&4 
海里的航速.解释这次航行中战船在某点的航 


速为什么超 U 7. 5朽（海中 ./ 小时）. 

«■ H 拉松长跑运动员只用2, 2小时跑充纽约城巾 
H 拉松赛 26.2 英里路程+址明 Q 拉松运动 M 跑 
步的速度至少有两次 iK&fM 】丨 mph. 

^ 证明在汽车彳 f 驶2小时期 | k ] 的某一时鋼.速度 
计的读败将等于汽乍行驶的乎均速聿. 

50. 月球上的自由落体在月球上. t 力加速度坫 
16 rrvV . 如果-块岩石神进一条裂雄它在 
30秒/「 I 恰好击中裂缝底部之前的速度是多少 v 

51. 和6的几何平均两个1卜:数 □ 和的儿 M f 均 

是数，/«6，对于 LE 数 K 间 [ rt , A ) = l/t 的 

中怡定理结沦中的 c 值，证明 

52. fl 和 A 的算术平均两个数<1和 A 的箅术 f - 均姑 
m < i + b )/2. 对干任何 K 间： u ， A ] i ：/ U ) 的 
中值定理结论中的 r 值，证明 c = U + &)/2_ 

D 53 - _出函数 /( :) = sin ；r sin ( t + 2) - ain : ( ；¥ + 1 ) 的 
ffl 形.用形呈现什么特性？函数为什么这 
种特性〈提出答案的理由」 

54. 罗尔定理 

U ] 构造个多项式.它以 a 。 - 2, - I , 0. 

1, 2 为零点. 

( b ) —起闽出/及其导数广的困形.从图形中矜 

出同罗尔定理有什么关系 * 

=sin I及其导数的 ffl 形显水间样的现 

象吗？ 

55- 唯一解假定/在 [ a , A ] 上连续且在 u , £0上吋 
微. 此外假定 / u ) 和/(幻見有相反的符号 a 在 
fl 和 A 之间尸 >0. 证明，在 0 和&之间怡好办 
一次/(幻 =0. 

56. 平行切线假定/和 g 在[«，6]上可微且有 
f { a ) ^ g { a ) m /{ b ) = g ( b ). 证明，在 0 和&之 
间至少存在一点，/和 g 的图形在这个点的切线 
是平行直线或者同一条直线.用荜图解释. 

57* 如果两个可嫌函数/(4和的囝形从平面上 
同一点开始且在每个点有同样的变化宰.这两 
个阁形完全相同吗？提出答案的理由， 

S 8. 证明： 正弦不等式 I sin 6 - sin a I ^ I 6 - n I 
于任何数 a 和 A 成立. 

59-假定/在 a 矣* 上是可微的且/(6> </( a ). 
证明尸在和6之间的某个点取负值. 

60. 今/是在区间 [^6] 上定义的函数为了保证 



其中 min ， 和叫《/_是指尸在>，6: i : 的最小值 
和最大值，对/应设置什么条件9提出答案的 
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珲由. 

Ofit - 设尸 U ) =1/(1 +/ c <» x ), 1,并 M 

/(0) = t . 利用4題60中的不等式估计 /((X l ). 

Qti 2. mf(x) = 1/( J 0赛*(0, I ,井且/(0> = 

2. 利用七 H 60中的不等式估计 /(0.1). 

63■令/在每个 A 值是可微的，并且假定 /( 1)=1, 

在 （ - » , n tf < 0 t 在 （ 1 ， 》 ) h/ J > 0 , 

( a } 证明 / U ) 身】对 丁所有 ^成立. 

( b ) 必定有尸（丨 ） =0吗？ T ■■以 说明. 

64. 令/(_1)=^^+仍+厂是定义在闭区间1>,&]上的 
二次函数. 证明： 在 （ a , &) 中恰好存在-点 r , 

/在这个点满足中值定理的结论. 

4.3 单调函数与一阶导数检验法 

在绘制可微函数图形时，倘若知道函数在 KN 上什么地方递增 （ 从左全右 上升） 以及在什么 
地方递减（从左至右下降）.那是很有帮助的.这一节确切地定义函数在 K 间上递增或者递减的 
含义.并旦给出一种检验法，判定函数在何处递增以及在何处递减.此外说明如何检验函数的临 
界点确定是否出现局部极偯. 

4.3.1 增函数与减函数 

我们证明：增 函数只 能是具有正值导数的 函数； 减函数只能是具有负值导数的函数. 


定义 设_/是定义在区间/上的函数且:和气是/中的任意两点. 

(1) 如果 每当； <, <〜时 / U 2 ) >/(*,), 就说/在/上是递增的. 

(2) 如果每当*,《〜时乃心） </(!,), 就说/在/上是递减的. 

在/上是递 增的或 者递减的函数称为在 / 上是单 调的. 


«• 利 fllft ■相 M 分数的沦据.像证明对数的积 法则 
和* 法则的做法 ■样. ill : 明商法则件项. 

M . 利川反角闲数似#数的 沦据 证 明： 

(a) tmi 1 * + r：<ii" 1 1 = y . 

( b ) 1 j + fs< h 1 r = 

« 7 . 从止文屮导 fl ! 的等式 = e ■，‘ ％开治， 

1 =1/ e ' 对十任何 实数* 成立-然 f 址:明 
对 HI . 何实数 *, 和成立. 

68. iiK 明（ 〆 ）■_= 〆 '■ 对于任 何实数 *, 和&成 t 


重要的是要认识到，增函数和减函数的定义条 
件必须对于区间/上每一对具有 *, 的点 * ，和 

都满足.由于比较函数值用不等号 <而不是用 
有时就说/在/上是严格递增的或者严格递减的. 
区 间/可 以是有限的，也可以是无限的- 

函数 /(*) 在 K 间, 0] 上递减而在 
[0,==) 上递增.这可以从它的图形中看出（见 
图 4.20). 这个函数/在, 0] 和[0,《 ) 上是 
单调的，但是在«>上不是单调的.请注 
意，在区间 （- » , 0) 上，切线有负斜率，所以一 
阶导数在这个区间上恒为 负值； 对于区间<0, » ). 
切线有正斜串，一阶导数在这个区间上恒为正值. 
下面的结果证实这些现察. 



用 4.20 S 教 /(*) =/在 K 间 （-» ， 0] 
和 [0, * ) 上是单调的， 但是在 
<, ®) 上不是 申调的 


系 3假定函数/在区间[«,6]上连续且在 ( a , A) 上可微.若在每个点 * e ( a , M 有厂 U) >0, 
则/在 [a,6] 上是递增的.若在每个点 *e( a , <>) 有尸(*)<0.则/在[«，6]上是递减的. 





争教的应用 


证明令和 I MKlViRa , 上满足 I , 的任意两点.对 . r . KNr *, , . t , ] f _ 的闲数 
用的中值定理衣明 ' 

/U ; ) -f(x t ) =f»( 、 -x t ) 

K 中 cMj 和〜之问的某 个数. 这个等式右端的符 fj. 与 /，（ ( o 的符&相同 .W 为 . 心姑十: 
数.所以，当 /Yf:(«, M 上为 IF— 时 /(〜）^/(i). ifrijTftU. A) 上为负时 /(. T ,) </(；*,). _ 

吨用第一导数检验法确定阐数在什么地方递增和递减的方法，如果„ 足诚数/的 

两个临界点. Jf II/'fr：K|Hj( U , W 上存在但是不等于零. 

邶么 厂作 （《. W . L 必定取 iH 值或#取负值（见孓 I 节定琿 
2 ).可以确 定尸在 K 问上的符兮的一种方法是【[■算尸在 K 
间 （ 《, ㈠ 中 某个点 * 的值.然后应用系3.系3 +仅对于右 
限 K 间扭正确的，对于无限 K 间也是正确的.我们在 F 而 
例子的分析中利用这个电实. 

例1求 /(*) =/-12*-5的临界点，并 U 确定/是递 
增和递减的 K 间. 

解/是处处连续和可微的函数. 一 阶导数 
/'(*) = 3/ - 12 = 3 U 2 -4) = 3(* +2)(^ -2) 

在 -2 和 s =2为零.这两个临界点把/的定义域分成 K 「 h | 

(-«. -2). (-2. 2> 和 (2, »). 在这 二个区 间上尸或者为 ffl421 8数 /<1：| _ llr _ 5 
正或者为负.我们在每个子区间上.个方便的点计算尸确定/‘ 在•个申独的 K 间 t 玷 

的符号.然后通过在每个子区间上应用系3确定/的特性■结 申调的 （网 1) 

果汇集在下表中，而函数的图形在图4,21给出. 



K 间 
/‘的® 

/’的符 y 
/的特性 


/ '< -3) =15 /-(0) = -12 

速增 _递臧 


，⑶=15 

递增 


了解闲数递增和递减的 K 间，我们也就知道如何检验函数局部极值的性质. 

4.3.2 局部极值的一阶导数检验法 

人物传 k ： 在图 4 . 22 中.对于/取极小值的点 . 在点的左侧邻近/，<0, rfii 在点的 

- 右侧邻近 /'>0( 如果取极值的点是端点.只需考虑一侧的点）.因此函数在 

埃德蒙.哈雷 极小值的左测递减而在它的右侧 递增. 同样.对 f / 取极大值的点函数在点 

(Edmund Halley . 的左邻近/’>0,而在点的右邻近尸 <0. 因此，函数在极大值的左側递增咁 

[656-1742) 在它的 A 侧递减 ■ 总之，在 /(*) 的局部极值点，尸 U ) 改变符号. 

这些观察结果导致一种判别可微函数局部极值的存在及性质的检验法. 


| 局部极值的一阶导数检辁法 

丨 假定 f 是连续函数/的临界点，并且/在包含 c 的某个区间内的每个点 （ e 本身可能除外） 
是可微的.在图形上从左向右经过点 c 移动： 

| U ) 苦 /' 在点 C 由负值变为正值，则/在 C 有一个局部极小值： 

(2) 若 /' 在点 f 由正值变为负值，则/在<；有一个局部极大值； 

| ( 3 )若 /' 在点^不改变符号（即 尸在 ('的两侧同时取正值或者同时取负 值）， 则/在^不存 

I 在 M 部极值. 
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ffl 4. 22闲数的■阶导数说明 阁形 Sn 何1:升和 T 降 


在端点的局部极值检验是同样的，不过只考虑端点的-侧. 

证明证明 （1): 由于 /' 的符号在点〃由负值变为 IF 值，故存在这样的数^和*!, ^(«, <■) 
.1：/'<0. ifiirtfc ,(>) 上 />0. 若 * e ( a , C ). 则 /( r ) </(*). 因为/’<0菹涵/在 [ a , c ] 上珐递 
减的. ^^( r , h ), 则 /( c )</ U ), 尚为/’>0蘊涵/在 [ c . 6] 上是递增的.闪此，对于毎个 
xs ( a , b ) 有 /(； x ) 备 /( c ). 按照定义/在<:有…个局部极小值. （2) 和 （3) 用同样方法证明. ■ 
例2求 / U ) 的临界点.确定/递增和递减的 K 间.求函数的 M 部极值和绝对极值. 

解 函数/对于-所有实数是连续的和可撖的.所以临界点仅出现在 /' 的零点.利 ffj 枳法则， 
求出导数 

fix) = (* 2 -3) • + -3) -e* = (x ! - 3 )- 〆 + (2x) - = (r ! + 2x -3)〆 

由十 〆 不可能为零，这个一阶函数等于零3且仅5 

X 1 + 2 x -3 =0 

(x + 3 )(x - \ ) =0 

零点: -3 和 x = 1 把 x 轴分成下面三个 区间： 


IX间 

y" 的符& 
/的持性 




从上表可以看出在: *= -3 有一个局部极大值（约为 
0,299)，在^ = 1有一个局部极小值（约为 -5.437). 局部 
极小值也是绝对极小值，因为对于>在有 / U >>0+ / 
没有绝对极大值.函数在（-«, _ 3 )和（1， 》) 上递增 
而在（-3, 1) 上递减.图423显示函数的囝形. 麵 

例3求 / U ) =^、文-4) -4，〃的临界点- 

确定/递增和递减的区间.求函数的局部极值和绝对 
极值+ 

解函数/在所有: t 是连续的，因为它是两个连续函 
数/〃和 U -4) 的乘积， 一 阶导数 

/'( X ) =盖(，_4，）=争， 



W4.23 /U) =(/ -3)，的图形（例 2) 











223 


= ] 为芩而 无定义.仵定义域没有端点，所以临界点和 ; r = l 是/可能取极伉的 
仅冇位燹. 

这两个临界点把I轴分成二个区厂汴这些[>(間上或 V 

卉为正值或者为负值. r 呈现的符号模式揭示/在两个临界点 yt 

之 M 的 特性- 可以把这些结果显示弁:下表 中： \L ,,,』 


屮值定理系3对我们表明 . /在（ -龙、 0) 上递减 ，而在 
(1, »)上 递增. 局部极值的一阶导数检验法吿诉我们/在 
，=0没有极值 (/' 不改变符号） t 而在:* 有局部极小值 (/' 

由负值变为正值）， 

甸部极小值是 /( 丨） =1^(1 -4) = -3. 这也是一个绝对 
极小值+图124显示关于函数图形的这个值. 

请注意， lim/^^:) = ,所以/的图形在原点有一条垂直切线. 

习题 4.3 


24 函数 /U)=，（t — 
^ x < ] 时递减而 
^>1时递增（例 3) 


在习题】 ~ 
列 NM: 

8中，对_7■给出导数的函数回答下 

17./U> =：< 

'-8 j 3 + L6. 18.^( j ) 

3 . . 

(4/ 的临畀点是什么。 

19. //(0 - 

Y l 20-~ ⑴ 

(b)/ 在什么 K 
U)/ 在什么点 
极小值？ 

司卜_是递坩的或者递 减的？ 

如果有的话）取局部极大值和局部 

2 Ug { X )= 

Z3./U) =? 

( 22 . g ( x ) 

以 2. 24,/U) 


a 

2 S ./ U ) 

n(i+S 广 26^U) 

2.尸(工） =(x- 

)U+2). 

27. h (. x )= 

-4)+ 2 S . k ( x ) 

3.尸“） - 

) 3 C^ + 2). 

29 . fix ) 

11 +(T' 30 . f ( x ) 

4./ r U) =(x - 

) 3 (^+2) 2 . 

31./“）= 

< lnx . 32-/( 


8. f(x) =，』"U-3 乂 
在习题9 -32 中： 

U) 求函数递增和递减的区间. 

(b) 然后确定函数的局部极值 （如 果存 在〉， 指出 
它们取局部极值的位置. 

(c) 哪些极值是绝对极值 （ 如果存在）？ 

目 【d} 用一种绘图计算器或计算机给围器支持休获 
得的结果. 

^*^(0 = - t 2 -3/ +3. 10. g ( t ) = -3 t 2 +9 t +5. 

lLh(x) ^ -x 3 +2x 2 . 12,h(x) =2? -18*. 

1^/((9) =3# ，4畎 14./(^) =66-^. 

15,/(O =3r 3 +16r. I6.h(r) = (r + l)\ 


在■^题 33 〜 40 中： 

( a ) 确定函数在给定定义域的局部扱值 ，并片 
指出取极值的位置， 

( b ) 嗛呷极值是绝对极值 （ 如果存在）？ 

( c | 用一种绘图计算器或计箅机的绘图器支持 
你获得的结果. 

/( 文） =2x-x\ - » <x^2. 

/(t) ={x + ] ) 2 , - » <t^0. 

g ( x ) = j 3 -4 x +4 t ] ^ x <». 
g(x) - -x -6x -9, -4^ x <* j 1 
/CO = i 2 t - t \ -3 氏 f <». 

/(0 = t J -3; 2 , -» < t 备丄 
ft(x) =^~ ^2x 2 +4x，O^X < w , 

jt ) - i 3 +3 x J +3 x + I -30 <1^0. 
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在4賊41 -44 中： 

( b ) 氺每个函数在给定的局部极值.并 
a 指出取极值的位置， 

n ( b ) —起阐 m 涵数及 k 导数的 m 形.说明/ 问尸 

的符号和值有欠的特忭< 

41. /( i ) = ~ -2 sin 

42 . /(x) - ~2 erw X - < W ^ T , - TT ^ X^TT 

43. /( j ) = rac : i - 2 cnt j p 0 < j < - it . 

44. /(*) - fww 3 x - 2 taj\ x 1 - < ar < 

在 4 越 45 和 46 中.证明函败在给定的值有 
局部 极值，并 II 指出函数具有的局部极值的类型. 

45. k(B) =3 cos ~, 0名沒矣 2tt t 在 = 0和 = 2ir. 

46. k(Q) =5 sin ^-, 在沒 = 0 和汉 = tt . 

47. 假定幻是通过点 （ l , 1) 的町微函数 t 并且 
r ( i ) = 0 .画出函数在下列条件下的 草闬： 

(ai 对于 * < 1有 / h ) >0,对于 ; I > 1 有 r <0; 
( b ) 对干有/\幻<0,对干 x > l 有， ⑷ >0; 
(0 对于 有， U ) >0; 

( c *| 对于 Ml 有 /D 

桃假定是时微函数，_ 出函数在下 列条 
件卜_的草阁： 

(a)/ 在点（〖， I )有局部极小值，在点（3, 3) 有 
局部极 大值； 

在点 （1, 1) 有局部极大值，在点（3, 3) 
有局部极小值； 

(<0/ 在点 （】 T ]) 和 （3 f 3) 有局部极 大值； 
(€1)/在点（1, 1) 和（3, 3) 有局部极小值 ■ 

49. 假定 r =/(：0 是连续函数，_出函数在下列条 
件下的 单图： 

( a ) ^(2}= Z 0, 对于以2有0<裏\1, ^-2 - 
时， U ) —1' 对干： >2有 -1 
当*-^> 时 〆 u )-^- r ; 

( b ) ^(2) =2. 对于;有 〆 cO , 当 1—2 时 

— - » f 对 T i > 2有 〆 > 0,当 
2* 时 〆 

50. 假定是连续函数，画出函数在下列条 

4.4 凹性与曲线绘图 


件下的 am: 

in)h(O) =0. 对于所冇 t 冇 - 2 忘 A ( 幻矣 2 】 
0 时 h r (x) 且当 ； r *(T 时 

h'(x)-^<x ； 

( b ) A ( O ) ^0 t 对 T 所有*有 -2 矣办 U ) 矣 (). ， 
x^Q B^hXx)-^ — 

51. 定位并确定卜 列绝对极值： 

(a) In (t'fw x ) 在[- tt /4, tt /3] L i 
ib ) c ^ (Im) 在 f 1/2, 2 , 

52. ia ) im /( x )= x-\nxMr x>l 钻递增咏 
lb) 利用 （ a ) 证明气;时 

53. 求涵数 /U> =—'-2* 在区间 ：0. 1]L 的绝对极 
大值和绝对极小值. 

54. 周期函数 /U ) ^在何处取它的极值 v 这 
些值是仆么？ 

55. 求函数 _/(*) =yin(l/*) 的绝对极大偵，并 a 指 
出取极大值的位 S. 

56. 求函数 /U) +h + r(<i#0> 是递增的和递 
减的区间.描述答案的推理过程+ 

57. 当 J 从左向右移动经过点 r =2时，敁数/<幻= 
V -3i + 2 的闬形是上升还是 下降？ 提出答案的 
理由. 

5*. <a)UE 明： 则〆身 1 

(b) 利用 （ a ) 的结果 kE 明 

〆这 1 + t + 

5 9 . 证明增函数和戒函数是一对一函数.就是证明： 
若 I"々 e J 且 _r: 7^, , W \ f ( x 2 ) ^/( x t ) r 
在习® 60 〜 64 中.利用4题59的结果，证明 

函数在它们的定义域上存在反函数.利用3, 7节定 
理4求 d/ Vdr 的公式 - 

60. /U) =( t/3)i + (5/6), 61,/(jt) = 27 x \ 

62./(i) -1 - Sx\ 63-/(x) = (I -x)\ 

64-/U)=，' 


在 4. 3 节阽 到.一阶导数对我们如何表明函数在什么地方是增加的，在什么地方是减少的. 
在可微函数的临界点，一阶导数检验法说明函数存在局部极大值还是局部极小值，或者说明函 
数图形在那里持续上升还是持续下降. 






导教的应用 



在这一 我们秄出阶褚数怎样给出乂于可傲函数图形弯曲或转向的信息.这种补充信息 
揭承函数性质的 Jt 键特征，所以我们在画函数 y 


ffl 形时町以表现这些特征. 

4.4. 1 凹性 

正如从阁 4.25 中可以见到的那样，曲线 y = 
?随^的增加而上升， f . U . 是在区间（ —00, 0) 和 
(0,==) 定义的两部分阐形以不 M 的方式转向. 
’与沿曲线从左侧逼近原点时.曲线转向 t 侧并 
ft 下落到切线之下.切线在 K 间 . 0) 上的 
斜率是递减的.当沿曲线从右侧离开原点时， 



曲线转向左侧并旦上升到切线之上.切线在 K m4 25 
间 （0. *) 上的斜率是增 加的. 这种转向或者弯 
曲的特性定义曲线的凹性. 


/( I ) =/的 ffl 形在 （0) 是向的 
面在 (0, *) 匕是向上凹的（例 Ua )) 


定义可微函数7=/(*>的图形呈现 

( a ) 在开 g ； 间/上向上凹，如果 /' 在/上是增加的； 

I (bl 在开上向下凹， 加果/'作/上是滅少的. 

如果 j =/U) 有二阶 导数， 应 用中值定理系3 可以 断定，/ ，当尸 >0 时在 /上增加， 而当，<0 
时在 /上 减少. 


凹性二阶导数检验法 

令，=/“）是在区间/上的一_次可微函数. 

(1) 如果在/上/">0, /在 f 上的图形向上凹. 

_ ( 2 ) 如果在/上 _ r < o , / 在/上的图形向下凹. 

如果} •=/(*) 是二次可微函数，在表示二阶导数时我们互换地使用记号/ "和 Y *. 

例1 

(«) 曲线 y = * 3 ( 见图4.25)在区间（ -» ， 0) 上是向下凹的，在其中 / = 6;t<;0i 而在区间 
(0, «)上是向上凹的，在其中/=6*>0. 

( b > 曲线 yd (见图 4.26) 在区间 （-» ， 《) 上是向上凹的，因为它的二阶导数/ = 2恒为正值_ 
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例2确定 y = 在区間 [0,2u] 上的凹性， 

解7 = 3+4^的阴形 4:(0, tt) k 是向下 H 的.在其中为负值.它 fr:(Tt. 2 ti) 
」二足向上凹的，在其屮/= -sin. T 々IF 值（阽阳 4.27K ■ 

4,4.2 拐点 

例2中的曲线 y = 3+sUtx 在点 3) 改变凹件+我们称 U, 3> 为曲线的拐点. 

| 定义 ft 函数图形上存 ft 切线并 R 改变凹件的点为拐点. 

在曲线上/在+侧为正而在另-侧为负的点是拐点.仵这样一点，，或者为零（内为守数具 
有介值性质），或者没有定义.如果 y 是二次可微闲数.广在拐点为零而/有局部极大值或局部 
极小值.然而，下面的例子显不，在 /= o 的地方可能不疗在拐点. 

例3曲线 y = / 在没有拐点 （阽图 4 .28).虽然，=12/在那里为零，似是它不改变 
符 t _ 

例4 y = f 在: t =0 有一个拐点（见图 4.29). fM 是 /仵那串不存在： 



图 4.28 y = / 的阁形在原点没有拐点， ffi 4. 29在/不存 在的也 坷能是 

虽然在那串_/ = 0(例 3) __个拐点 （ W 4) 

从例3看出，二阶导数为零不一定产生拐点.从例4 看 出拐点也可能出现在二阶导数不存在 
的地方. 

为了把物体沿直线的运动作为时间的函数来研究，我们通常有兴趣了解由一阶导数给出的 
加速度何时为正或者为负-物体位置函数的图形上的拐点揭示加速度在何处改变符号. 

例 S 沿水平直线运动的质点的位置函数为 

5(0 = 2( ] - 14( ! +22( -5, ( &0 

求速度和加速度，并且描述质点的运动状况. 

解速度为 

v{t) = 5-(1) = 6 ( J - 28( + 22 = 2(* - 1)(3( - 11) 

而加速度为 

a(0 =i/(0 = j"( () = 1 2( - 28 = 4(3( - 7) 

当函数增加时，质点向右 移动； 当 s(t) 减少时，质点向左移动 - 
请注意，当^=1和 （ = 11/3 时，一阶导数（,，=.〆）为零. 




质点作时 D ^ UCM /3, *) 向心运动， 
11/3处于瞬 |_ h ] 稳定（舴止）， 

加速度 n(t) = t ) =4(3 / -7)^( =7/3时为篆 


质点开咍时向右运动，与此同时降低速度，然后在时 |W[x: 间 [0, 7/3] 上处在向左加速度的影响 
卜当 < =【儿始向左运动.接冇加速度在 t =7/3时改变 A 向’但是质点继续向左运动’ 向 

右加速度影响下降低速度，当（=11/ 3 时质点次倒转方向：以加速度同样的方向向 t 运动 ■ 

4.4,3 局部极值二阶导数检验法 

有时不考察尸在临羿点的符号改变，我们可以改用 _F 述检验法确定局部极值的存在和特征. 

| 定理5 ( 局部极值二阶导数检验法 | 假定/”作包含 x = c 的开区间上 连续- " 

I (1) 若夕 （c) =0且尸 (r> <0,则/在* = r 合■绝对极大值. 

(2)?r/ f Cr) =0 \ ifXc ) >0,则/在 a：=f 冇部极小值. 

<31若 y’U) =0 R/"( c ) =0,检验法失效.闲数/可能有局部极大值或者局部极小值，也 
| n 『 能既无 M 部极大值也无 M 部极小值. 


和图表¥用（1)和 （2) 检验函数极值. 

证明我们来证明第 （1) 部分.若 r(o <0,则汴包含点 r 
的某个斤 k 间/七，/"( ( .) <0( 因为 /" 是连续 的）. 内此 /' 在/上 
是减少的.由于 /'( f ) =0, /'在 c 的符号由正变为负，所以， 一 
阶导数检验/在 <• 有局部极大值. 

第 （2) 部分用类似的方法址明.对于第 （3) 部分，以函数= 

/和 ju ：’ 作为例子‘这乞个函数在 * =0的一阶导数 
和二阶导数均为零.然而在1=0，函数； r = /有 M 部极小值 ， y = i -4 有局部极 大值’ 而）.=/在 
包含的任何开区间上是增加的 （既 无极大值也无极小 值）， 所以检验法失效. ■ 

二阶导数检验法只需 知道/ "在 f 本身的值而不是在包含 c 的一个开区间上的值.这样便检验 
法容易应用.这是有利的 方面； 不利的方面是检验法在/'=0或者/•在 * =c 不存在时没有结果. 
当出现这种情况时，就利用局部极值的一阶导数检验法. 

/' 和尸 一起向我们说明函数图形的形状，即临羿点处于什么位置，在临界点显现什么特性， 
函数在何处增加和减少，以及曲线怎样像它的凹性所定义的那样转向或弯曲.我们利用这些信 
息描绘表现函数主要特征的图形. 

例6绘制函数 /(*) =* 4 -4/ + 10的草图，采用下述步骤： 

( a ) 确定/取极值的位置， 

(b) 导找/增加的区间和减少的区间. 

(c) 寻找/图形向上凹和向下凹的区间. 

( dt 描绘/图形的一般形状. 
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<e) ㈣出某 4特殊点，像 W 部极大值点和 W 部极小值点、拐点和載距.然 P 描绘曲线 - 
解屮连续 闲数. /的记义域姑（-«， * ).【 f [|_ T 的 i 义域也 
iiK -»,»). W 此， 的临界点只出现仵尸的岑点，由于 

fix) = - \2x l ^ 4x\x - 3) 

一 阶导数 /I: p 0和 i = 3的 ffi 为零. 


Kliij 

rm ^> 

/的特性 


(a! 利用 M 部极值的一阶导数检验法和上表. ft 出/在 x=0 无极值，而: 

(b) 利用上表，看出/在 K 间（-»， 0] 和 [0, 3] 上滅少，时在 [3, ® 

(c) / w Ci ) ^\2x 2 一 24; t = I 2 t(r — 2) 在 x = 0 和 的值为零， 

在部极小胙 

>上 增加. 

K 间 

x<0 

0 c x < 2 

2 < t 

r 的符 v 

+ 

- 

+ 

/的特性 

向上凹 

向 hm 

向 1 凹 

由此看出/在【<间（ . 

0) 和 （2. » > 上向上 

凹， ffiifr ： (0, 2) h 向下 Fl. 

(d} 综合 1: 面两个表的信息得到 



t <0 

t) <i <2 

2 <x<^ 

3(i 


减少 

UP 

mu 

向上凹 

向下叫 

向 t -. 凹 


曲线的一般形状如下： 





j \ 增加 

-mm 


向 U] ; i«j H [| [ 

;r^i hnn; 向上 p] 

i i 


/ 


— l - 1 

X 

J 


拐点局部极小值 


(e)_ 出曲线的截距（如杲可能）以及/和/等于零的点.指明任何局部极值和 拐点. 利用图 
形的一般形状作引导圃出曲线的草图（在需要时画出另外的点 I 图 4. 30显示/的 图形. _ 

例6中的求解步骤给出绘制函数关键特征的过程. 


1 绘制少=/(幻困形的对策 

U 1 确定/的定义域和曲线可能具有的任何对称性. 

<2>求/和广 

(3) 求/的临界点，并 K 确定函数在每个临界点的持性. 

(4) 求曲线增加和减少的区 N . 

(5) 求可能存在的拐点.并且确定曲线的凹性 ■ 

(6) 确定任何渐近线. 

| (71 画出关键点，像截距和第 （3) ~ ( 5 )少中求出的点.并且绘制曲线. 

例7绘制承 I 数 / U ) = 巧 的草图. 





导教的应用 


解（丨1/的定义域是 （. *) , t 
(2)求/'和/" : 

= ( A _+^ L ； 战❿:你* =- l,.y 截 

* I + .t J H'：(r = 1 ) ft I - 0) 


并 tL 尤论对肀标轴或者原点都不作在对称件 （HI 


(3) 在临界点的特性：由于 /' 在/的定义域上处处存 [ .'. JStft - i.fri 

在.临界点仅出现仵 /_ U ) =0的点 ; t = ± 1( 第 （2) 步）. a ( 

在欠=-】，/”（-丨）=1 >0,依据二阶导数检验法 苻-个 1134 30 /(J) =^-^' +1() 

相对极小值.在” t , 广⑴= - I <0,依据二阶导数检 酬形（例 6) 

验法冇一个相对极大值. 

{41 递增和递减：我们看出在区|_»1( . -1) 上导数 /' U ) <0,曲线是递减的：间 

(- I . I ) tf '{ x ) >0,曲线是递增的；在区 *) 上尸 （*)<0,曲线再次是递减的. 

( 5 ) 拐点：注意二阶导数的分母（第 （2) 步）恒为正，一.阶异数 /" 当1= -0, vT 时为；. 
二阶导数在这三点的每一点改变符号，即/"在（-/ 3 > 上为负，在 （ -占， 0) 上为正，在 
(0, 上为负，而在（為，~)七再次为王， 因此， 每一点都是拐点.曲线在区间 （-* , - j ) 
上向下凹.在 （- V 5". 0) 上向上凹， ft (0. 方）上向下凹.而在（万.~)上再次向上凹. 

(6) 渐 近线： 展开 /(*) 的分子，然后对分子和分母同除以得到 


= ; c 分+分母 M 除以/ ) 

由此看出，当 I — »时 /( o — 1‘，当文―-«时/(；0— 1' 因此，直线） ' =1 是水 T - 渐近线. 

由于/在 （-», -1) 上减少，而后在 （-1, 1) 上增加，可知 /(-1) =0是一个 局茚极 小值. 
虽然/在 （1, ») 上减少，它在这个区间上不会越过水平 

渐近线 y = 1( 从上面趋近这条水平渐近线）.所以图形不 Mi.ih 

会变成负值， /( -1) =0也是绝对极小值. R 样， /( 1 ) = 2 .%/ . 

2是一个绝对极大值.因为囝形不会在区间 （-*, -1) ' / 

上越过渐近线 j = 1( 从下面趋近它）.所以.不存在垂直 ] 

渐近线 (/ 的值域是0矣 i 水平 渐近技 ~ 
(7)/ 的图形在图 4.31 中画出.请注意，当 X —-» / 

时图形在趋近水平渐近线时是怎样向下凹的，而当 - | - *' 

J ：— »时图形在趋近 : K = 1 时是怎样向上凹的. ■ 拐点处 j：=-vy 

例8绘制 / U )= e h 的草图. , +n； 

解/的定义域是 （ o ) u ( o , 《)，并 II 不存在田 43 】的哪 （例 7) 
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关于坐标轴栉原点的对称忡./的导数是 

™="1-7) = - 2 v 


和 


尸“） = J ； (2 f ,Jl ) ( -2 /. t ; ) -2 e ; -(2 a ) 4 e--(l +*) 


两个导数在 / 的定义域处处疗.在 . rfli H . 由 f 和/对厂- 
所有； (#0 都取正值，看出在定义域上处处々'/’ <0. [ fiiffl 形 
处处减少.从二阶导数检验 SL 到在;£ = -1 有 /" U ) =0. 心 
于尸 '>0 和/>0,对于*<-|存 /"< 0 i 并且对于*>-1 
和* 有厂 >0. 所以点（- I , e - 2 ) 足拐点，曲线在区间 
(-» . -1) 上向下凹，而在（-丨， 0) U (0, ») L 向上凹. 
从 2. 4节例 12阽到 lim fix ) = 0. ， T -40 ‘ B.J 肴出 

2 — . 所以 lim /(： i ) = oo 而；>■轴是一条垂 jg ； 渐近线.此外. 
x K 

丐*一时 0— ，所以丄 m ^/ u ) =/= 1. 因此 J = 1 是 
一条水平渐近线.由于/不能取0值，不存在绝对极值 ./ 的 


5 」 

. > =^ ' 

4 

:V 

R. 1 ] 2 


—T—L 1 





(¥1 4 .32 r =，* 的阁形旮 一 个拐点 
(-1, <■」）.以立线 .v = 

1为水平渐近线柑.<=0为 
垂 S 渐近线（洌 8) 


图形在图 4. 32中画出. 


4. 4.4 来濂于 导敝的函数图形特性 


像我们在例6至例8中见到的那样，通过检验一阶导数可以了解许多有关一.次可微闲数 j .= 
/(*) 图形的特性.可以求函数上升和下降的区间以及函数取极值的 位置； 可以从求/的#数了解 
函数图形在经过上升区间和下降区间时是怎样穹曲的；可以确定 S 数图形的形状.我们从导数 
不能获得的信息是图形在呼平面中是如何置放的.但是.正如在 4 .2节中发现的那样，定位阁 
形所需的补充信息只是/在一点的值.关于渐近线的信息是利用极限 （2.4 节和 2.5 节） 获得的. 
附图给出从一阶导数和二阶导数了解函数图形特性的例子. 


> -/ U )/ \ 

呵微1 

能 h 幵和降 

/ >0 与从 左到右 h 幵： 

可能波动 

/ C 03 从左到 

4能波幼 

y ^ v 

厂 > U 1 始终向上叩： 

允波动；图形可能 h 幵 
成下降 

r 敛、\ 

治终向 

无波动： ® 形可能 hf > 

或 F 降 

变 n 号 

4拐点 

/Tw 

r\ 


/改变符号4囝形有局 

在一点>_ = 0和 V _'<0 马 

在一占^ = 0和 v ">0^ 

部极大值或局部极小值 

圍形 爿局部极大值 

函杉 餌局部 极小值 





-3x* 38 - y = xe, 


' 

42 •” 

62 中，给出连续函数 y =/<：0 的一 
/，并利用前述绘制图形过程的第 
^描绘/图形的一般形状」 

44 * y* =x 2 -x - 6. 

4A.y f =x 2 (2 -x). 

:) T 4». y 1 - ( j ：- -2x) (x-5)\ 




51* ^ ' = i；dt 0 <( f < 2- it . 

0<6<2 tt . 


\C^N 


53. / = tan 2 # - L , - y < 0 < y, 

54. y 1 - ] - Cl>t 2 ^, 0 <8 <TT. 

55. y l = cos r N 0 幻甚 
56 + y* = urn (, 0 
S 7./ = ( I + 1) w 
s^y = ( x -2) ^ 

59. / ^(^r-]), 

60. y _ =x ^{x + ] ). 


6 h /=2 \x \ =| 2 " ^ 
-x 1 , 以 0 ， 


.H:: 


在 d 題 63-66 中显示函数: r=/( 幻的…阶导数 
和二阶译数的围形.复制图形并且在其中加进/的 
近似阁形，假定围形经过点 P. 



67. 附图显示二次可微函数: r=/(i) 阁形的一部分1 
在5个标出的每一点把/和/的值归类为正、 
负或 T 


^ m 条连通的光滑曲线 y =/ U ) 的草 m ， C 知 
/(-2)=8， f {2) =/，（ — 2卜0 

/(0) =4,对于 UI <2 ^ fix ) <0 
/( 2) =0, 对于* <0 有广 (*) <0 
对 了1文1 >2有/4工）>0 + 对7^>0冇厂 U ) >0 
69. 画二次吋微函数 _ r ^/ U ) 的草阁，泌数社奵 F 
述特忭-在可能的地方标出点的坐标. 


J 7 


数 

x <2 

^ < 0 . 

/ !>0 

2 [ 

V H =0 T 

，- >0 

2 <x <4 

v ，>0 t 

>■>0 

4 4 

>，> o t 

>*=0 

4 cx <6 

> r >0, 


6 7 

y r =0. 


x >6 

r <0. 

0 

70. 脚二次吋微函数 ？ 

= / U ) 的草图， 

函数通 ii 点 

C -2, 2 ) t ( - l . 

,1)， <0, 0)， 

( i , i) 和 


(2, 2), 井 R 它的一阶和二阶导数具有下述符 
咢 模式： 


0 


沿宜线的运动4题 7] 和72中的阉形显示在 
一条坐杯线上来回运动的物体的位置 J =/(0. 

(a) 运动物体何时背离原点，何时指向原点 

(b) 物体速度大约在什么时间为零 a U) 物体加速 
度大约在什么时间为零？ （d) 加速度在什么时间为 
正，什么时间为负^ 

71. 



时同 (s> 







导数的应用 


72, 



转变成增加？ 



20 40 W 80 10()120 


生产干件单位数 

74. 附图显示 Widget 公司过去12年中的月收人， 
边际收人大约在什么时间区间增加，在什么时 
间区间减少？ 



0] 5 10 


75 . 假设函数>-/(：0的导数是 

/ = ( 文 ~l)Hx - 2) 

/的阁形在什么点（如果存在）有局部极小值、 
局部极大值或者拐点？（搓 示： [ Sj 出，符号的 
模式 ■) 

冗.俵设函数>-/(4的导数是 

/ = (x -\) 2 ( x - 2 )( x - 4 ) 

/的图形在什么点 （如果 存在）有局部极小值、 
局部极大值或者拐点？ 

77. y =/ U ) 具有/( I ) =0和广（幻=+， 推绘 f(x) 

对于: f >0 的曲线.关于这条曲线的凹性能够得 
出任何结论吗？提出答案的理由< 

78. 函数)=/(4具有不为零的连续二阶导数，关 
于涵数的图形能够得出任何结 沦吗？ 提出答案 


的理由. 

79. 设 A ， r , d 为常数.曲线 r =V + m J 对 
于什么 fr 值将在 i = 丨 冇个 拐点？提荇案的 
埋由. 

80. 水平切线说明下述结论是 iH 确的或者是铅误 
U ) 每个偶次多项式（最大楢数为 偶败） 至少打 

条水平切线， 

lb ) 每个竒次多项式（最大指数为 竒数） 至少有 
-条水 f 切线. 

81. 拋物线 

( a ) 求抛物线 

y - ax 1 + + c (#i # 0 ) 

的顶点坐标. 

( b ) 抛物线在什么区间向上凹？在什么区叫向 
F 凹？提出答案的 理由， 

82. 二次吋微函数1 =/(*) 的阁形在每处尸 u ) =(} 
的地方都改变凹性的结论止 确吗？ 提出答衆的 
理由. 

S3 -二次曲线关 p 二次曲线， =oi 2 + h + c( a 
的拐点能够得出什么结论？提出答案的理由. 
m . 三次曲 a 关于三次曲线 r = + v + 

au_o) 的拐点能移得出什么 结论？ 提出答案 
理由 T 

计算机探究 

在4题85-明中，求函数阁形上拐点（如果存 
在）的坐标以及图形上函数具有局部极大值或者甸 
部极小值的点的坐标-然后在一个足够大的区域内 
_出能够里示所有这些点的函数围形. 在阁 中添加 
函数-阶导数和二阶导数的 图形. 导数阁形和文轴 
的交点的值冋函数图形有何关系？导数闬形同函数 
围形以什么其他方式 相关？ 

-5 / -240. 8 &r -12^. 

«7.y~Y^ +收 1 -25. 

*8* r = - y -4x 2 +I2x +2 G . 

_ 起画出 /“）-4* 2 + l 及其一阶导 数和二 
阶导数的 图形. 说明/图形的特性同/和广的符 
号和值的关系. 

90. 在0备上一起画出 /( j ) = j cos x 及其二 
阶导数的阁形，说明/图形的特性同厂的符号 
和值的关系. 

91- ( aj 在公共屏慕上，绘制对于公， 

0与 A 的邻近正值和负值的图形. A 的值显 
现对图形形状有何影响9 
( b ) 求尸 “>■ 正如你会见到的那样，，“）是;^ 
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的二次嘁数.求：次式的判別式 + 
r 的判別式圮V -4,^) -判別式对 T 什么 A 
值取正谪、零戍者负偵？判别式对 F 什么 A 
仿打两个芩点1 一个芩点成#尤芩点？请 
说明什 么&值 N/ 的罔形肜状有关” 

UI 用其他&信作试轮.当和 * 时 
会出现什么现象/ 

92* U} 在公共屏幕匕绘制 /U) +W +6/ 
C -20 忘 2) 对于& = - 4 以及某咚邻近《 
数 a 值的 ram. t 值对闬形形状显现出何种 
影响？ 

(b)jjcr(^)- 正如你会见到的那样，尸 u) 是 j 
的二次 m 数， 这个_次式的判别式是什么 
(参见判別式对于什么々值 
取 iK 值1零或者负值？广 u) 对于什么 A 值 
有两个芩点1一个零点或者无零点？请说 
明什么々值同/的闬形形状有关？ 


93. ( a | 诠制 ）= i : W -2) 对 r * -3^ j ^3 的 MH 形」 
然 g 利州导放证实屏 finw 乂 mm 的 i |[ i 件1 
t : 升和 F 降的 SU : 诀得 I 为负值的 

4能在输人时必 须输人 这 
M 你使用的绘 m 器打 x . > 

( b ) 曲线在 I = t > 站否 仓尖点 ，或荇玷开 
孕数和左异数不相芩的角点 
94 ‘ ( a ) 绘制； > :知 1 、* - l ) 对丁. -0 + 5€_ t < l .5 的 
Efi 形.然 q 利用导数 ij ： 实屏薄 j . 打又 闬形 
的凹性.上升和卜降的 M 示.曲线在原乂( 
的冇边有什么凹性？ （ 为，获得*为负值的 
i 吋能在输入时必须瑜人 U 3 ) 1 \这 
问你使 m 的绘闬器有 X .) 

曲线在1=0是内有尖点.或片足内 RH 
分数和左异数不相等的角点9 
95. 曲线） 心2欠在本=附近有水 f 切找 
吗提出答案的理屯 


4.5 实用的最优化 

对一种事物的最优化意味着使它的某个方面达到最大限度或者最小限度.例如，使 fi 有间 
定周长的矩形达到最大面枳的尺寸是什么？使给定体积的圆柱体容器耗费材枓最少的尺寸是什 
么？应该生产多少件产品才是最贏利的生产流程？在这一节我们利用导数求解在商业、数学.物 
理学和经济学中提出的各种最优化问超. 

4.5.1 商业和工业中的例子 

例1在一块12英寸 xl 2 英寸锡薄板的四个角上切去一个全等的小正方块，并向上折边. 
构成顶部敞开的盒子.应从四个角上切除多大的正方块才能使盒子容积保持以可能地大？ 

解 我们从图4, 33中的图形开始.在图中角上小正方形的边长为:^英十.盒子的容积 M 这 
个变童的 函数： 

V(x) = i (12 -2 s ) 2 = 144^ -48* 2 +4/ ( 「 = 髙 x 长 x 宽） 

由于锡薄板的边长只有 12 英寸，故而 V 的定义域是冈间0赛； ^6. 



阁433例1中敞开的盒子由正方形锡薄板切除四个角后构成，切除多大的角使盒子容积达到最大？ 



2J5 


V 的! ¥1 形 （ 阽阳 4 34) 暗乐在=0和 
疋多结果.我们考察 I 义于 * 的 导数： 


: 6时取嵌小值，而存、=2附近取最大愤.为 


作两个芩点*=2和*=6_| 
域的内部烀构成临界点表. 


只祖* =2位于嘁数定义 
在这个临界点的值迅 


在两个端点的值足 — 

V(0) = 0, K6) = 0 

最大荇积是128 in 3 . 切除的正方块的边长应为2 in . [^)4.34 

例2 要求你设计形状像直立圆柱体（阽图 4. 35) 

的 I 公升容器.使容器用材料最少的尺寸是什么‘/ 

解容器的 容积： 若 r 和 A 以厘米为单位.则容器以立方《米 
为箏位 的容积是 

ir^h = 1000 (1 升=1000 an ) 

容器的表 面积： 


34 8)4.33 中《出的盒+的 
容积作为* 的函数 


我们应如何解释用语“材料最 少"？ 首先.通常忽略材料的厚度 
和制作过程中的损耗.其次，要求 r 和 A 的尺寸在满足7^4= 1000 
的约束条件下使容器的总表面积尽可能地小. 

为了把表面积表示成一个变量:的 函数. 从等式 irr ; A = KJ 00 解出一个 
变量并且把得到的表达式代人表面积公式中.从等式求解 A 比较简单： 


RJ 4.35 这个1公升容器 
当 A = 2 r 时用材 
料最少（钶2) 


因此， 4=2^ + 2 ^ft =2^ + 27 rr (*^)，2^ + ^- 

我们的0标是求/ ■ > 0的值使/!达到最小值.图 4 . 36暗示存在这样的 r 值. 
请注意.从阁中春出，对于小的 , 


主导地位，面积4变大.对于大的 r 
(粗短容器，像比萨饼烤 盘）， 2 tt 「 2 
占主导地位，面积/!冉次变大. 

由于/ I 在 r >0( —个无端点的区 
间）上是可微的，它只可能在4的一 
阶导数为零的地方有极 小值： 




(设 dA/dr =0) 


SK36」4=2 tt 「 2 + _ 的图形是向上凹的 
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4-rtr J =2000 (乘丨 


在/!的整个定义域上为 IE. 因此图形处处向上凹而/I 在的值是一个绝对极小苗. 


h 的对应值（作少量代数运算后）为 


—- 2 ySOO/ir = 2r 


1公升的岡柱体容器在其高度等于直径时用材料緻少.此时 r -5. 42 cm , h = 10. 84 rm . ■ 

4.5.2 数学和物理学中的例子 

例3在半径为2的半圆中作一个内接矩形.矩形可能取得的最大面积是什么？它的 R 寸足 
什么？ 

解令（％ 是坐标平面内半圆中内接矩形 

右上角的坐标（见图 4.37). 于是矩形的长度，高度和 t - + v ' = 4 

面积可以用右下角的位置 * 表示： V 4~7) 

长度 ： 2 ；t 高度：面积 /— ~~ r - - 

注意应在区间0矣*名2中求 * 的值，这是选择矩形冇下 / 〆 \ 

角位置的区间. ( \ , ^ 1 , T 

我们的 s 标是求函数 ~ 2 - 1 0 " 2 


在定义域 [0, 2] 上的绝对极大值. 


图 4.37 例3半®中的内接矩形 


当:* =2时无定义，而在 


- 2 X 1 + 2(4 - j 1 ) =0 
8 -4 s - =0 

% - 2 ^x -±Jl 

时等于零.两个 零点* = "和* = 中只有 * = 及位于 4的定义域内并构成临界•点表.>1在这/ 

临界点的值是 


■4(0) = 0， ,4(2) = 0 

当矩形高度是 A 3 ?" =及和长度是 h = 2及时面积具有最大值 4. 




导教的 尨 用 
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人物传 id 例 4 光速依赖于光传播的介质，并 M 通常件:越拥密的介质 

- 中传播速度 越慢. 光学中的费马原理说明，光线沿着传播时问 

威尔布#德‘斯悔 K •罗彥 M 小的路径从一点传播到另一点‘求光线从光速为 c , 的介质中 

( Willelm.nl Snell van Roy t：n , -点 _4 传播到光速为 r ; 的介®中一点6的传播路径. 

1580—1626) 解 由于光 线沿..•条最快路杜由/!传到 B, 我们所氺的路径 

将使传播时问达到最小.假定 4 和 S 位于巧平面内.并 H 分开两种介质的 jfl ： 线是:^轴（见图 4. 38). 

在均匀的介质中，光线的速度为 常数. u 最短时 M ” v 
意味; ar 最短路径 '’， 而光线将沿 a 线传播.因此从 z 到 , 

«的路径包含 iu ? 卜个边減 p 的线段，雌 . 抓 A 為“ 

/^到万的线段.距离等于速度与 时间 的乘积，所 w 

时间 =■ 

光线从 d 传播到 p 所需的时间为 * r^c 


从 P 传播到 S , 时间为 


从 <1传播到 b 的时间是这两个时间 的和: 


围 4 .38光线从 --- 种介质传播到労-种 
史稠密的介®时发生折射（鴒 
离它的传播路径 ）（ 柯句 


这个等式把（穿 
值.求出导数 


在定义域 [0. W 上的可微函数，我们需要求 f 在这个闭 K 间上的绝对极小 


用闬 4. 38中的角61, 和& 表示导数， 


如果把 * 限制在 K 间 0= s * 在内，那么 * 在 ：c =0有 ft ^ 
导数而有正导数.按照导数的介值定理 （3. I ，负 
节），存在 一点％ e [0, </], 在这个点^ =0( 见图 


4.39). 由于^ 是: t 的增函数（见习题 52), 只存在 - 
个这样的点.在这个点 


囝 4 ,39例4中$■的符号模式 


这个等式称为 斯涅耳定律或者折射定律. 是光学理论中的一个重要原理，它描述光线传播经过 
的路径. ■ 

4.5.3 经济学中的例子 

假定： 〆 *)=销售 t 件产品的收人 

<：(*)= 生产 I 件产品的成本 
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= r(x) - c(x) 

当生产和销 Hz 件产品时，边际收入、 
边际成本和边际利润分別是异数 


我们来考虑 P 同这些导数的关系. 

如果 r (：0 和 cU ) 是对于所有 ; f >0 
的可微函数，并且 〆 O = r (：0 〜（： t ) 有 
-个极大值，那么它出现在使 / U >=0 
的生 产最. 由于 / U ) = r f U ) - WU ), 
// U ) =0意味养 

0 或 r(x) = c\x) 

因此 


从生产和销 f 1 ? x 件产品获得的利涧 



ft 边际收人同边际成本相等时的生产 
增产生最大利润（见阐 4. 40). 


典型的成本函数（费用函数）闬形开始向 Kl"] t 
随后转向1 .四， 在 收支平 衡焱 e m 收人 mtm 
Z : 庄的左边，公司处于 v 损经转：在的 
“边，公司处于盈利经竹； & r ( x ) ^ r r { x ) ^ 
点出现最大利润；洱向右，成本超过收 A (町能 
由于劳动力成本和原材料成本升高 以及 市场饱 
和的共■同影响），生产 fi 再度成为+盈利的 


例5假设 「 u ) =9 T ， 十 15： t . 其中. t 代表千件产品的数齔这时存在达到 m 
大利润的生产量吗？如果存在.最大利润是仆么？ 

解注意， （ x )=9, r '(^) =3^- l 2 i + L 5. 达到最大利润的生产童满足 


这个二次方程的两个解是 


= 2 - V5" ^ 0. 586 


达到最大利润的可能生产量是 amO . 568千件产品或者 
^«3.414 T 件产品 + P {x) = r (^) - r (： t ) 的二阶导数是 
p ^ ix ) - 因为广（幻处处 为零. 因此 /( x ) = 

6(2-^), 它在 x = 2+ v 5" 取负值咁在 x =2 -及取正值, 
按照二阶#数检验法，最大利润出现在 ^3.414 附近 
(在那里收入超过成本），而最大亏损出现在 r =0.586 
附近 *「 U ) 和 cU ) 的图形显示在图 4.41 中. ■ 

习題4, 5 

每当求解一元函数的极大值或者极小值问题 时对丁 
时，我们鼓励画出同解题相适应的函数在定义域上 1.最4 
的图形.这种图形会在汁算之前为你提供见解，同 小局 



■ 阐4_41例5的成本曲线和收人曲线 

时 对丁了 解你的答案准备一个可视环境. 

1.最小周长对于面积为16 V 的矩形，可能的最 
小周长是多少？它的尺寸是什么？ 





导数的应用 


2. 址明：在拘长为8 m 的所有矩形中 面积廉 大的矩 
形 a 正方形. 

3. 附不斜边为2呐位 长的等 赝迕角角形的 
个内接矩形. 

( a ) 川： c 点 P 的 j 坐标.（提 示： Wi 广[线 
■!« 的方枵. ） 

(1)1 通过 * 灰示矩 形的®积. 

UI 矩形4能具有的最大面积是 多大？ 它的尺十 



4 - -个矩形的底 边在* 轴 t , 它上方的两个®点 ft 
抛物线 ； r = 12-/ 上.矩形可能具有的最大尚积 
尨多大 •？ 它的尺寸是什么？ 

S . 计划用一块8英十 x 15英|的硬纸板制作 '个 
倉子.在四个角 h 切除一个全等的正方块，并且 
向上折四个倆面.用这种方法能够制作盒子的最 
大体积是多大？它的尺十是什么？ 

*- 计划用一条从 U , 0) 到 （0, W 的长20单位的线 
段 ft 第■象限围成•个角.证明由此线段围成的 
三角 形的® 积在 a = A 时达到最大. 

7 . 最佳构建 *®计划一片矩形农田的一边将以河 
为界，其他孑边以单股电线的篱笆为界.安排用 
800 m 电线，能够围成的最大农田面积是多大？ 
它的长宽是多少？ 

8. 最 蝣*® —块216 的矩形豌豆种植地用一 

道篱笆围住，并由另 一 道同一边平行的*笆分隔 


枳为1125 N 的长力_体尤盖水池，水池歧部 M . 
边 K 为 * ft 的正 方形.深度为） - f t , 顶部 | j 地相 
齐平.同水池相义的建筑费坩不仅包次材料成 
木费，也涉及同乘积 U 成 E 比的土方挖掘费. 
(«1 如采总成本为 

r - .^(t 3 + 4 iy) + I 0 vr 

那么 I 和 r 取什么偯将使它达到极小 m ..， 
(1)>/‘〖（《)中的成本泌数给;|1 ■个 a ] •能的槪述. 

11. 设计招 貼 ® 你在设汁 -W 矩形招阽 Pi, K 中 
包含 Wtftf 50 in : ，丄. F 边距4 in , 边斯2 m . 
采用什么总体尺十将使用纸#达到 最小？ 

12. 求附 ffl 屮半枝为3的球体能够容纳 内接止阒锥 
体的最大体积. 


3 


13. —个子 角形的两边是 《和1 它们之 间的灾角 
为 ft 8取什么值将使-角形的面积达到最 


大？(提乐： 4 sin ft J 


14* 设计容 H 设计一个体积为] 00( U ™ ] 的尤盖正 
011柱体.采用什么尺寸将便容器最轻？把所得 
结果同例2中的结果作比较， 

15- 设计容》你在设计一个1000 cm 3 的正圆柱体 
容器，设计时要考虑制造屮的浪费 问题. 在坊 
割容器侧 Itf 的铝板时没有材料浪费.但是容器 


Ur 为半径的®部和底部是从边长为 2 r 单位的 
正方形铝板切劊的.容器所用铝板的总面枳为 
A = 8j- 3 + 2-rrrh 


成两个相等部分.与要求*笆总长度最短时外部 
篱笆的长宽是多少？需要用多长的篱笆？ 

9 .设计 储物懂 你的铁工厂同一家造纸公司 签订合 
同.设计与建立底部 M 正方形的长方体钢制无盖 
储料槽，容积为500 ft 3 . 储料槽用不锈钢薄钢板 
沿槽体边缘焊接而成.作为产品工程师，你的任 
务是确定储料槽的底部尺寸和苒度，使其重置尽 
4能地小. 

U ) 你通知车间采用什么尺寸？ 

{ b ) 简单描述你是如何考虑重置的. 


而不是例2中的 A =27 i ^+2 ir r / i . 在例2中，最 
经济容器的 A 和 r 之比是2比 1. 当前这个比是 
多少？ 

DI6. 设计带*的倉子一块硬纸板的尺寸为10 in x 
15 in . 如跗 ffl 所示，从10 in —边的两个角上切 
除相等的正方形.从另外两个角上切除相等的 
矩形，使纸板能够折成带盖的长方体盒子. 

{ a } 写出盒子容积 打; 0的公式. 

( bl 求问题中 r 的定义域并_出 t 在定义域尸 
的图形. 


W . 收 集雨水 为了收 集流散的雨水，建筑一座容 （幻利用图形方法求最大容积以及给出最大容 




0 龙 [« W 政 W 对 W 内投递 U 接受 tC 度和 W tC 
( rernc / s ) 之和不超 ii m 的邮件 1 
采)〖川么尺十将使带 ll :// 形端而的邮件众达 
到识人"〖能的体枳” 


DUHii 分析 m : a u ) 中徘列的结果、 
廿纸箱加 附阁所 4 .把^24 inx 36 , 


饵的炻形的叫个炻 I 切除边氏 Ax 的令匁 il : 
m . 然 〗 r ; 城 n 折费的汛板 ， 向 t : 折起边 h 八 
板片构成 A 侧向和带盖的总广 
o T ；/ i- f £c mm 「 u ) 的公 a . 

小 kh 既屮^的定义域 u . 綱出 vim 域 
I 的阁形. 

:)利川 m 形方法求最大容积以及给出段人荇 
mi t rL - 

1) 通过分析证实在 （ r ) 中得到的纳朵. 

d 求产十1120 in 1 衧积的 

f ) Ji - i 『段描述出现办 :（ h > 中的 MM 的 


[b|[iUi；| J ( IQS in 邮件众 （ 长度加旧拉二 l()K m) 的 
体 tu 作为 K. 长度的 闲数的 阁形 . 汴 IL 把所 
见结則屮 a ) 的答案作比较， 

:续习題20 ) 

[*0 假定 不川带 |1〔方形瑞 rfn Fffi 川带 I 〗：//形 fw【fn 
的邮 n 盒 . t kh^h k N 巾 imtc 汾 
\2 h + 2 u , 如今采⑴什么 m 寸将使邮 n G 
的体 m 达到扱大 ■? 



( b }_ 出体枳作为 a 的闲牧的罔形，汁 r 把听 
见结果问 u ) 的答案作比较. 

一取窗户由一个矩形和个半圆形构成.矩形邳 
分 m 透明玻璃.而_半阏形部分川右色玻璃（扭中 - 
位而积透过的光线仅为透明玻璃的 半）. 假$ 
窗户的总周长是固定的.求允 许透射 般多光线时 
窗广两 部分的比例.忽略窗框的厚度」 


-个矩形内接于曲线挪（0.5；0从*= -tt 
J mr 的拱形弧段之下，达到最大面积的矩 
i 的 W 寸是什么9矩形的最大面枳是多大？ 

:十 .栝为〖0 cm 的球体能够容纳的体积最大的 
J 技正岡柱体的尺十.内接 lE 岡柱体的最九沐 
王是多大？ 


地 m 不包括眹部）由一个 Ki 柱体覆盖 - i 、 t 球 
体构成.地苒表面毎平方单位的造价， f - 球体 
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rii 及部分为 w 朴体侧 [ fii 部分的两估.如果地 w 体 
枳 IA 1 定汴 fl . 保 W 嵌低造价，确; i ； 地矜采川的 K ； 十. 
忽略地 W 的呀度和 ftt j ; 结构出现的材料浪费. 

24. 阁中的询料楢由所小的构成 ■ 仅钉角6»吋以 
改®. 使询 料楢容枳达到最大值的 e 值趄什么/ 



2 S . 折*纸片-张 a. 5 in X 1 1 in 的矩形纸片 m 放 
4:_ ■个 f W 上.如 ffl 所不，把纸片的-个角折 
金到较 K 的对边，并 ft 在那里 fl 到纸而变 _ f . 
幣.间题 II 要求使折痕的 fc 度尽叶 能小.把折 
痕 K ： 度 id 为 /* K 用纸片 折*, 



A P B 


- 

( b | 使达到最小值的 * 值是多少？ 

( cji 的最小值是 多少？ 

2 fi . 构造圓柱体 比较下面两个设汁问题的答案. 

{ a } 把一块周长36 cm 和尺寸为 jc cm x ) um 的 
矩形薄板卷成附图 a 所示的圆柱体.使体 
枳达到最大的 r 值和 y 值是 什么？ 

( b ) 把同一决薄板围绕长度为 y 的一边旋转扫 
过跗周 b 所示的阃柱体.使体积达到最大 



a) b) 


的叉值和 r 诳 M 什么？ 

27 .构迪 圆锥体把斜边长的 ft 角■.角 fEJIM 迮 
-个«边腚转产肀锥体.求叫这种他 
够构造最大体 积的阓锥体的岛度和体 f !!. 


2». iii /( v ) = . t ! + f . a 取什么 ffi 将使 

【》}/作. 1 =2有局部极小饥'；> 

= l 有 一 t ■拐克 ？ 

29 . ilf ■:明 /⑴ + j 对丁.彳 E 何《 值均小部 
极大 frt . 

30. a /(*) + r « I 4 i I . n 取什么值将使 
( a)/ftx = - I 有局部极 大值和 ft .t = 3 AM 部 

极小 ffi ” 

| bl / ft ： t = 4 fiW 部扭小悄和 fti = ! 有 -1、 
拐点？ 

31. 垂寰运动一个垂直运动物体的高度由 

s - ~ !6/ ; + %t + M 2 

确定. K 中以英尺为单位.（以秒为申水 
( al 物体 Jti =0 时的速度. 

( b ! 物体的最大高度以及达到这个髙度的时 f 也 
U 1 物体在时的速度. 

32. 最快路径简妮在离海岸2英里的小船 . h . 她 
想到达离船最近点的 m 边前方 6英里的海滨忖 
庄.她划船的速度为2 mph , 走路的速度为 
5 mph . 苘妮 的小船 在什么地方靠 中能使 她抵迖 
村庄所需的时间最短 ■? 

33. 最短横杆 附®显示… 道8 ft 高的墙竖离 
速筑物 Dft 的地 A _. 求能从塘外地上达到建筑 
物埘 面的最短直线横杆的长度. 



| - 27ft - -! 

_.梁的强度矩形木梁的强度 ■? 与同它的宽度和 
厚度平方的乘积成参见附 ffl ). 
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第 4 章 


( a ) 求能够从汽柃为12 m 的阀柱体原木锯出强 
度巖大的梁的 K 十. 

( b |_ 出 S 作为梁的宽度 w 的闲数的阁形，收 
足比例常数 k = y. 说明所 UL 阁形同 （ a ) 中的 
答案 M 致的. 

( c ) Vi：M 仞梅 h _ ls 作为梁 的授度的闲数 
的阁形，也取 6=1. 对网个田肜进 H 比较 
许 f I . M ] ( a ) 屮的 抟要作 比较.当把 A 改变为 
祐个 JC 他倌时心什么结果？尝试卜. 



B 35 .梁的刚度矩形梁的刚度它的宽度和序度 
3次方的乘积成正比. 

( a ) 求能够从芑径为]2 in 的阓柱体原木锯 fhMlJ 


^ 两个芹排悬抟在弹 M_l. 的物体的伦置分别 R 
.1, = 2 sin ( 和 ~ = sin 2t. 

它们在区间 0 <f j . 何 N 相 i 错过？（找 示： 

sin 2( =2 sin t « o» <) 

( b ) 它们之间的垂立距离在 K 问 0在/ 其 2^ t . 何 
时达到最大值？这个距离是多大”（提 于： 
C 他 2/ =2 ( os*f - I ) 



A 


'十 




度最大的梁的尺十. - 印 

( b )_^ s 作为梁的宽度 u 的 函数的 m 形，假 : 

定比例常数 A = 1. 说明所见图形同 （ a ) 屮的 

答案是一致的 t 、 

U ) 在冋一屏#上岫出 A 作为梁的厚度的函数 39. 选择太阳能站地址按照介同要在附吊所小的 
的闬形，也取4=1,对两个图肜进行比较 两座建筑物之间的东-西联线的地面上违-个夂 


并且同 U ) 中的答案作比较.当把 A 改变为 阳能站1把它放在距离较岛建筑物多远的地方 


某个其他值时有什么结果？ 尝试下 . 才能使太阳每天在其顶上通过的小时数达到最 


36,质点在直线上的运动两个运动质点在 s 轴上 大值/从观察 


的 位置为 =sin t 和 j 3 = sin (i + tt /3 ) , s L 和\ e - ts - rot" 1 — - col" 1 50 J 

以米为笮位 ，（ 以秒为单位. 60 30 

(a) 两个质点在区间0在 f 矣 2 tt 上什么时间 开始. 然后求使6达到最大值的文值. 


相遇？ 

(b) 两个质点在什么时间相距最远？ 

U) 两个质点之间的距离在 K 间0在/专 2 tt 上什 
么时间变化最快？ 

37,无摩擦小车把一辆用掸簧连接在墙上的尤摩 
擦小午拖离它的平衡位置10 在时间 f =0 
松开使小车来 M 滚动4秒钟.它在时的位 
置是 S = 10 ros ttL 

(a) 小车的最大速度是多大？它在什么时间滚 
动最快？它在这时处于什么位置？这时小 
车的加速度有多大？ 

(b) 小车加速度为最大时的位罝在何处？它在 
这时的速度有多大？ 



0 v 5 H n 


40- 费马光学原理费马光学原理说明光线从一点 
到另一点的传播总是沿着一条使传播时间最短 
的路径进行.从光霣4射出的光线经过平面镜 
反射到达点 J ? 的光接收器 T 如附罔所示 t 对丁 
服从费乌原理的光线，诋明人射角必须等于反 
射角.这两个角都是从反射面的垂直线起度屋. 
(这个结果也可以不用傲枳分推导，你或许宁 
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坩采川•种纯粹几何的论证. ） 


Iff 峨 
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f [fill® 

41. 锡癟疫把金 M 锅保存在 13. 2 *1: 以 K 的环境， 
它会惽® 变成® 碎的并■碎裂成-神灰色粉未. 
如果锡制品在低溫 T 放几年，它们最后* 动 
碎裂成这种灰色粉来.多年前 HL 过 R 己教堂的 
锡管进碎现的欧洲人把这种变化 称为销 瘟疫. 
W 为它似乎有接触传染 ft. ifii 4实际上这 M 闵 
力这种灰色粉末是它自身形成的催化荆. 

化学反应中的催化剂是控制反应速率的一 
种物质，使反应本身不是 H 定不变的. f」 动催 
化反应是这样一种反应，它的产物是其自身形 
成的催化剂 . 这种反应在开始催化剂用量很少 
时吋 能是馊速的.而在最后 q 原有钧质大部分 
用尽后 反应进 S 又是谩速的，但是在物质本身 
和它的催化剂产物都充裕时，反应以较快的速 
度进行. 

在某岬情 Hi 下，有埋由认为反®速宰, 
f 同原物质数 ft 和催化剂产物数置成正比，就 
是说，可以把 " 单拽视为*的函数，并且 

t' = Ai(a - s) = kax - fas 2 

其中:产物的数最，《 =开始时物质的数童， 
k 是一个常数. 

速率11在*取什么值时达到极大 值？， ,的极 
大值 e 多大？ 

«■ 飞机着陆路径如附 m 所示， _(! 机在开始向机 
场跑道降落时的高度为//，飞机离机场的水 
平地面距离为乙假设11机着陆路椏是3次 
多项式函数 ysoV +fr* ] +n +<；代表的曲线， 
其中 >.( -L) =ff T r (0) =0. 

(»}$在*=0的值是什么？ 

(b) &在 *= -乙的值是什么？ 

(c) 利用 f 在 *=0 和; t= -t 的值以及 y(0) = 

0和 W -t) =tf, 证明 
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43 - 1.:. 产 1 ■) 分销 每个包的成本 ftr 芙允，如果每 
个订包矣1无元，销售 git) 

n = x °_ ^ 100 - i) 

确定，其中"和 A 是正值常数，使利润达到飪 
大偵的销售价格是多少？ 

44. 你经饵的旅行社提供下述服务 价格： 如识奉加 
旅4的人数为50人（登记旅行的最低人 数）， 
毎人200美元：坩加-人，每人降低2关九. 
S 多对增加到总数80人，4游费为《)00无凡 
(闶定费用）冉加每人; J2 关元' 多少人#加旅 
游能使你获得最大利润？ 

45. 威 尔逊批 量公式 库存管埋中的-个歌要公式， 
S 明每周汀购.支付和保存商品的平均成本为 

1{<?) = — + rm + — 

<1 2 

其中？是当商品（鞋子' 收音机、扫帚或 K 他吋 
能的物品）库存童达到低限时的盯昀屋， A 是提 
出一次汀单的费用（无论多长时间掸出 iT 中， 
其谊相 同）， r 是一件商品的价格（常数）， m 足 
每周销售商品的数量（常数）. A 是每件商品每 
周的保管费用（把空间，公用设施' 保险和安 
全费用考虑在内的常数). 

(a) 作为库存经理，你的_【:作是寻求使达 
到最小值的订购 *, 这个量是 多少？ （用 T- 
孑找答案的这个公式称为成尔逊批 f 
公式 .） 

(b) 运猞费用有时依赖于订购量，在这种惝况 
下更实用的方法使用* + ~代替 t, 这是*: 

的常数侑数之和.这时*经济的盯购量 
是多少 ‘？ 

46 -生产置 证明： 平均成本最低的生产量（如* 
存在）是平均成本等于边际成本时的生产 M. 

47. 证明：若收人函数和成本函数分别是 r(J ) 
Hc(x) -6x 2 +15i, 则你能达到的最好结 
果是收支平衡（收人和成本相 等）. 

48•生产置假设生产^件产品的成本是 rU) = 
-20x 3 +20000 *. 求使生产 _t 件产品的 平-均 
成本达到最小值的生产®. 
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49.药物敏«性（续: '.2 节习《58)通 jj 彳找#数 
达到敢大 仿的 .W 位.求人体*敏感的約物洲 
fit, 凡:屮 

卜 d ) 

rffl c 为常数. 

so. 我们怎 样咳嚯 

(a) 4:咳嗽时，气竹收缩增加空'流出速度. 
这就提出气竹吨该收缩到何艽枰度才能使 
H 流达到最大速度以及在咳嗽时气管足开 
良七收缩到这种稈度的问题+ 

在 对气 管壁的#性以及关丁接近气管 
壁的空气如何 闪摩擦 iffj 滅慢作出合理假设 
之 K， 平均气流速度4以用方程 

f = r(r (> - r ) f 2 t - rn /^, ~ ^ r ^ r c 

模拟.只:中^是气管在不呼吸时以 厘米汁 
的 f 彳么 c 是 it 常数，它的值部分依赖丁' 
管的长度> 


的切线 / ifj - 么特殊 件质/技^： 

芥絮的押 I 



54. 铝求你确定函数 / U ) =3 >4 M A + i W iti'T 
忸为负值了 

(a) 解释为什么你只葙芩虑在 KT«J：O t 2 tt ] 内的 
j 值- 

(b) / 饵为负偵吗？说明埋由- 

55. ( a ) 闲数 y = rot x -^/2 cist i ^ lx； ThJ 0 < t < tt I 

右一个绝对极大值，试求这个值， 

El (b) 阑出 S 数的闬形，并且把所见结果同 U>t 
的答案作比较. 


UF 明 - ■ L \r = ^ r a n ^ 也就 J&’YC 管收 56- ⑷函数 ）=lanx + 3n r ^【0i]O<“f|.^ 


缩大约333%时.「取最大值.明 M 的事实 
是，咳嗽时 .Y 光照片充分证 艾有文 气管收 
缩的这个结果 T 

0 (b> 取〜 =0.5, t=l， _出 r 在 K 间0每 r 或 0.5 

上的阁形.把所见结果问 r = 时 r 取最 


一个绝对极小值，试求这个值. 
ii ( b)i 网出兩数的阁形.汁 R 把所见结果 MU ) 中 

的答龙作 H : 较. 

57. ( a ) 曲线是如何同点 0) 靠近的 
(提示：如果取距离平的最小值， uj 以 


大值的断言作比较. 

51. 关干 正螯数 的一个不等式 证明： 若 《， h 
ri 是正整数，则 

+ i ) q 3 + 1 ) (/ + 1 )(^ 2 + n ^ 16 


52, 例4中的导数^ 

(a) 证明 /U) = 

是 A: 的递增函数. 
(blilE 明 g ⑴ 

是 r 的递减函数. 


/a 2 + X 2 


s/b 1 +(d-x) 2 


避免平方根 .） 

El (b) 起_出距离函数和 r = A 的形.并且说 
明所见结果 W< a ) 中的答案是一致的. 



( C ) 证明 


df x _ d - x 

如 c t \/ a 2 + x 2 Cj s / V 7 ★ { d - x ) 2 


是1 的递增函数. 

53 .令 /U) 和劣 (幻是附图所示的可微函数 t 点^是 


两条曲线之间的垂直距离达到最大的点.关于 


E3 


近的 V 

( ㈨ 一起画出距离函数和 r = 的图形. 

并且说明所见结果同 U ) 屮的衿案是 
致的. 
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4.6 不定式与洛必达法则 

约翰 ■ 怕势利发现 r 利川$数在分式的分 ffti 分时趋 P 零或尤穷大时 iHf 分式极限的 
法则.这个法则就垃、今以格労梅•洛必达命名的 fff 必达法则.洛必达足一位法択族，他 V 
广第一+介钔微分#的教科 fi ， 这条法则竹次出现 ft 这本！5中. 

4.6.1 不定式 g 

如果连续闲数为岑，那么 
lin,^ 

不能通过代人 . v =« 求得.这样代人产生没冇意义的无法计箅的表达式 I . 
?!；们川 I 作为称为不定式的-种表达式的记号 . 在某些悄况下.咩致不 
定 A 的极限可以通过项的消大.黾新排列 4# K 他代数掸作得到 . fHJi 
并繼如此办:第 2 章用过这謹 . 職 2.4 资求拎宁时采用的 
t 要分析乎段.我们曾经取得用极限 

fia ) 如） 

^ ^ x - a 

计算导数的成功，并且当代人 I = a 时这个极限总迠产生■等价的不定式.洛必达法则使我们 
能够利用求导数获得的结果来计算极限，而用其他法求这种极限会导致不定式. 

定理6 (洛必达法则）假设 / U ) = g («) =0. /和 g 在包含的幵间/上是可微闲数. 
并时 〆 U )/ o , 邵么 

假定这个等式右端的极限存在. __ ___ 

定理6的证明在本节最后给出+ 

例1 

, x ,. 3x - sin x ，- 3 - cos x 3 - cos x _ 

I a J Lim - = liRi - j —— - = -^ -- =2, 

1 

(b) lirn = l ^S 2 ^T^ = {- 

… ■. yi ~ \ -x /2 / 0 \ 

lc) h — ? — k ) 

: h (l/2)(l + x) ^-1/2 ( 仍然是 I ， # 次微分 ) 

， -( 1/4) (广)' -}. (不是 f ,求得极限） 


人物传记 


格艿梅•弗 >科斯- 
安托万 * 洛必达 

(Guillaume Francois 
Ariloin^ , 

1661—1704) 

约翰 • 们努利 

(Johann Remoulli ， 
1667 — 1748} 
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(仍 然畤) 


=1^ e - i - (+ M &. 求得极限) ■ 

注意对//>应川洛必达法则 a.f . 要用#的汙数除/的味数，不要.掉进求丄的导数的陷阱. 
3的商是 f [ rii 不是卜 
我们把例丨屮采取的步骤小结如下. 

应用洛必达法则 """" 

在用洛必达法则求 


| 时，只 要仍然 得到在 * = « 的不定式 $■, 就继续对/和《求 导数. 但是当这两个沣数屮的一个 

_或者一个在:* =»不冉是0时，就停止求$数过程.洛必达法则不适用十分. _f 成分 母具# 打 
[ 限非零 极限的情形. 

例 2 注意正确地应用洛必达 法则： 

lim f 0； 

' * X -t- X 1 l 0 / 

=^ rff , = f = 0 (不是 g ， 求得极限) 

到此为止的 i 卜算是正确的，但是如果继续求导数，试阁拜次应用洛必达法则，就得到 


这是错误的结果.洛必达法则只能位用于给出不定式的扱限，而^■不是不定式 I 

洛必达法则也可以应用于单侧极限. 

例3 


+»的含义是相两的. 


U <0 时为负） 
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4, 6. 2 不定式’， oq ‘0 和 

4:我们试阄川代人 ci 求 a 的极限时 * 打时得到橡 £ 


■0,》-«这样+确定的* 


在 卨等微 积分教程中，像址:明不定式^■的洛必达法则一样，也证明适用于不定式的洛必 
达 法则. 如采; I — ^时 /( Jt ) …± «和贫 （ 欠} — ± 50 . 耶么 

= y ^ L M 

只要右端的极限存在+汴记〜中， CI 可以是有限的，也可以是尤穷大.同时， 

单侧极限^ + 或者 X—a _代替. 

例4求下列 极限： 


t 可以爪 


( b ) l » 


In j 


(c)Kr 


(a) .'^ lTt ^- lD) !™ 

7 T 

* = y 

达法则，可以选择以 : t = I 为端点的任意开 K 闾人 


解 u ) 分式的分子和分母在 * = f 不连续，所以我们考察此处的单侧极限.为广府用洛必 


(左极限不定式5) 
= lim sin ^ = E 


右极限 > f 、定式-的值也等 i 1. 所以双脷极限等于 
( b ) lit » —-= = lim I ’ 二 - lim —- - 0. 

1 24x … \/4x …在 


c ) lim 




下面我们把注意力转向不定式《 •0和》-0 0 +这两种不定式有时可以用代数方法转变成小 
定式^■或者 :-■ 这里同样不 是把® ，0或者® -» 看成一个数，它们只不过是考察极限时表示函 

数特性的 记号. 下面举出如何求这两种不定式极限的例 
例5求下列 极限： 

(a) sin J. (b) Yim^/x In 

解 

(a) lim 卜 sin 丄 ）（。o *0) 

=， (+sin Aj - 1. h = i/x) 

(b) lim -jx In ■ 


\/ 4 i 


lim ( -2-Jx) = 0, 





例 6 求极 Rilimf 丨 - 1 ). 

» ■« ^ sm x x / 

» 荇 : r— 0 +，则 Him MTifif 

M 样，芯 ^ O , W'J sin r—►O [fij 
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两种形式都没钉揭不极限中的实际情况.为了求: h 极限，冇先合并两个 分式： 

」一 - 丄= —*■'" * ( 公分 riM * Him ) 

Mm x x x sin x 

然后对结果应用洛必达 法则： 

l im f 丄 - ^- sini (0) 

1 心 、 sm x x * * 々 j sin .r \ 0 f 

= '.^ Vinffftl ( 仍然是务） 

=lim f Sl " X , — = |=0 ■ 

* * 2 cos ^ ^ sin .x 2 

4.6.3 不定幕 

导致不定式 1 % o " 和 《=" 的极限有时可 u 通过首先对函数取对数来处置.我们利 m 洛必达 
法则求对数表达式的极限，然后取幕还原结果获得原来函数的极限.这个 过程由 指数闲数的连 
续性和 2. 6节定理11证明是正确的，并 ti 用公式表示如下： 


若 •limln/(A ； )=Z ■，则 


其中 o 可以取有限值或者无穷大 . 


lim f(x) - lim i 


例 7 应用洛必达法则证明 lifd +r) iA =e. 

解这个极限导致不定式 r. 我们令 /U) =(1 +d 11 并 R 求由于 
In J(x) = \n(\ +x) Jl ^ —In (1 + i) 

应用洛必达法则得到 


lim In fix) - [im 


In ( 1 + x) 


(吾) 


因此 ， lim ( 1 + x) J 1 = lim f{x) ^ lim e nJ<E ' = e 1 = e. 

例 8 求极限 

解这个极限导致不定 式 *' 令 /( 幻并且求 limln/U )* 由于 


In /(^ 


* _ In ; 


洛必达法则给出 
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lim In f{x) - lim X f * ) 

* _，* *_•_ x \ x / 

= ! ! .^ T " = f = 。 

闪此， kit 1 、= iirj /( i ) = e ° = 1. ■ 

4. 6.4 洛必达法则的证明 

洛必达法则的证明以 MW 中值定理为基础，这个中值定押涉及两个闲数而不进一个戒数. 
我们首先证明柯西定理，然后证明如何从它淖 Mi 洛必达法则. 


定理 7( 柯西中值定理1 假定/和 # 在 [aj] 上连续 Kft( a . 6) 
上处处可微，此外假定汴®个 h ) J . g '{ x ) ^0. 那么在 （„. A ) 内 
存在一点 c , 使得 

f'U) — Kb) -/(«) 

S(S) ~ g(b) -g{a) 


证明我们应用 4. 2节的中值定理两次.第一次用它证明及(幻卢 〆 (>)•因为如果 Wi ) 等于 
# r («). 那么对于 a 和 ft 之间的某个 c , 中值定理将给出 

/( C ) =0 

由十在 U, 0内， （d#0, 这是不可能的. 

第二次对函数 

叫 , Ax ) . Aa ) . m ^ )[g{x) ^ e(a)] 

应用中值定理.在/和《是连续和可微的区间，这个函数是连续和可做的，且 r(t) =f( a ) =(). 
因此在 (（和 6之间存在数 (:使 r(r) =0. 这个等式 q 用/和 S 表示时变成 

/”“) =/ v >-^ -: 货 ，⑴] =0 

或者 

f ( c ) = /( b ) - f { a ) 

S’(c) g(b) - g(a) ■ 

请注意， 4. 2节的中值定理是定理7取 Mi) =：*_ 时的特例. 

柯西中值定理对于由参数方程*=«(0和 1 =/(，）定义的曲线 C 有一种几何解释.由 3.5 节 
等式 （2), 参数曲线在 z 的斜宇由 

dv/d< _ .厂⑴ 
dx/dt ~ g '(t) 

给出，所以^7胃是曲线在 t = c 时切线的斜率.连接 C 上两点 UU)，/(«>) 和 QM), /(6) ) 的 
割线的斜韦为 



定理7衷明，在区间 （ a ，6) 内存在一个参数值 对于这个 c , 曲线在点 （ U ( c ), /(>>) 的切 
线的斜率同连接点 （ g («), /( a ) ) 和（以/0, /( A )) 的割线的斜率相等.这个儿何上的结果如 
阁 4 . 42所示.注意，可能存在一个以上这样的参数值 f . 


人物传记 

奧押斯 丁 * 路笏•柯两 
( Augustin - I^uis Cauchy r 
1789—1857) 
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下而我们来证明洛必达法则. 

洛必达法则的证明芮先证实对于1，，悄形的极限 
等式.然后将其中的方法儿脊不加改变地应用到〃的 
情形，汴 U . 把两种情形结合起来就得到证明. 

假定 I 位于 a 的右边，耶么 〆 （尤）—0, / Mi 可以对闭 
im [<^ 幻应用柯 w 中值定理.这个步骤产生 a 和 r 之 n 
的一个常数 C T 满足 

rU) ， f{x) -/(a) 

〆((■) g(x) - g(a) 

但是 /(«) ^ g ( a ) -0, 所以 

rui = /M 

g(x) 

由于^总敁仵 《 和 j 之 N , 当 I 趋近 《 时 C 趋近 <7. 内此 

!L m fe) = = . u ： n .fS 

这就证实 x 从右边趋近时的洛必达法则.在 z 从左边趋 
近《的情形，洛必达法则通过对闭区间[ I㈧ （: t < a ) 应用 
柯西中值定理得到证明. 



m 4. 42 至少存在-个参 数值： =< 
( a < c < b ) , 对 f ift ] A r .曲 
线在乂 _:UUK /(「））的 t 7 J 
线的斜申 - N 连接 AU ( d . 
/( a )) mgO >). yu )) 的割 
线的斜 率相等 


习题 4. 6 
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53, Jin,(j +2 ^)' T 54. [\ m (^ +*)_、. 

55， lim x A . 56. lim f 1 + ~). 

^ - \ % / 

〜 60 中，洛必达法则九助于水极限」 
如采试用洛必达法则，能川现+断的茁复.请改 
川某种 it 他方法求极限. 

57. lim V^±l 58. lim — 

… A + i 一 ， /^inx 

S9. iin, ^«0. L im 

t *： ir/ij - tun ：e r ,0 ► i \ S ( x 

61. 卜面两个求极限的过裎，哪个足 i !: 确的，哪个 
垣错汊的？提出答案的理由. 


( a ) lim -— - = lin 



62. 卜面两 个求极限的过构.哪个始正确的，哪个 
M 错改的？提出答案的珣由. 



下面的计算只七 一 个是正确的」哪一个是疋确 
的？其他计算为什么是错淇的？提出答案的 
理由- 

( a ) lim a In j = 0 - f *)^0. 

( b ) lim x In = 0 * ( - co ) = - oa , 

X •*} * 

(Cj lim a ; Jn j = lim X = = - | l 

j *o * , j , * ( 1 / j :) ob 


U 66. 不定式 * -* 

( a } 通过作 r 值的适气大的 b (叫 f . lHi 出函敉 
/( O =-* - 的阁形，估计 

Wm(x - v/V + x ) 

的乱 ~ 

【 b ) 办通过洛必达法則求极限.证实你的佔 if . 


作为第 - 步 T HJ 分式 ^~ y ~i^k /(.t) J| L 

t + s/x + x 

U 简化新的分子. 


1167. 不定式= 


通过_出南数 闬形佔 汁 



的值 ■ 然 fi 用洛必达法 则证实 你的估 if . 
队 本题考察极隈 


D 


同极 m 


之间的趋别. 


M ,+ 女)' 

■ u nj 卜 +)’” 


(■1 利用洛必达法则证明 


4(】 + {-卜 


(*>} -起_出 


/ U ) = ( 1 + +) 和占 u > = ( ] + 丄) ■ 

对 T ： t 在0的阐形-如何比较/和牙的特性 V 
仿计 h = f ( x ) 的值. 

U ) 通过必达法扱限，证实你对 /( 灼 
的佔汁. ^ 


(d) }\mx In j ; lim 

…” y < 1/ jt ) 

=lim 7 (- 1 / j )、 = lim (- x ) =a 

W ( - l/X^ ) x HI* 

64. 对于下由给出的函数和区间，求满足柯闶中值 
定理结沦的仝部 ( ■值. 

(&)/(太)二 g ( x ) = x 2 , { a , 6)=( -2, 0). 

( b ) / U )=\ g(xX ( a , A ) 是任意区间. 

(c) y(*) =jV3 -Ax, #(x) =x 2 s (a,b) =(0,3), 
fiS . 连续延拓求 r 的值使函数 

9jc - 3 sin 3 .t 

— • … 

C T X = 0 

在 1=0 连续 t 解释你求的"值为什么符合要求」 


紙 证明 

]^( ! + t )* =eF 

™ ■给定* >0,求下列极大值（如果存 在）： 

uw 

ib ) x l 

(<0； r l / ' fl U 为正整数）， 

[ d ) 证明：对亍每个正整数 n 有 lfm V " =1. 
H 71. ( Sim ) 1 在 [0, or ] 上的连 读延拓 

(»}画出/(_0 = ( sin 文广在【<间0在*赛 tr L 的 
阁形. 对/指定什么值会使它在 *=0 连续？ 
lb ) 通过用洛必达法 则求] 证实你的 
结论. ^ 

(c) 返冋到图形上来，估计/在 [0. I:上的极 
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系 4 幸 


大俏./大约在何处取极大值？ 

< d } 在叼 -窗门 _出/'的 ffl 形.通过观察 阁形 ft 
何处 ㈤ ; t 轴相交，提葙你中作 出的佔 
it -. 为 r 简化 i 卜箅.以在/’的表达式中人 
除指数内子， nwi 指数闪千为竽的 ra 形. 
mi . 喊败 （8 injt )-" r ( 续习《71) 

( a > 在 K 间 -7=51=57 | ■.闕 ; l :/(；0 = (sin !)'■"■ 

的图形.如何汁箅 m 形屮的间隙？ 的 

宽度冇多大" 

( bhtf _,‘ fi / 在 K 间 f -_ 的 W 形.闲数作 

4.7 牛顿法 

本节讨论一种数值方法，称为牛頓法或者牛 
拉弗森法.这是用于求方程 /U) =0近似解的-种 
方法.实®上它是在 y =/(*) 为零的附近用切线代 
替闲数的图形. （使 /为芩的 AT 值是函数/的根和方 
n /( x ) =0的解 .） 

4. 7. 1牛顿法 的步嫌 

为 f 估汁方程 /(*) = 0的解，牛顿法的0标是 
产生逼近方程解的一系列逼近.把1作为第一个逼 
近，那么，在有利的情况下，这个方法通过逐步向 
/阁形间*轴的交点移动，执行求解的其余步骤 （U1 
图 4.43). 方法的每-步用/的一个线性化的零点 
逼近/的零点.下面说明它的求解步骤. 

初始估计值可以从图形或者单纯凭猜测得 
到.然后，牛顿法用曲线 y=/(*) 在 U。， /(%)>的 
切线逼近曲线，切线问1轴的交点称为*，(见 
图 4.43). 数* ，通 常比％是对解的更好逼近.曲线 
ftU,. /(*,)) 的切线同曲线的 交点％ 是这个序列 
中下一个逼近.继续进行下去，用每个逼近产生下 
一个逼近，直到获得足够接近函数根的逼近为止. 

我们可以用下述方法导出产生逐次逼近的公式. 
给定逼近*„，曲线在点 (*„,/(*„)) 的点斜式方程是 
J ，/(') 

可以通过置 y=0 求它同I轴的交点（见图 4.44) : 

0 = f(xj +/'(ij(* -*„) 

/UJ 

-雨… ' 

1 = ^ ~ rf ^) (如果， （*■) 

这个 a 值是下一个逼近％ 


X ，' 尤定义， ftiM 阳形 4 这个点没打 N 
断.这甩出现什么情况？ 

^ = 1给出什么值？（提 示： Hi 洛必达汰则 
斤一 ( Y ) 和极限 ■：! 
U ) 继续考察 a ) 中的阁形， g 吖能准确地求出 
/的极大值和极小值，片 R 估 it •使/取极大 
价和极小值时的文值. 



罔 4. 43牛顿法从初始猜測 A TT 始，在有利 
情况 K 每步改进一次猜澜值 


> 



罔 4. 44牛顿法相灌步骒的; I 何 表不：从1 
向上至曲线，再沿切线向下求 









U-5, 0.875) 



阍 4, 45 /U) -x-1 的图形同; t 轴相交 围 146 表 4 1 屮的前 3 个： c 值 〈取 4 位小数） 

一次； 这是我们欲求的根 

在图 4 _ 47中，我们指出例中的求解过程可以从曲线上; c 。 =3的点札 （3,23) 开始+点&距离 
X 轴很远，何是在尽的切线同 r 轴相交于（2了 12, 0) 附近，所以: v E 依然是对&的改进. 如杲我 
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卜刖沿出牛顿法的小结 . 

■ ' ■_ - - - ' —- - - -_ . _ ■ . 一_ 

牛顿法的步明 

( I >对"枵 /( X ) = 0的解猜测_ -个初冶 i « 近〜 .V =/( 1 ) 的 W 形可能有助 i : 这种猜測. 
uiteffl 公式 

(!) 


4. 7.2 应用牛顿法 

牛顿法的应 用通常 包含大鏺数值计箅.这使它们: IH 常适合于在计箅机或计算器上进行 . + 
H , 即他蛄用乎 _ r 方式汁算（ w ■能是冗乏味的），也对求解力_程提供一种很冇力的方法. 

例 求曲线同水平线 y =] 的*点的 * 坐标. 

解 曲线同 ft 线在 I 1 -I = 1或# X - - * - 1 =0时相交.那么， f ( x ) = x ! - I -I 问时等于零？ 
由十/( I ) = -1. /(2) =5,由中值定理可知，间 （1.2) 内有/的-个根 （45). 

我 fl ' i 以〜 = I 为初始值对/应川牛顿法.结果 K 水作表 4 . I 和阁 4. 46中， 

作"=5,我们得到结果〜=6 = 1.324 717 959, 当时，公式 （ 1 ) 表明 /(. r ,) = 0.我 
们已 经求出 / U ) =0取 9 位小 数的一 个解. 

*4_1 以 4=1 对 / U ) =/ - jr -1 应用牛 * 法的结果 


气 .1 = ~ 如果 /’（*,)— 0 

由第遥近获得第2个 M 近. [ t | 第2个逼近获得第3个通近.等等. 


l ) - ) p 087wn4 § M7 
.^ICJ 26 加 l8t717 

■ - 8^777 

*'s 25242421 

-_ 5^ 3 3 3 3 
丨 I 1 IL'r 1 


482292722999 

0 rr 

, 7s 5 26s264264 

2 s - 4 - 444 


s^ 24 

:_E i 

/(_S751DO(K)Z000 晰 

1 da 0 - 0 - 1 


087399l7Jg57 
8262M718717 

-I = 
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们对 /( r ) =/ d - 1 和厂 （ T ) =3^ - l 像前面那样 
哦分利 州等成 （1 h 可以 证文忭7少之内得到 9 位 
小数的解 a , = \ = 1.324 717 957. 

4.7.3 逼近的收敢性 

作第8章我们确切地定义牛顿法屮近似值'收 


敛的槪念.汽观上这足指当逼近的次数限增加 
时\同欲求的根 r 仟意地接近，（这个概念同2, 4 
节定义的阐 数# rU > 今/趋近无穷大时的极限的概念 
相似） 

实际牛顿法的收敛速度是很可观的. fil 足 


不能保证收敛.检验收敛的一种方法是在幵始时_ 
出闲数图形，佔 H 出一个 适合的初始值可以从 
计算 iyuj I 检验是否得到更接近函数零点的逼近， 
Jf Jl 通过计算 U n I 检査逼近是不是收敛的. 
牛顿法并非总是收敛的.洌如，如果 


/的阁形将像 m 4. 48 = r -/» 开始， 

得到*,=「+ 1随后的逼近在这两个值之间更迭. 
无论进行多少次迭代都无法获得比第一次猜测更接 


近根的逼近. 

如果牛顿法收敛，它收敛到一个根 T 但是，需 
耍注意，存在方法收敛然而没有收敛到根的情况. 
所幸这种情况是很少阽的. 


当牛顿法收敛到一个根时，它可能不是你想 


要的根.阁 4.49 说明发生这种情况的两种可能 


途伦 



用 4. 47 VXx = 右边的汗息〜 
值为仞始值将会得到根 



48牛铕法收敛从气开始达 
到然后冉冋到 x 
法得到同/史接近的 近似值 



图 4. 49如果初始值距典根太远，牛顿法 "〖能 错过欲求的根 


习题 4.7 

1.用牛顿法估计方程的解 T 从& = 
- I 开始求左边的解，从％ =〗开始求右边的 
解.然后，在每种情况 K ， 求 
2- 用牛顿法估计方程/ +3* + 1=0的一个实数解. 


从;^=0开始，然后求 x 3T 
3* 用牛顿法估计闲数/(幻 =/+*-3 的两个枣点. 
从& = -1 开始求/左边的零点，从 &=] 开始 
求/右边的零点.然后，在每种情况下，求 
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4. 川牛顿法 W 汁嘁数 / U ) =2^-^ +1的两个芩点 ■ 
从〜= () 外始求/左边的岑点. 从叫 = 2汗始求/ 
“边的枣点. mri ' 作每种情况 h , in X ,. 

和刀题6中，川牛顿法 求方杵 的令部 
灾根，准确到6位小数 . 

5. I ' 1 = 2 i + 1, 6. tan 1 v = I - 2*. 

7. 猜测根妝定你的_疗次 ffi 测 | fe 运气 好的， 

说*„ u 〔 好是 / u ) =0的根-设 /'(*„) 打定义 n 
+为芩，那么及 JU 7 的逼近会出现什么情况？ 

8. 估计 m 值打褲 HI 牛顿法求解方程 COSJ = o . ft - 

if _ ^的伉准确到5位小数.取什么初始愤足要 

紧 W 帛情吗 •> 提,中苒案的理由. 

9. 振* iif ■:明， ill * ft >0,料⑷数 

/(，) =卜—… 

L /- X , I < 0 

位川牛顿法，当％ /■时得到〜= - ft , 而气 

〜= -/> 时得到；!，= A . «出通示; I !现什么情况 
的形. 

in - 获得 a 来 a 差的 a 近对 / u ) = v /:i ® 用牛顿 
法.从 *n = l 开始，并 i f . 算 I, , x, , * j , 1 4 , ,ift 
I % I 的公式.气 n —时 I 、 I 会 ili 现什么 情况？ 
«: li ® 示: ii 现这种情况的阳形. 

1 ]. 解释 卜列 4 句话 为什么是求解相同的问题： 

⑴求 yU ) =? -知 - i 的根. 

| ii > 求曲线 r = ?同直线 7=3*+! 交点的 * 
坐标. 

( iii | 求曲线- 3： c 同水平线 . r = l 交点的 x 
坐 

( iv ) 求 = -\ x * - -|- x i - I + 5 的导数等 T 
零的; c 值. 

12.确定行《的位置为 f if ■算行星的空间坐标， 
必须求解像 * = 1 +0.5 sin J ： 这样的方程.画出 
函数 / U ) = x ~\ -0.5 sin !的图形暗示函数在 
i = l . 5附近有•个根.应用一次牛顿法改进这 
个估计悄.就是说从 A = 〗 . 5开姶并且求 r ,. 
(这个根准确到5位小数的值是 1,49870.) 记住 
用弧度计算， 

013■曲线相交曲线） . = 1^ * 同直残 y = 21在 I =0 
和 ■( = + 之间相交.用牛顿法求交点. 
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«14.四次方«的实《解用牛袖法求方枵/ -；•/ _ 
的两个实数解. 

015. (a) 3^=0. 99-■ fi ■多少 f>*fv 

(b> 川牛顿法求, f, 它 ffj. 

16. 曲饯相交 

(«l™ 3i 能够等 T i 吗？ 提 出 芥案的 ififi. 
川牛锒法求它们在付处相帑 

17. 求函数 /(X) -2 x ' -4^ + 1 的 4 个实数 T/.,:. 
ms. 怙计„值用牛頓法求解方枵 lan . t =0 y fi | ^ 

m. 以 .i_,, = 3 为初哈值，准确到〖)■：»：器能够 w 
糸的小数位数. 

1' •.曲线相交 ■> 取什么值使* ■-“ - 1 + 卜 

M .曲 a 相交 I 取什么值使 ln(l -/) .-卜 

21 . 用2.6节的介值定理证明/ (1) = ^ + 2l . 4 ft 
1 = 1 和 * =2 之问有..个根.然后求这个根， 
准确到5位小数， 

22•分解4次式因式求因式分解 

8i* - 14 t J - 9* 1 + Jljt - I 
= 8U - r, ) ( t - r. ) ( * - Tj ) U - ) 

中 < •，至 Q 的近似值. 

_v -8^-14/ - 9x' + I Ij - I 


-10 

—12 

B23 .收 齩到不 同零点用牛顿法求 /(H = 4/-4/ 
的零点，用下列给定的初始值： 

(81^= -2和\= -0 l 8, 位于（-~,-及/7)内' 
<b) Io = -0.5 和* 0 =0.25，位于（ -A1/7. 
W/V) 内. 

(幻 10 =0.8和〜=2,位于 (A々，*) 内. 
(dM 0 = - y5T/7 和: = 721/7. 

24. 审纳浮标问層在游艇定位问®中，经常需要 
寻找潜艇到达水中一个声纳浮标 （ 声音探籌 器） 
的航道最近点 （CPA). 假定潜艇沿抛物线路径 
r = * 3 航行，而浮标位于点(2, -i]. 
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( a ) itH 明使潜 艇同汁 标之间的距*达到#小的 * 
抱坫方 柙; 了的 解. 

( b ) 州牛 顿法求解方 ft ! _r = 



25. 在 根处接 近平坦 的曲线 * 些曲 线作常 _f_ 坦， 
以致文私 hfl: 牛顿法终止时给出的近似值同根 
的有用的估 U- 值相差 甚远.试用牛钡法求 /u> 
= (^-1)" 的根，以4=2为初始观察你 
的 H •算机 结果同根* = 1接近到什么程度. 

26. 求高子浓度 在盐酸的氢氧化镁饱和溶 

液中确定酸 n 程度时，推导 fi_, 水合氢离子 
[1_1,0' ] 浓度的方程 

4.8 反导数 


第4 | 



为 J ■求： H】0+] 的值，设 x = lO\H,()，：. 汴 H 
把方程转化成 

I 1 + 3. f>x- - 36. 4=0 

然后用牛柹法求 解这个 方程.对 I 获得什么 m 
(准确到两位小数>?对[士 o + :获捋什么 w __' 


我们 Li ■经学习了如何求闲数的导数.然而，汴多问题要求我们从函数的已知异数（从 它的已 
知变化申 .） 重新获得 函数. 例如，可能已知物体从初始高度下落的速度函数，并 a 需要知道它仵 
任何时刻的高度.更为一 般的问 题是从函数 》) 的疗数 /u) 求函数尸.如果存保这样的 f，w 
么称它为/的反导数. 

4. 8,1 求反导数 

定义如果对于 k 间/上的所有: t 有 ru ) : Ax '), 那 么 f 是/的一个反 导数. 

从函数 FU) 的导数 /u) 重新获得函数 f 的过程称为反徵分法.我们用如 F 这样的大写字母 
丧示/的反导数，用 C 表示的反导数， 等等. 

例1求下列每个函数的反 导数： 

(a}/(i) =2x. (b)^r(i) = cos a. (c)ft(t) = y +2e : *. 

解 

{a)F(s：} =i 2 . {b)C(*) =sin *. ( C) W(i ) = In I .r I +e 、 

每个答案可以通过求导数核对‘ F ( i > = i : 的导数是 2; i ， CU ) = sin j : 的导数是™^.^ 
H { x ) = In 1 x I 的导数是^~ + 2 e ' ■ 

函数 F ( x ) ^ x 2 并非仅有的以 2* 为导数的 函数. 函数 . v : +1具有同样的 导数. 所以.对十任 




导数的’应用 
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何常数 C ，+ C 也 M 以 2. T 为汙数的函数.还存作其他这样的 M 数吗？ 

4. 2 竹的 中值定理系2给出 茌案： 函数的任何两个反导数相差个常数.所以闲数 + t 构 
JjK / U ) =2^:的全部反导数，其中 C 为任窻常数.更为一般的结果如7: 


定理8荞厂进/在 KN 


[. 则/在/上最一般的反导数是 


| 其 中 C ： 是 仟意常数. 

M 此 ， /ft /上最一般的反导数是&教族 F (*) + c , 它们的 
阐形是相 f £ 堆直的平移.从这个函数族中指定特別的 C 值就能选 
取一个特定的反异数.下面的例子说明可以如何指定这样的值. 

例2求 /(*) =-V 的反导数 Fh ), 满足 F ( l ) = -1. 

解 由十/的导数是3* : . —般形式的反导数 
F(x) = i 1 + C 

给出/ 1 ( aO 的全部反宇数.由条件/ > X 1) = -1 确定 C 的一个特别 
值.在 FU ) =/ + C 中代人 1 = 1 得到 

F(l) = (1) J + C = I + C 
由于 F ( l ) = -1, 解出 C = -2. 所以 
f ( x ) = i 1 - 2 

是满足 f ( l ) = -1 的反导数.注意，指定这个 C 值从曲线族 
y = / + C 选取的特定曲线通过平面 J : 的点 （],- 1 > (见 
图 4. 30>. _ 

通过各种微分法法则的反向计算，可以导出求反导数的公式 
和法则.在每一种情形.表示给定函数反导数的一般表达式中存 
在一个任意常数 C . 表4 2 给出一 些重要函数的反导数公式. 

表 4 . 2 中求反导数的法则很容易证实，通过对一般反导数 
公式求微分就可以得到它左边的函数.例如， + C 的导数寿 
是什么样的值，这就证实 3 «= 2 心的 最一般反导数公式. 

表42反导数公式， ftft 非零常败 



SM . 50曲线族} n 3 + C 不重 
ft 地充满坐标平面. 
在例2中确定) ■=/- 


无论常数 C 或者 


{ 7 ) CSC fcs cot fee 




fl 3 W 



例 3 求 r 列闲数的 -- 般反导数： 

( bU “) =去 


(d) i ( % ) = cos 

解 

( Wb ) =苦 

( b )^(^ r ) - jc ' 


山 U) 


•-C (公式 （ I). 取 /i = 5) 
\ 所以 


(c) 打（怎 ） =sin 2x. 
lt)k(x) ^2\ 


c(x) =^ + C = 2^+ C . (公式 （1)， 取《= -1/2) 

卜 ~ ™ 2j + c . (公式 (2)， 取 t = 2) 

( d )/(*) =~f ff } > C =2 S in |- + C . (公式 （3)， 取 t = l /2) 
(«)/(*? = -y e ] *+ C . (公式 (8), 取/(= -3) 

( r ) A ( x ) =[^ J 2*+ C . (公式 （13), 取^ = 2, * = 1) 


其他导数法则也导至相应的反导数法则 . 可以对反导数作加法和喊法以及用常数相乘 - 


表 4. 3 中的反导数公式，很容易通过对反导数求导数并且证实结果同原 来函数 一致而得到证 
明 . 公式 （ 2) 是公式（ 1) 取 *= -1 时的特例 . 


表 4. 3 反 再数的 K 性法則 



函 数 

反导教 

(1| 常败侑法判： 


mx) ^c t ♦为 常败 

(W 负值 法则： 

-fW) 

-FM +C 

(3 丨和或差法则： 

fix) ±g{x) 

F(i) ±G{t) +C 

例 4 求 /(*)=| + S i 
A 

n 2x 的一般反导数 . 



解对例 3 中的函数 K 和 A 有 /(*) =3 贫 (*) +M*). 由于 C(*) =2 厶是例 3(A) 中 gU ) 的反 
导数，由反导数的常数倍法则推出 3C(i) =3 - 2 斤 =6 斤是竑 U) 的反导数 . 同样，从 


例 3U) 可知 / /U) =( -+) CO s2* 是 A(*) =sin2* 的反导数 . 于是，由反导数的和法则得到 

F(x) = 3G(x) +H(x) + C = 6v^ - ycos 2x + C 

是 /(*) 的一般反导数公式，其中 C 是任意常数 . ■ 

反导数扮演着几种重要的角色，求反导的方法和技巧是微积分学的重要组成部分.（这是第 
7 章讨论的主题 .） 

4.8.2 初值问 fi 与微分方程 

求函数 /(*) 的反导数与求满足方程 
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的阐数 /(. r ) 焙卩_] ■个 H 题. 上面的方程称为微分方程， W 为方裎中包含被求微分的木知闲数 r . 
为丫对它求解，需®找出满 M 方稈的闲数 yG ). 这个闲数通 H 求 / U ) 的反导数得到. 我们 通过 
指定仞值条件 

r (〜） w 

确 记反微 分法过程中出现的任意常数.这个条件衣小1 = 知 时 y (*> 的值为 r „, 微分方程和初 
浒条件的结合称为初值问题‘这样 的问题 汴所冇科学分支屮起着重要作用. 

函数 / U ) M - -般的反导数 FU ) + C ( 在例2中是 I ’ + C ) 给出澉分方程 g =/( x ) 的通解 .,. = 

厂 U) + C. 通解给出方程的仝郎解（存作无穷多个解，每个常数值 C 对应-个解）.我们通过求 
通解解微分方稃.然店通过求满足初值条件的特解解初值问题.在例2中，闲数> = 
， 2 繼 施:^ 满足初值条件1_(1) = -1 的特解. 

4 . 8.3 反导数与运动 

我们 LI 经知道物体位®函数的导数给出物体运动的速度，物体速度的导数给出它的加速度. 
如果已知物体的加速度，那么通过求反导数能够重新获得它的速度，从速度的反导数能够重新 
获得它的位置函数，这个过程被当作 4 , 2节系 2 的一种应用.至此，我们有了用反导数的术语和 
概念构架，现 A 从微分方程的观点重新讨论这个问题. 

例 S 在以 U ft/s 速韦上升的气球上，.-.个包裹在距离地面 go fl 的高度从气球下落.包裹 
经过多长时 N 到达地面？ 

解今〃 U ) 表示包裹在时间*的速度， s ( t ) 表示包裹在地面之上的高度.地球表面附近的加 
速度足 32 ft / V . 假定没有其他外力作用在下落的包裹上，我们有 


其屮 © 号是由干地球引力作用在 S 减小的方 向上. 这个微分方程导致下述初值问题： 

J = - 32 (微分方程） 

1-(0) = 12 (初值条件） 

这是包裹运动的数学模型.求解这个初值问题得到包裹下落的速度. 

(1) 解微分方程：_ 32 的反导 数的一 般公式是 

v = - 32i + C 

求出微分方程的通解后，利用初值条件求问题的特解. 

(2) 计算 C 的值： 

12= -32(0) + C (初值条件 „(0) = 12) 

C= 12 

初值问题的解是 

r = - 32t + 12 

由于速度是髙度的导数，而包裹在；=0下落时的高度是80 ft, 我们有了第二个初值问睡： 
f ^ 32( + 12 (微分方程，在上面方程中设 tr = dV<tt> 

40)=80 (初值条件） 

解这个初值问题求作为 （ 的函数的高度. 

<1)解微分方程：求_ 32 (+1 2 的一般反导数，得到 
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.= - 16i J + 12( + C 

(2) 计算 C 的值： 

80 = - 16(0) ! + 12(0) + C (初價条件 40) = 80) 
C= 80 

包裹在时间 t 距离地面的离度为 

j = - 16(* + 12( + 80 

利用这 个解： 为广求包裹到达地面所窬的时间，设 i 等十芩并 M 求解< 
- 16 ( ! + 12 ( + 80 = 0 
- 4* 1 + 3 ( + 20 = 0 

(= - (-.次公式） 
r ^ - 1 . S 9 , f ^ 2 - 64 

包裹大约从气球下落 2. 64秒后到达地面.（负根在物理上没有意义+ ) 
4.8.4 不定积分 

采用一种特殊记号表示函数/的全部反导数的集合. 


定义 /(d 的全部反导数的集合是/关干 J 的不定积分，用 

J/X t hix 

表示. 符号/ 是职分号.闲数/是积分的被积函数， x 是积分变董. 


利用这个记号，我们把例1中的解重写 如下： 

j 2 x dx — x 2 + C r jcos x dx = sin x + C, 1 + 2e^ Jdx = In I j I + e 1 * + C 

这个记号同反导数的主要应用有关，这将在第5章探讨.反马数在计算X限和的极限屮起荇关键 
作用.在第5章描述的称为撖积分基本定理的中心结果中，这是一种意想不到的和奇特的作用. 
例6汁算 -2 j +5) 心的值. 

解如果我们知道 f-i 2 +5x 是 x 2 -2:t+5 的一个反导数.就能够把积分作为 
反 f 敢 

j ( x 2 ~2 x + 5) 心 ^ ~ - x 2 +5 x + C 

仵意""常数 

来计算. 

如果不知道反导数，立即可以用和法则、差法则和常数倍法则逐项产生反导数： 
j{x 2 - 2x + 5 ) dt = j x 1 dx - J 2 j (ir + J 5dj = - 2 jx dr + 5 jl dx 

=(y+ C,)—2( 夸 + C 2 )+5U + tr 5 ) 

= + Cj - — 2C 2 + 5jt + 5C 3 

这个公式比它所需的形式更加复杂.如果把仏， -2C: 和5仏合并成任意常数(： =C, -2C ; + 
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导軚的应用 


SC,, 公式就简化成 


并14同样给出全部应有的反 竽数. 由干这个原内，即使仵选择逐项积分时也推荐直接使后 
的形式，写成 


■ 5 ) d* = | ^da - J2 Jt fU + |s dr = - 


就是说，可以对每一部分求出最简单的反异数，并 K 在&后添加任意积分常数. 

习題 4, 8 

在4题1 〜 24中，求每个函数的反导数，尽 20. ( a)e ( b )^. 

能采用心算方式.用微积分法核对答案. „ . 

1.0)2.. (b), 3 . ( 小 =-2 1 + 】. 2L( " 13 (h)2 - 

2. (a)6x. lb)/. (cU 1 -6* + 8. 22. (a)* A (b)x'. 

3. U>-3 ： 1' (b) r - J . (c)x- 1 +2 1+ 3. 23 (a) 2_ _1_ 

4- ( a )2* \ ( b )^ + r . ⑷-， +1 -1. 2(I : + I 


S. (a)^. (b) 


9 . (b) 


(b) - • [c) - —x 


13. (a) -tt sin Tia,( b)3 sin x. (c)sin ^3 sin 3x. 


j . ⑷ 7^. ⑼ 27^1? ⑷ W 

,(al ； t-(+) T . {b)x J + 2 '. ( c ) tt 1 

在巧題 25- ?0中，求最一般的反导数或者不 
积分.用微分法核对答案. 

* jix + l)dx. 26. j(5 -6x)dx. 

■ ++) 山. ^ /( y +4,3 ) dj 

-|(2x J - 5x + 7)dc + 30. J( 1 - j 3 - 3i ? )(k. 

- 1(? ~ tI -yK 3i /( y-f + 21 )^ 


( c)™ 9 S + ncos 


16* ( a ) cac 2 jc , [ b ] - — rsc ^ 
[c}i -8 cac 2 2x. 

17. (a 1 esc » cot ( b) - I 


18. ( a) sec t tan i. { b)4 sec 34c tan 3^. 


+ K ) dx . 

I^^b 

J 2 x(l - x-^df 


■ J(y - 7 ^) d 


f ( e 5i + Se ' 1 )^ 


#J( - 苧 K 

50 * J sec 8 tan Q d 
SZ f (2 〆 -3 e ^) dt , 





答案的理由. 

:哪一幅阄形表示初值问題 
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提出答案的理由. 

在4题89 - 】 m 中，求解初值问班. 


Hv _ 


r(2) =o. 


10 -X ； y( 0 ) = - I 


ilr ~^ +Xi x >0j r ⑵ =L 
-4i +5 ； y{ - 1 ) =0. 


£iz = _J.. 

^~Ui 


y(4) =0. 


dr 

d ^ = ' 


j^ =coa 
du 丄 

n 


f + sin £ ； j( tt ) = I. 
r sin TT^i r( 0 ) = 0 . 
tt&i r(0) - l. 
sec t lan t ； u( 0 ) = L 

f =8t + csc；t; v {f) - - 7 - 

^ = rw^' t>l '' vil)=Q - 

， )=I . 

& =2 - 6ii /(f)) =4 t >(0) =1. 

会 =o; y r (0) =2, r<0) =0. 

& = f ； f L, =i - r(i)=i - 
8 Lj f I ,/ 3 , 1 ⑷ =4 . 

0=6 ： /(o) = -8, r'(0) =0, r(0) =5 
= 綱 =-2, 皮⑻ = -如 


WO ) = v '2. 

J09. y' 4 ' = ^ nin t + vttn. t ； 

， ( 0 ) = 7 , /(O) =/( 0 ) = -l, r( 0 ) = 0 . 
llfl. /*) = - ( i 4 S nin 2 jt ； 

， (o) =1), /(0) =/(0) =1, r(0) -3. 

111. 求 *.v f' 面内通过点 （9, 4> 的曲线 y=/U>, 它 
在每个 A l . •:的斜宰是 i - fi . 

Ill (a) 求卜-列性质的曲线 r =/u): 

")0吻： 

0)它的阁形通过点（0，〖>，并且在这个点 
冇水平切线： 

(b) 橡这样的曲线有多 少条？ 你是怎样知逍的， 
-m 113-116 显示微分方程的解曲线. 在每烛 
中求羟过标出点的曲线方程， 
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UZ 从速度的反导数求位移 

(a) 假定沿 J 轴运动的物体的速度为 



( I )求物体从 £ = 1 到 < =3时间 KM 上的位 
移，已知 i =0 时 j =5; 

( U ) 求物体从 f =】 到1=3时的位移，已知 J 
= 0时 j = -2； 

( W ) 最后求物体从 i = l 到 t =3时的位移， 
[1 知 f =0时 s = v 

( b ) 假定物体沿坐标线运动的位置^是时间 | 
的可微函数< 如果说〃 旦 知道速度函数$ 
的一个反导数，就能求出物体从 t 到 

f = 6的位移，即使不知道物体在其中任何 
—个时间的确切位置.这种说法是正确的 
吗？提出答案的理由. 

118+ 从地面开空的火锖一枚火箭以20 m / s 3 的恒 
定加速度从地面升空.火箭在一分钟后的飞行速 
度有多大？ 

119. 及 时停车 假设你驾驶汽车在公路上以 
60 niphCSB ft / S ) 的稳定速度行驶，当发现前方 
一起交通亊故时猛踩刹车.为了使车子在242 ft 
的距离内停止下来需要多大恒定的负加速度 ■? 
为 f 求解执行下述处理 步骤； 

U ) 解初值问鼷： 

-k (微分方程必是 常数） 

^ (=0 时 | = S 8 j =0( 初值条件，时间 
和距离的测定从踩刹车时算起） 

(2) 求满足 ■^■=0 的 z 值（答案中将包含 i ). 

(3) 对于从第 (2) 步得到的 f 值，求使 f =242的 
公值. 


^ 4 + 

120•停摩托车在伊利诺伊州摩托々:驾驶 M 安令纲 
要中 ，焚求摩托今.驾驶员能够 ft45 fi 的 W_: 离内 
刹往以30 mph(44 ft/sO 速度行驶的摩托 1:. 1 
此筘要多大悄定的负加速度？ 

121. 沿坐标钱的运动质点在坐标线上以 
« = d 3 .i/df : = I5v'7 - ( 3 /Jt ) 

的加速度运动，在 f = ] 时满足条件$，4和 
5 =0■求 

(»)由£表示的速度「= $. 

(1>)由【表 A 的位 

H1I2. 褊子和羽毛阿波罗15兮的宇航 M 載维 * 斯 
柯特在月球上降落一把择子和 片 羽毛.以敁 
不所有物体在真空中以相同的（恒 定） 加速度 
降落.他在;1球表由大约 4 ft 岛的地力降落这 
两件东沔，从降落过程的电视闽面 K 寸町见.锤 
子和羽毛比在地球上降落史慢.它们在地球去 
面的真空条件降落4 ft 只需半秒钟 T 锤子和 
羽毛在月球表面降落 4 ft 甫要多长时问？为冰 
出这个时间，对于4作为 f 的函数求解下面的初 
堉 问題： 

-5.2 ftV (微分方程） 

当卜0时| =0 ,* =4 (初值 条件） 

然后求出便 j 等于0的 I 值. 

123. 怛加速度运动 物体以恒加速度《沿坐标线运 
动.位置 s 的标准方程为 

s = 〜 ( 1 ) 

其巾％ 和 h 是物体在 I = o 时的速度和位置， 
通过求 解下面 的初值问題导出这个 方程： 

§=«(激分方程） 

当，=0时 | = = Jo (初值条件） 

124. 行星 表面附 近的自由落体对于行星表面附近 

的自由落体，由于重力产生的加速度的值 （以 
长度 A 2 为 单位〉 是常置 ，方程 （1) 的形式为 

S = - ^gt 2 + v G t + (2) 

其中 s 是物体在行星表面之上的高度.方程中 
带有负号是因为加速度向下作用于 J 减 小的方 
向上.在 f =0 时如果物沣上升，速度 h 为正，如 
果物体下降 A 为负. 



导教的肩用 

+川 4题123的结果以通过省 解个 
相成的初值 h 题打接 w 出方程 （ 2 ) .这个初悄 
M 越是什么？求解它，证艾你提出的初侑 H 秘 
是正确的，在进行中解释你求解的步騸. 

125. 假设 

/⑷= £{1 -^), g ( x ) = ^(x + 2 ) 

求 

( a ) J / T ( b ) J # r ( i ) dj . 

⑷ JW ⑷卜， ( d ) J[i ⑷恤 

⑷ jlfix ) ^ g ( x )]^. ( f ) j [ f ( x ) - g ( x ) Idr . 

126. 解的唯_性如果可微函数） = f U ) 和 J = 

C ( * >都 是区间 /上的初值问鼷. 

第 4章 复习指导问題 

1. 关于闭区间上的连续闲数的极值能够讲述 
什么？ 

2. 衲数在 其定义 域上存在局部极值或者绝对极值的 
含义是什么？局部极值同绝对极值有什么关系 
(如果存 在）？ 举出一 衅例子 < 

3. 如何求 闭区间 上的连续函数的绝对极值？举出一 

,些例子. 

^ 罗尔定理的假设和结论是什么？这些偎设是必需 
的吗？说明理由. 

5. 中值定理的假设和结论是什么？对这个定理口 J 以 
作什么物理解释？ 

6. m 述中值定理的3个系. 

7- 某些情况卜_,在得知尸和得知/在一点*=%的值 
后能够确定蛐数 /(： o . 举一个例子说明如何 
确定. 

8. 什么是局部极值的一阶异数检验法 v 举出如何应 
用它的一鵠例子. 

9. 如何检验二次吋微函数确定函数图形在何处向上 
凹或者向下凹？举出 些 例子. 

10. 什么是拐点？ 举一个例子 .拐点有时具有什么物 
理意义？ 

11. 什么是局部极值的二阶导数检验法9举出如何 
应用它的一些例子？ 

li 函数的导数对于函数闬形的形状能够提供什么 
资料？ 

13. 列举绘制多顼式函数图形的步骤 .用- 个例子 
说明. 
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念 ， U 0 ) =， 。 

的解，对 T / 中的每个 t 必定心 F { x ) d ; U ) 
吗 v 提出答案的理由. 

计算机探究 

m 种 CAS (汁算机代数 系统） 氺解七既] 27- 
130中的初偵问 M . 绘制曲线的闬形1 

127, y r - caA*x + r ( - rr ) = l , 

128. y' = + x 4 y < ] ) = - l . 

1^* )(0) =2. 

/4 - ** 

13 °' >W = x + 斤 ， = 0 ,〆(D^O. 


14. 什么是尖点？举出…些例 

15 . 列举绘制有理函数阄形的步骤，用 个例 /- 
说明1 

16. 概述求解最大值-最小值问 题的一 般对策.举出 

些例子 

J 7. 描述洛必达法则+怎样分辨什么时候使用和什么 
时候不能使用这个法则？ 举-个 例子. 

18. 有时你能怎样处理导至不定式 * .0 和 

* -* 的极限？毕出一些例子1 

19. 有时你能怎样处理导至不定式1'0•和 ® •的 
极限？举出一些例子. 

20- 描述求解方程的牛頓法，举一个例子.牛顿法的 
. 理论依据是什么？采用这个方法需要注意的某 
些事项是什么？ 

2 h —个函数能够存在多个反导 败吗？ 如果存在 t g(i 
么在反导数之间有什么关系？ if * 以说明. 

^什么是不定积分？如何计算一个不定积分？你 
知道求不定积分的什么一般 式？ 

23* 有时你能怎样求解 $=/( 幻这种形式的微分 
方程？ 

24. 什么是初值问麵？如何求解一个初值问理？举 
一个例子- 

is * 如果已知物体沿坐标线运动的加速度是时间的 
函数，为 r 求物体的位置函数,还需要知道什么9 
举一个例 
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第 4 章实习习题 

1闲数 /(r) =x 2 + 2t + uuif 存在任何局部 极大倌 
成极小衍叫？提出答案的理出. 

2. 闲数 >rU) w r + 2 m * 存作任何 W 部敁大價 
提出杵 案的理 rt 

1峽数 /UX7 u)(11 -3*) 1 1 存在个绝对极 
小悄成 个 绝对极大值呜〈如渠存在，求 比它 们； 
如米+存在，说明小忭在的原时列出/的令部临 

4. 求使闲数 


r \： x =3 ii. 有尚部极值】的，I和 A 的偵.这个局部 
极倚是局部极小愤还足局部极大提出答案的 
理由. 

S . 忒数存在个绝对极小值成-个绝 
对极大谊吗？如果存在，求出它 f〖h 如果不存在， 
说明+存在的原闪. m \ g 的仝部临界点 t 
^函效 /(X> =y ^存在一个绝对极小值或一个绝 

对极大值吗？如果存在，求出它彳 Ni 如果不存在， 
说明不存在的原 tN. 列出/的全部临界点. 

在习题7和8中，求/在区间上的绝对极大值和 
绝对极小值. 

7. f{x ) =i-2 In x , 1 

8. /( jc ) = (4/jt) + In jc 1 t 客 4. 

9. 对于所有: c 定义的最大整数函数 /(*) =[^」在【< 
间 [0,1) 的每个点取局部极大值.这呰局部极大 
值也可能是/的局部极小值吗？提出答案的 
琿由 ■ 

10. (a) 举,4: 一个坷微函数/的例子.它在某点 c 的 

导数为零，即使/在 c 既无局部极大值也无 
局部极小值 T 

(b> 这种情况同 4.1 节定理2如何保持一致？ 
提;11答案的理由. 

11. 函数?=+虽然在区间 Odd h_ 是连续的，但 

是它在这个 K 闽上既无汲大值，也无扳小值1这 
同连续函数的极值定理矛盾吗？为什么9 

12. 函数1太！在区间-1名1<1上的极大值和极 
小值是什么9注意这个区间不是闭区间.这同连 
续函数的极值定理■■致吗？为什么？ 

H13. —幅大到足以显不函数全局特性的阁形也许不 
能展现函数的崗部特征 ./U) ^ C^/S) - 


uV2> - / +5^的 m 形就厲 r- 这种情况. 

< a > 刺: h / 在 K 间 -2. 5名叉赛2. 5上的闬形 . mm 
m\ 么地力鉍现出 m 邡极仿戍荇拐 a * 

(b) 然心 分_厂（*)的 w 式并 n 证明/汴 -r = 
>年 1. 709 9S 冇 Hi 部极大 fm: r = 
士 4 « ±1.732 05心尚邡极小值. 

(C) 放大阁形，羿找显=艿和现 
极值的视宙. 

此处要表明的是， 如果+ 川微积分.：个极 
偵中两个极值的存在町能被忽略.忭任问 正常的 
闲数闬形上，函数值足够密集，以致许多儐在辟 
释上落人 个 像索范围内. 

(束源 ： Usex of Techrwifygy in the Matherruitic.* 
Currkuiumi ( 科学技术在数学课程中的戍爪> ) , 
Benny Evans ， JerT^ Johnson ，俄克拉荷 4 p 州立大 
学，] 990 年出版，闻家 科孛基 金会资助」） 

014. (坟 习題 

(a) ph4i/(*) =(^'/8) -(2/5)^ -5x-(5/x i ) + 
II在区间-2甚*矣2 [:的阁形-图形在什么 
地方显现出局部极值或者拐点？ 

( b ) 证明/在: r =万 -U 2585 有一个局部极大 
偵，在= L 2599有—个局部极小值了 

(O 放大阁形，寻找显示在^ = 河和 出现 
极值的视窗. 

15. (aniH 明函数 fU) = S m^-3( 在其定义域的每 

个区间卜_减少- 

< b ) 方程 -3* = 5有多少个解？提出答案的 
理由. 

16. (a)UE 明函数 y = ur^ 在其定义域的每个区间 1. 

增加+ 

(b> 如果 U) 中的结沦确实是正确的，郎么如何 
解释如1 it =0 小于 tan(TT/4) = 1这个事实？ 
17< (a) 证明方程/ +2* 2 -2=0 在区间10，1】上恰 
好有一个解. 

Q (b) 求这个解，准确到尽可能多的小数位数. 

18- (a) 证明函败 /{d =^U+U 在其定义域的每 
个区间上增加. 

(D) 证明函数 /(*) 没有局部极大值或 

者局部极小值. 

19.木库中的蓄水由于降大雨，水库蓄水量在24 
小时内增加1400英亩-英 M. 证明在洚雨期间 
的某 t •时刻水库容量增加的速串超过225000加 
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仑/分. （ 1英! if - 奥 W = 43 560立.方英 K , y|J 1 
英尺 的荇枳 . 1 48 加仑 ■) 

20. 公 J ； f \ x ) =3^ + C 对 . f . 每个 <; 值给 ffi 小 M 的闲 
数.们逛，所有这些函数具有对 Z 的相 M 导数 ， BfJ 
广卜），3，这些函败是仅有的导数为； I 的4撖闲 
数吗/圮冉还有其他这样的函数？提出祚案的 
现…. 

21. if. 明 

"^(7+t)" ,t( _ ^ rr) 

M 然 



这同中值定理系 2 矛盾吗？提出 答案的 理由. 

22. ij ■算 / U ) +1) 和度卜）= -1/(/ + |) 

的一阶导数.关 T 这两个函数的 (¥1 形能够得出什 
么结论？ 

在习题23和24屮，利用|菊形 M 答问 H. 

23. 确记/的任何 全局极 值以及它们出现的 * 值. 

」.■ 

" V -/ U ) 

ih n / 

— -^ 

24. 估 i 十函数 y=_/U) 的区间： 

< a)/ 在 K 间上增加. 

(b)/ 在 KM h 减少. 

(O 利用给出的 /' 的形指出函数任何极值出现 
的地方，以及每个极值是相对极大值还是相 
对极小值. 



在七题25和26中，每幅罔形是物体在坐标线 
上运动的位置函数 s=/(<) 的阁形 <( 代表时间）.大 
约在什么时间（如果有 ）（a) 物体的速度等于零？ 
(b) 物体的加速度等 于零？ 大约在什么时间区间上 
U) 物体向前运动？ （d) 物体向后运动^ 


25. 


26. 



^> j ®27-42 中.幽出曲线的 ffl 形. 

27. > = i : - { xV 6). 

28* \ = ? - +3. 

29* y = -x' +6x' 4 3. 

30. > = (]/8){^+3^-9^-27). 

31. > = i J {8 -x). 32. r =x : (2x 2 -9). 

33. 34.r-t'^( I -4). 


JS. v = x y3 - x ■ 36. y = x v^4 - x 2 , 

37- y={x -jnV. 38. v = 

J9. r，Jn(? -4r+3) T 40. v=]n(sin x) r 


儿—.出. 42. y = tan " 1 1 —J. 

在 4 题 43~48 中，给出函数 j*=/U ) 的 ■阶导 
数- uv ■的图形在什么点（如果存在）有局部极太 
值.局部极小值或者 拐点？ （b> 播绘函效用形的一般 


肜状. 


43. r = 16 -I 3 . 44. y ' = I ： - 1 - 6. 

45. =61(1 + 1 )(i-2). 4*. >■ = j : ( 6 - 4i). 

47. / =** - 2* 3 . 48. r ' =4i' -i 4 . 

在 WS49 - 52 中，画出函数的网形.然后利用 
数的一阶导数说明所见的图形. 

49. r = * M + ( 1 -1) 1 ^. 50. > =1 ^ + (^-|)^. 

5J. +(j-l)'^. 52. - [) 15 . 

在习® 53 -60 中，画出函数的草图- 


54 J = ^5* 


■ I . 

X J -4 


56 ■厂 

58. y = 

60. y = 


在习親 61 〜 72 中，利用洛必达法則求极限. 

6L lim +3j ~ 4 62. lim 

X - I T -i x -[ 



第 4 聿 


劊進耗胎你的公 H 入能 够制造10«>^个_\ 
级轮胎和 lOOxy 个 B 级轮胎， K 中0公备4 + ；^1_ 
40 - \0x 
y = TTT - 

生产 个 A 级轮胎的利润为生产-个 B 级轮胎的 
两倍.获得最大利润的每种轮胎十_产》是多少7 
91 . 质点运动 r 轴上两 个质点的位 a 由％ = cm r 
和（ 2 + 1^/4)确定. 

(■) 两个质点相距最远时的距离是多大？ 

( b ) 两个质点何时碰撞？ 

093. 无盖盒子无盖的长方形盒千由10 m x 16 irx 纸 
板在四个角上切除边长相等的士:方形后问 卜折成 
用分析方法求达到最大容积的盒子的 K 寸和最太 
容移 I 用围形支持你的答案 - 

94< 梯子问题附闬显示走廊的一角，能够以平卧方 
式绕这个角搬运的梯子的嫌大近似长度（英 
是多少？把答案舍人到最接近的英尺数. 


iim{ fHc X - oot 4c). 1\ 

X ■€ 

lim( vV + at + l - v 7 ? ' 

在 >J 瓯 73 〜& 4 中求极限. 
101-1 


64. Hm 」^, 

« -o x + 8in x 

«. Hn ,^ 

J. hQ SHD fix 

68. lim -Jx sef x 
» *o * 

™- 4( 去 -;4 


lim - 

i >0 

】im —-- ► 

T -<0 庐 一 I 

■ _ 5-5 OOH 


[-In (1 +2 Q 
^ * 


3 d ). 

巧 (】++). 


74. 

e - -i e 

r 2 … -1 
76. Jim — - * 

: -id f — J 

78. lim 

■ 4 xc 
80. hm 

* -* e +3 - ^ 
S 2. lim e '""In ). 


84. 


+ J ). 


两个非负数之和为 36* 在下列条件下求这两 
个数： 

( a ) 它们的平方根之差尽可能地大； 

( b ) 它们的平方根之和尽可能 地大. 

紙 两个非负数之和为20,在下列条件 K 求这两 


个数： 

( a ) — 个数同另斗数的平方根之积尽可能地大； 

( b ) - 个数间另一个数的平方根之和尽可能 
地大. 

87. 等腰二角形以原点为顶点，底边同 I 轴平行，在 a 
轴上方的两个顶点落在曲线 :V = 27 i ： T 求三 

角形可能具有的最大面积+ 

明.客户请求你设计一个无盖的长方体不锈钢大缸. 
缸的底部呈正方形，容积为32 ft 1 ， 用1/4英寸的 
钢板焊接而成，并且具有最轻重置.你推荐采用 
什么尺寸？ 

89. 求最大直立圆柱体的高度和半径.使其能够放进 
半径为万的球体内. 

90. 附图显示两个直立圆锥体,一个倒立于另一个的 
内部.两个圆锥体的底面平行，小圃锥体的顶点 
位于大11锥体底面的中心 . r 和 A 取什么值将使 
小困锥体具有敢大可能的体积？ 



95, 令 /U) =3^-^ 3 .证明方程 /U) 。 -4 在 K 间 

[2.3] 上有一个解，并且用牛棟法求出它- 

96. 令 /U)-V, 证明方程 /( 幻=75在区间 

[3.4] 上有一个解，并且用牛顿法求出它- 
在习题 97-120 中，求不定积分（最-般的反导 

数）.通过礅分法核对你的答案. 

97* |(^ +5 j -7)dc. 98* |( 8t 3 - y + r)d/, 

99. /(3,7 + *卜 10 °- 

101. f ^- T . 102. 

J (r + 5) 2 J ( r - V 2 )\ 








,<g = i— + 」f 赶). 

1,4 - /(^ + 7 T ,)' 


124 中，求解初值问题. 


4 的积分4能都是正确的吗"子 


12*. 附 m 所也矩形的-边 / t :!k v 轴 i ._. - iirtii ： t 
轴 I ■.矩 形心 l _. A _ 的顶点 ft 曲线 .v = ( In 
匕给出最大面积的矩形 W 寸 M _ ft ■么。这个敲 


129 W 130中，求每个忒数在给定区间 
::的 绝对极大值和绝对极小值. 


败 IM 和132中.求泊数的绝对极 大值和 
绝对极小值.并 H 说明函数在何处取绝对极大值和 
绝对极小 ffl . 

131, / U ) ’巧. I 3 Z g { x ) = e " TTI7TTr . 
11133. _出下列函数的图形，并且利用 闬形定 位和佔 
ii •极值，确定拐点的坐标，以及确定阳形向上 m 
和向下 FI 的区间.然后通过求函数的导数证实 
你的 怙计. 


^ - f 士 扣从出 / U ) =尤 In * 的闬形 .这个函数显现有绝 

" I - 17 J ./ T ^7 ' 对极小值吗？用微积分 iE 实你的 答案. 

和（1>)中的积分 nf 能都是正确的吗？ f . 11135. [ ffi ； fi /{ x ) = (sin I )…在区间 [0,3 ir ] t : 的阁 
形.说明你从图形中宥出什么？ 

^ 136 -水卜_岡《面传输电缆由不导电绝缘材 料包* 铜 

! vT ^ 心线构成.加果 I 表示铜心线半径同绝缘材料 

A . _ f -Hm (x =- u , 厚度之比，已知传输信号的速率由公式 

T ^7 ~ J yi - ( - u ) ! “） <u ! In(lA) 给出.设钢心线半径为 1 cm, 多大 

r - du 的绝缘材料序度 A 将使电统达到最大传输速宇4 


127- 附图所不矩形的一边在 _ H )_ 轴上 ，一 边在正 ：t 
轴上，矩形右上方的顶点在曲线 y = 给 

出最大面积的矩形尺寸是什么？这个最大面积 
是多少？ 





第 4 章补充和提商习题 


1. 对 m:K.N I:极尺讯和极小值相等的闲数能作什 
么说明〃抿出荇案的埋 

2. 小迕续闳数在闭冈间 h 不能同时具冇绝对极人前 
和绝对极小偵这个说法成 t 吗？提出答案的 
埋出. 

3. 又于生儿狀间上成叫上的连续闲数的极 

能够枓出什么结论？提出答案的珲由. 

4. 面部极值利) fj 异数 

*£ = 6(^ - 0(* -2) J {x -3)\x -A) 4 

的 * 符4模式确定/具有局部极大愤和 W 部极小 
值的点 . 

5. 脣部极值 

假定 y=/U) 的一阶 竽数为 

/ = 6(* + i){x-2) 2 

/的阁形在什么点 （ 如果存作） it 有妃郎极大 
值、局部极小值或荇拐点？ 

(b) 假定 y=/(;r) 的 阶 导数为 

y 1 =6 jc(t + l )( j -2) 

/的闬形在什么点（如果存在）具有局部极大 
值、局部极小偵或者拐点？ 

6. 如果对于所有I有尸（:0甚2/ 在区间 [0,6] 卜_能 
够增加的蕺大值是多少？提出答案的理由. 

7. 的束函数假定/在 [ aJl 上连续， r 是这个区间 
的内点. 证明： 若在「《, O 上尸（幻备0且在 

q 上 / U) 身0,则 /U) 在 [ fl ,h 上不会小 f 

/(f). 

8 . 不等式 

(»1证明-1/2在*/(1 + ^)^1/2 对于每 个方值 
成立， 

(b) 假定/是以 /U) = x/(l +* 2 )为导数的函数 t 
利用 U) 中的结果，证明 

1/(6) -/( a ) 1^ y 16 -al 
对千任何 a 和6成立 T 

=/在*=0的导数为零，但是/不是常值 
凼数.这同中值定理的系中所说具有零导数的函 
数为常数相矛盾吗？提出答案的理由. 

10. 极值点和拐点令&=龙是^的两个可微函数/ 
和贫的积. 

(a) 如果/和#是正的，在==«有局部极大值， 
井且尸和〆在 a 改变符号，6在^有局部极 
大值叫？ 


[ b ) tm ^ f ^ g ^ m ^{ Y. x =u 拐点， &的阳 
冇拐 A 吗？ 

汴 网种情 况卜.如果荇案坫 G 定的， 
m . 如果杵案是否定的.举 fh ■个反例 t 
11. 求函数利川卜过条件求公式 /(O = U +4 

(W +rx +2) 1 ! 1 f L Wffl : 

、 r 的 m 为 o 或]: 

(*1)/的闬形经以点（ - i . u ); 

( ui ) fm y ^] 珐 / ra 形的渐近线. 

U . 水平切线对丁曲线 v = T 1 4 ^ + 3卜4而二， 
常数*取哪个值或哪吟坑使曲线价奸打条水 
f-w 线” 

13. 最大内接三角形点和 A 位 i 个中.位阊 
的点技的绱点，点 C 在岡周丄.气：角形 ABC 
为等瞍、角形时的向积最大这个结论疋确 W ? 
你是怎样知道的9 

14. 二阶导数检猃法的证明局部极大值和屈部极 
小悄的 .一 阶导数检验法< 4 , 4 竹）表明： 

( a ) 若尸 （ r ) =0和尸⑺ <0,则/在 w 心 M 
部极大值. 

( b ) 若尸⑺ =0和/ V ) >0, _/在…倘 
部极小值. 

为 niE 明论断 U ), 今 f = ( l /2) I 广 （ r ) I .蚱 
后利用 

A -O ft ' J) h 

这个事实推断，对于某个 s >0. 

0 <! A I < s =>^ {C ^ h ^ < 尸 （ r ) + f < I ) 

因此 ， / f (c + W 在 - ScAcO 时为 正而在 0< 
A <5 时为负.用类似的方法证明论断 th ). 

15 . 水捅凿孔要求在附图所示 （见下 页）水桶侧面 
的某个高度凿孔，使紐出的水流冲到离水補尽 
可能远的地面上.如果在桶的顶部附近凿孔. 
由于那里的压力较小 t 水流出的速度较慢.但 
是在空中花费较长时间.如果在桶的底部附近 
凿孔，水流出的速度较快.但是只有较短的 K 
落时间. 什么地 方是凿孔的最佳位置 （如 果存 
在）？（提 帝： 流出的水粒从岛度 > 落到地而 X 
要多长时间？） 

16. 躍进3分球 -位 美式橄 m 球运动员想在一条 
右射 n 线上踢进球门一个3分球.假定两根球 
n 柱相距£英尺，右射门线距离右球拄 
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水. 

顶 ffi 敝外 



英 k ： (参 wjsfmi). 求运动 员处于 最大角度旮时 
到球 n+t 线的距离 a . 胺设橄植球场是平地 



17. 带不同答*的最大值 -最小 值问鼉有时最大 
值-最小值问题的解同物体尺寸的比例有关.作 
为一个例子，假设在半径为/；和髙度为//的直 
立圆锥体内内接半径为 r 和高度为 A 的直立圖 
^体，如附图所示.求「的值（用/!和《表 
示），使圆柱体的总面积（包括顶部和 底部） 达 
到最 大值.你将会看到，这个解依赖于汗在2/! 
或者 



is . 求眷败最小值求使 nw - 1 
( | △ >大 f 或# 等 r- 芩的 u 常数 m 的 jt 小的. 
19. i 卜算卜 _列扱限： 


(b) lim 5 jt mt 


(^)liraJ rsc 1 ./ he . 


( d ) iim ( a : - tan 

i ■鬌 •？ 

("lim 5 ' n ^-, 






2» -对 Tl" •列扱限，洛必达法 w 尤能为力.请川兄 
种其他方法求 极限： 


(*) ( b ) lim -— — . 

… V : +5 … J + 7 /r 

21_假设家公 d 每周用 y =a + &英元的成木卞产 
J 件产 品. 它每周能移以毎件 p = <7 ™ «龙元的 
价格销售*件产品 . fl , I r , <，都起 n 
常数 

什么生产水乎能产生最大利润 v 
( b ) 枏应的价格是多少？ 

( C ) 每周在这种 f 产水平卜的利润是多少9 
如果政府对每件销售出的产品征税 『 羌兀 
每件产品应以佧么价格销售才能达到最大 
利润？对这种价格问税前价格之间的乃別 
怍 mi 平论 t 

22. 估计倒数{不用 酴法） 如果对承数/( I )= 
( l /幻 - a 应用牛棟法求根，能够估计效 „ 的倒 
数闹不用 相除. 例如，如果 a =3+牵涉的闲 
数是 /(*) = ( 1/ j ) - 3. 

( a ) 画出 y = ( l /：0 -3 的图形.图形间 ■* 轴在 
什么地方相交9 

( b ) 证明这时牛顿法的递推公式是 

， M 2 - 3 iJ 
所以不筲要做除法. 

23- 为了求 对 /&) =? -a 应用牛顿法.这 
里假定 a 是正实数而 g 是正整数*证明*,是~ 
和的**加权平均' 许 E 求下列方程中的 
系数和 m , : 

… 一 ( 爿 .: ；：；：；" 

如果々 和 o / g - 1 相等，可以得出什么结论？在 
这种情况下 h 的值是什么？ 

24. 直线族 _ T = <„ + (>( 0 , t 是任意常数）的特征可以 
用关系式 y=o 表达.求所有阏族 
^-hV + {y~hV = r J 
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满 M 的相似关系式，其中 A 和 r 是任意常数. 
(提 示： 从给出的方程和接连求导教得到的两 
个方程的方程组消人- )1 和 r > 

25. 〖4世纪提出的自由落体间屬 】 4世纪屮叶德 W 
萨克森州的艾怕特 （ 1316 - 1390) 提出•个由 
落体的 檐甩： 假定物体 F 落的速度同卜 _ 落的叫 
离成+:比< 所以 T 认为卜落20英尺的钧体比 K 
落〖0英尺的物体 运动叮 能快两 倍似乎 是合理 
的.除此之外，那时没有 M 够精确的仪器用來 
验旺别 的结果+今入，通过氺解艾伯特模型中 
隐含的初值问敁，吋以看出它的模型间实情 
况究竞相荖多远.求解这个问题，并 fl 从阳形 
上对求出的解和方程 s =16 P 做比较.你将有 
川艾伯特模塑描述的运动在幵始时太慢. （M 在 
+久后就变得比实际速度快得多. 

026* 分组聆血在第二次世界大战期间，需要对大 
量新兵实施验血.对 N 位+兵验血有两种标准 
方法： 第一种方法.对毎 人申独 检验；第二种 
方法，把 I 位士兵的血样集中在-起，作为一 
个大血样检验.如果检验结果呈阴性，那么所 
有:^位十兵通过这次检验.如果检验结果 MR ] 
性，再对每位十兵做申独检验，：要总 共进行 
次检验.利用第二种方法和某些概率论可 
以证明，平均而言，检验的总次数 y 将是 



试用 ^=0.99 和 /VdOOO, 求使 7 达到最小的整 
数值1同时求使7达到最大的整数值 *.( 第 
二种结果对实际情况是不重要的. ） 第二次世界 
太战中使用的分组验血方法比个别验血方法节 
省 SO% 以上，但是不是用上面给出的7值」 

27. 假定一辆汽车的刹车产生& ft/# 的恒定负加速 
度. （a) 确定把以60 tn/h(8B ft/s) 行驶的汽车 
在离踩刹午地点起的 I® ft 距离内停下来，々必 
须取什么值. （b) 使用同一个 A 值，以 3 0m/h 
行驶的汽车在停止之昉将行驶多远？ 

28. 令 /(d，gU) 是两个连续的可微函数，满足关 
^(x) ^g(x)^r(x) - -fix ). 今 h{x) = 
fHx) +g 2 (x). 如果 H ⑴ =5, 求 

29. 是否可能有一条曲线，满足条件处处 
等于零，以及当 r=0 时 y-O 和 dy/(k = l? 提 
出答案的理由 - 

30. 求 v 平面内的曲线方程，曲线通过点 （1, -1), 
它在 z 的斜率恒为3/ +2. 

3L —个质点沿 r 轴运动.它的加速度为 u=-f 2 . 


第4幸 

在/ =【）时，质点 W T 质 A 运动 ii 秤 
十.它达到点 x = A ( K 中 A >0), fn , 足不越过& 
/=() 时的速度. 

32. 质 A 以加速度《=入-<】/))运动.阪定 
时.速度 （-4/3, 位 W c -4/ 15■求 
i^i\\ t 衣不的速度 r 

tb ) 山 f 表示的位 Siu 

33. 已知， U ) =似：+「. «>0. 通过考察扱/卜 
值，证明对于所有实数^ / <*)^0 当 JL 仅， 

34. 施瓦茨不等式 

| a ) 在~題33中.今 

/(t) = (fj.j ： + A, ) * + ( a 2 x + b^ V 
+ … + ( a n x + bj 2 
并 n 椎导施瓦茨不 等式： 

( a [ b i + + … + 

^ ( rt{ +¥+ -■- + a: ) ( b' ■+ in + -■ + K ) 

( b ) 证明，仅当存在一个实数 i 使等于 
对于从 I 到 n 的每个 t 值成立时.施 瓦茨不 
等式中保持等号. 

35- 血管系统的最佳分叉角度槿型在 个 流动系 
统中，$小管道从大管道分义时，我们4能要 
求它以这样一个角度分流：按某种节约能量的 
视点 它是最佳的.例如，如附阁所承." I 能要 
求沿段的流动由于_擦引起的能爾损失込 
到 最小. 在这个阁示中， B 是小管道延伸到的 
给定点，4是 fi 的上游大管道中 的点， "是 
管道的分叉点，由泊肃叶提出的定律说明.在 
尤湍流的流动中由于摩擦引起的能量损失同路 
径的长度成正比，而同管道半径的4次方成反 
九因此，沿从？ 的能置 损失为 （ KVR *, 沿 
的能量损失为（坤}//,其中 i 是常数，夂 
是的栓度，< 是 oe 的长度. ft 是大管道的 
半径， r 是小管道的半径-夹角0的选择是使这 
两种损失之和 






汴我们的椹咽假设 / ir ： = « 和 m ： ^ b 是闽定 
的，闪此满足太系 

f i\ + ^ = «, rfjHin 0 — h 

所以 

d z = h esc 9 

^i ~ a - rf 2 coft 0 = <i - h vsii 0 

我们吋以把总的能*损失表示成 0 的 喊数： 


(a 1证明使 <u/de 等 T ■零的 的® 界的坫 



I b 1如*管道半杼之比为， /fl = 5/6,佔 i I - U ) 中 
给 fll 的最优分叉角 （准 确到度数）， 








“中桦存先 屯 . 似我仍旧想举发这个乂媒，所以 想借用 您的智 


” 

/lS* <) 

在场的只 打 我+广解状况吧，我汁:总到京极堂的确会心一笑 

r, 

“把你的理山说出来听听吧，鸟口——” 

我再次远远地被摒除于话题之外。 

鸟口没®笔记便开始诉说，看■来全 ui 在脑中了 
“我先说敌人的名招牌上的名称写着封秽御 n 神 ， 'rr 
这个卞用的不是普通的‘箱’卞， ifif 是竹尅加上吕的 ‘ n ’ - :, 
我一幵始并不知道念法、，这个御 n 神并+是对义媒本身的称呼.仿 
徙们都称呼乂媒为教主大 人：. 地点在-:鹰，有栋小丄厂改装成的 
如剑逍场般的建筑，御 n 神是建筑物丰身的称呼教主没说 n 己拥 
冇神力，只内称坫神通广大御 n 神之倍奉者，所以表 面上逮 筑物才 
见4■:体，教+:只不过是 m 徒。似是——他并不要求信徒要信奉御 n 
神，我想这就是不以御 n 教为名的理由.教主主要在指导 m 徒要改 
涛生沾态度及舍弃污秽的财产，此时会进行-段刚刚说的‘洞悉秘 
密’不只如此，怎么样都 x 法改善时还会帮信徒施行加持祈祷 
个部免费，祈祷费.鉴定费等等全都不收” 

“免费 v ” 


U ： 不 : 詈是 -ia" , 还是 -a" 在 a 丈中都念作 *(J c (HAKO) 
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⑫.丄 g 
^ 64 4 64 


+ 64 


+ p 丄 _ n 


0, 671 875 


仵毎.种求和力法中，都把定义病数/的细分成等宽度（也称为 1( 度） 
( A ” d /« fHj n 个子 KN , 在每个 fK 间内的 K 求/ 的佤： 第丨个 KN 内的 q , 第2个 fK 

间内的依此充推.所有和限和都 凡<1 


/(<■,) Ax +/(c,)Ai + /(<',)A.v + ■■■ +/(<.,,)it 

这种形又通过取越来越多的 S ; 形，而 ㈣ 个圯形的宽度.次比•次小.这此介限和 WBU ' fK 域 W 


义恥而积越宋越好的逼近. 

ms .4 tl W / J ; •川16个艿宽的抝形作为 Klfii 枳的 卜和 迪近.它 fN 的面积 之和为0.«4765«、 
这个 fftfi 起来 ㈣ r 的文际向积很接近.川足仍然小于艾^面积，内为这咚 s _: 形 ft r 汉的 内邡. 

ra 5. 4 h W . 示 W _6个等宽的矩形作为 fl ffif 枳的 f •.和 il [近.它 fn 的面积之 ffl 为 0. 697 265 «5. 
这个伉略大 r 实际 rfn 枳. W 为这鸣矩形一起包次兄用个矩形的屮点准则给出的总向 HUM 近 
为 0. 666 992 1 S 7 5, 不过不能、7■.即竹定这个 ffi A ： f 述足小 T «的实酥闹积. 




m s .4 

例1去 5- 1显不对《的面积的上和逼近及卜和通近.迚个矩形至_000 个拓形 . /IU Vj 
将会见到， 对丁 ■像 K 这样的 K 域，如何通过取，毎个矩形宽度趋近零及矩形数 BC 近无穷九时的 W 
限.茯得面积的准确值‘采用那甩提出的//法. n 〖 以诎明 K 的准确面积是 2/3. ■ 

5.1.2 物体的移动距离 表 5.1 JI 的面积的有限和暹近 

假定已知-辆向公路 T : 线行驶而~ --^ 上 W 

小改变方向的汽乍的速度函数 MO , - r - 

我们需要确定它在时问 t «到 f A 之 4 

间行驶多少路程.如果 C 知 『（ f ) 的反导 16 

数 nt ). 邵么通过设定 〆 d = HO+c ^ 

可以求出汽 T 的位置闲数 s ( n . 然后， 

通过计算位置的改变 - sU ) 可以 
求出汽车行驶的距离（参见 4. 8节习题 117). 如果速度函数是 由汽 午里程去在不同时问的读数确定 
的. 没有 可以用来获得速度函数的反导数的公式.我们应该采取什么步嫌？ 

当不知道速度函数 K 0的反导数时.吋 U 橡前面那样应用有限和追近汽 令:行 驶距离的相同 


6875 
671 S75 
666 992 1S7 5 
6667 


675 


697 265 62. 
6766 
67165 
*67 1(>6 5 


375 
531 25 
634 765 *25 
65(^ 

661 65 
666 1665 
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做法-我们把细分成很短的时间，汽 V 在轴个小 KN 上完令被当做常数.然店. 
川通常的距离公式 


距离=速度 x 时间 

通近汽午:在每个+区 N i •.行驶的距离，并 H 越过 ,5] 对令部结果求和. 
假圮划分的 + KN 像 



u 1[ l 2 I, b 


所有子 K 间具有相等的长度 At . 4:第 I 个子区间内选取…个数 V 如果把 if 取为很小的数.以 
致车速在这个短暂的时间间隔内几乎没有什么变化，耶么汽1:在第1个时间区间内的行驶距离约 
为 Kt ,) At . 如果 f 2 是第2个子区间内的一个数，那么汽车在这第2个时间 K 间内行驶的距离约 
^v(.t 2 )At- 汽车在所有时间 K 间内行驶的距离的总和为 

n = f ((, )At + + ••- + 

其中 n 是子区间的总数. 

例2假设直立向空中发射的炮弹的速度函数是/(0 = 160 -9. 8 t m/ S . 利用刚才描述的求和 
方法佔计炮弹在前 3 秒内上升的距离，这个和同准确值 4 35.9 m 接近到什么程度？ 

解 我们考察用不同 K 间数 B 以及选择不同求值点的结果.注意 /(<) 是减函数，所以选抒左 
端点给出上和估计，而选择右端点给出下和佔计. 

<») 用3个 K 度为1的子 ES 间，选择在左端点求/的值，这样给出一个上和 Z ): 

f i h >i 

‘ ‘ -4- 

0 12 3 


用/在£=0, I , 2的值，我们有 

£>=/(/, +/{t z )At +/((,)At 

- [160 -9 + 8{0)]( l ) + [160 -9.8(1) ](1) + : 160 - 9, 8(2) ] ( 1 ) = 450.6 
(b) 用3个长度为1的子 K 间，选择在右端点求/的值，这样给出一个 下和： 




用/在 t = l ， 2, 3的值，我们有 

+f(t 2 )M +/(rJAi 

= [160 ^9.8(1)] (1) + [160 -9,8(2) ](1) + [160 -9.8(3)](1) = 421.2 
( c ) 用 6 个长度为 1/2 的子区间，选择在两个端点求/的值，这样得到一个上和 £) 以及一个 
下和仏 



用/在左端点的值给出上和 i >&443.25 ; 用/在右端点的值给出下和 Z >«428.55. 

这两种用6个子区间的估计，比用3个子区间的估计更接近准确值.当所用的子区间越小 
时，结果的准确度越高. 
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IK 如可以从表 5. 2中宥出的那样. 用左 端点的和从上方接近准确值 435. 9, 端点的 


K 利从卜 _ 方接近这个 ff (. 实际值位 f 这些 
上和弓 r 和之 I ) I ].作 m 接近的儿 r 佔计项 
中，议若大小为 0.23. 

汉扃大小=1实际前-[十算馆丨 

=1 435, 9 - 435. 67 I = 0, 23 

误差 fT 分数=- 0. 05% 

从 表屮最 后两栏有理由得 i H 结论，炮弹在 


表 5. 2炮弹飞行距离估计 



前3秒飞行期间大约上升436米. 
5.1.3 物体的位移和移动距两 


如果物体以位置《数 / U ) 沿坐标线运动时+改变方向，像在例 2 那样，我们可 W 通过在很小 
K 间上对物体的移动距离求和，计算从 f = a 到 f = A 移动的总距离.如果物体 汴运 动屮改变方向 
一次成者多次，那么需要利用物体运动的速芈丨 ,._(() I ,即物体的速度病数 t .(0 的绝对值.求总 
的移动距离.同例2 —样，用速度本身仅给出物体的位移的估计 1(6) - s ( a ) ,即它的初始位酋 
和终止位 費之间 的差. 


为/弄清原因，把时间 K 间 [«>] 划分成充分小的等长子区间 Ai. 使得物体从时间，到 f, 
的速度变化不大.在这种悄况下， KO 给出速度在整个 K 间上一个令人满意的通近. W 此，仵 
这段时间 K 间物体的位®坐标的改变约为 


这个改变量当1>( (1 )取正值时为正， iTlf 1 ! 取负值时为负 . 
对于任何一种改变，物体在这段时间子区间移动的距离约为 


U (，‘ ） 丨 i ， 

物 体移动的总距两近似 等于和 

I )■'( (,) I Ar +1 u( (；) I A( + ■■- +1 I Ai 

5.1.4 非负函数的平均值 

包含 n 个数: t,, \，…，的集合的平均值是通过对它们求和冉除以„得到的.似是，连续 
函数/在区 N[ a ，6] 上的 f_ 均值是什么这样 一个® 数可以取无限个值.例如，在一座城小_的某 
个地方.每天温度的上升和下降是一个连续函数.如果说这淖城市一天 内的平 均温度 是华氏 73 
度，这是指什么意思？ 

与-个函数是常数时，这种问题很容易回答.取常数值<;的函数在区间[>,6]上的 T. 均值为 
r. 当 (■为 正数时，函数在 [«j] 上的图形是一个高度为 c 的矩形.这时函数的平均值在几何上可 
以解释成这个矩形的面积除以它的宽度 （ 6 -a) (见图 5. 5a). 

如果需要求非常数值函数的平均值，像对图 5.5b 中的函数 g(：v) 那样，那么平均值 M 什 
么？对于这个图形，我们可以把它想象成在晃动一桶水时.包围在 x = a 和的桶壁之间的 
水面高度的膦间图像.当水动荡时，它在每点的高度是变化的，但是水面的平均卨度柑 M. 
为了求水面的平均高度.我们让它平静下来，古到变成平面，这一高度为常数.敁后的高度 r 
等于函数片的图形下方的面积除以 （6- a ). 由此引出平均值的定义，我们把非负函数在 K 问 
[a.4] 上的平均值定义为函数图形下方的面积除以区间长度 （i - 0) . 为了使这个定义是有效 
的，我们需要准确地理解图形下方的面积的含义.这种理解将从 5-3 节获得，不过现在先来 
考察两个简单的例子. 
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例3函数 /(*> =3* 在 K 间 [0, 2] 上的 T ■均值是什么 q 
解这个平均值等于函数图形下方的面积除 W K 间的宽度. 

在这种悄况下，我们无需用有限和逼近来估计函数图形下方[ X :域 
的 面积： 高为6和底为2的二:角形的面积等于 6( 见图 5.6). K 
间宽度为62 -0=2. 函数的平均值是6/2 =3. ■ 

例4佔汁函数 /(*) =sin * 在区间 [0, it ] 上的平 均值. 

解观察图 5. 7中 sin * 在0和 it 之间的阁形，可以看出它 
的平均高度是0和1之间的某个值.为 JT 求出这个〒均值，需要 
计算函数图形下方的面枳然后用 K 间民度 it - 0 = TT 相除. 

我们没有确定这种面积的简单方法，所以用冇限和去逼近 
它. 为了获得一个上和逼近，把一起包含区间 [0, TT ] 上 J . = s in * 

IS 形下方和*轴上方的区域的8个宽度同为 w /8 的矩形的面积相 
加. 对于这些矩形的高度，选择 sin T 在每个子区问上的最大值. 

在一个特定的子区间上，这个最大值可能出现在左端点、右端点 l ? IS .6 函数/( 1 )=3,在1< 
或者它们之间的某个点.计算 sm 在这个点的值得到用于求上 间 2 ]上的 f 均 

和的矩形的髙度.然后用这些矩形面积的和估计总面枳（见 值为 3( 例 3) 

图 5.7): 

4 *= ( sin ^ + sin ~ + sin 穿 + gin y + sin — + sitt ^ + ain ^ + sin j - ^ 



=(0. 38 + 0. 71 +0. 92 + 1 + 1 + 0.92 + 0. 71 + 0. 38) - y = (6.02) ■ 矛 = 2. 365 


为 T 估计 sin* 的平均值，用 ir 除估计出的面积，得 
到逼近值 2. 365/ tt -O. 753. 

由于这是用上和逼近面积，这个估计大于 S im 
在区间 [0, TT] 上的实际平均值.如果使用越来越多 
的矩形，每个矩形的宽度越来越小，就会得到越来 
越接近实际平均值的估计.利用 5.3 节中讨论的方 
法，将证明实际平均值是 2/77 = 0.64. 

同前面一样，我们也完全可以利用位于 y = S i n * 
的图形下方的矩瑕计算下和逼近，或者利用中点准则. 


J\x) = sin x 



^15.7 利用 S 个矩形计算在 [0, tr: 的 
平均值，逼近 /( = sin I 在0和 tt 之 
间的围形下方的阃枳（例 4) 
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许5.3节将会枵剴，在毎一种情况，只要所有矩形的宽度足够小，逼近值都接近实际面积. ■ 

5.1.5 小结 

lE 值闲数 形下 方的面积，不改变方向的运动物体移动的距离.以及北负函数个 
上的平均值，这些董都可以用有限和退近. 冇先 我们把区间细分成子区间，在毎个特定的子 KfN ] 


上 把相仏 的闲数/丰做常数看待-然后，用闲数/作每个子区间内某点的值乘以子区 M 的宽度. 
并 K 把这些乘积加在一起 + 如果把 K 间 [ a , A ] 细分成 rt 个相 同宽度 Ai = (A - ci )/^ 的 + KN . 并 
H /( h ) 是/在第 々个子 K 间内某个选定点 r A 的值，那么这个过程给出形式为 
/(c t +/(f 2 ) Ajf +/( 〜） Ajc + … +/(c fl )Ai 

的有限和.对于 q 的选扦可能使 / 在第 々个子 叫上取最大值或者最小值，也可能取它们 之问的 
箪个值 . 实际值处于由上和与下和给出的逼近值之间.我们注意到，当取更多宽度更小的 + 

吋，有限和逼近得到改进. 

习题 5.1 


在^题4中，利用有限和通近估计函数阁 
形 T 方的面积，采所 
( a ) 宽度相等的两个矩形的 卜和； 

[ b } 宽度相等的4个矩形的 下和； 

( c } 宽度相等的两个矩形的上和； 

( d ) 宽度相等的4个矩形的上和. 

1. /(*) =^ 2 ,在;^=0和 1 = 1 之间. 

2. f { x ) 在 *=0和 r = l 之间. 

3. f { x ) -\/% y 在 1 = 1和*=5之间. 

4. f ( x ) =4 -^ t 在 i = -2 和 x 二2之间. 

在>』题5~8中，利用矩彤估计函数图形下方 
的面积，矩形的商度由函数在矩形底边中点的值给 
出（中 A 准則）.首先用两个矩形，然后用4个 
矩形. 


I 小时内，每5分钟记求 次 潮水的流速，结 
果如附表所示.瓶子在这一小时内向 t 游移动 
的距离大约是多少？利用长度为5的〗2个子 K 
间作怙汁： 

(岣用左垧点的速 度值； 

( b | 用右端点的速度值. 


S ./( x ) 在 r =0在 Pi 之间. 

6* /(*) = I 1 t 在 r =0 在 jc = 1 之间. 

1, f(x) = )/x, tEx = [ 

/(x) =4 -x 1 , 在 3 c = - 2 在 ； i =2 之 ffe ]. 

9 .物体移动的距离附表显示-台模型火车机车 
沿轨道行驶10秒内的速度，利用民度为1的〖0 
个子区间估计机挲行驶的 距离： 

( a ) 用左端点的速 度值； （ b ) 用右端点的速度值. 


时间 

速度 （in/a) 

时间 （a) 

速度 （rn/ s ) 

0 

0 


M 

1 

12 


b 


22 


2 


10 


6 

4 

5 

13 

m 

0 


10. 漂移物向上游移动的距离假设你坐在涨潮的 

河岸上观察一只随潮水向 h 游漂移的瓶子■在 


11. 公路的长度假定你和同伴驾驶汽车行驶在婉 
蜒崎埘的沙石公路 h . 汽车的 速度计能够使 
用，但是里程表（里程计数器）损坏，为 r 计 
算这条特殊公路伸越的长度，你每隔10秒 M 
录一次车速，结果显示在附表中.用两种速度 
值估计这段公路的 长度： 

( a | 左端点的速度值； （ b ) 右端点的速 度值- 


时间 

(3) 

速度 
(转换成 

(30 mi / h -44 ft / i ) 

时问 

速度 

(转换成 ftA) 

(30 mi/h =44 fL/iO 

0 

0 

70 

15 

10 

44 

80 

22 

20 

15 

90 

100 

35 

30 

35 

44 

40 

30 

110 


50 

4+ 

120 

35 

60 

35 
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由速度觳搛求 M 离附表给出一辆 N 式赛十在 
36杪（10/1000小时）内由0加速到142 m 〖/ h 的 
速度数据. 


时 ㈣ ⑴ 

速度< mi / h ) 

时闸（^) 

速度 （ rm / h } 

0.0 

0 

0,006 

1 16 

0.001 

40 

0. 00? 

125 

0.002 

62 

0. 008 

1.12 

0-003 

82 

0.009 

H 7 

0.004 

96 

0.010 

142 

0.005 

108 




mi/h 



( a ) 利用矩形估叶汽车在其达到142 im / h 这36 
秒时间内行驶多少里程. 

( b } 汽孪大约经过多少秒达到这段路程的 屮点？ 
那时的笮速大约是多少？ 

13. 受空气阻力的自由落体物体从直升机 上垂茛 
厂落< 物体下落速度越来越快.但是由 T 空气 

阻力，它的加速度（速度的变化率）随时 N >_ 
降 - 加速度用 n / J 度里，并且记录下落后5秒 
内每秒的加速度 如下： 

^ I 0 1 2 3 4 5 

a | 32.00 ― 19.41 — 1L77 —7?14 4. 33 2, 63 

(幻求【=5时速度的上和估计. 

( b ) ^ ( =5 时速度 的下和估汁. 

(幻求 （ =3时物体 卜落距 离的上和估比 

14. 抛射体移动的距离物体从海平面上以 400 ft/ S 
的初速度垂直向上抛射. 

(»} 牾定重力是作用于物体的唯，外力，对于 
物体经过5秒后的速度给出一个匕和估计. 
对于重力加速度使用尽= 32 ft / 乂 


28 / 


{ b } 对 尸 物体在 5 秒 h 达到的岛度求 f ■卜 fIJ 
怙 ih 

frvjgg 15-18 fp , 利坩有限和佔汁函数/作给 
定 K 间上的平均值 + 通过把 IX 间划分为长度相等的 
4 个子区间并 fli 卜算/在子 K 间中点的值. 

IS ./ U ) 在 [0, 2：1, 

Ax ) =1/T, 4〔1，9U:. 

17. f ( t ) 1/2) 在 ：0, 2] 上. 



o ] i 2 


18./(O = 】 -( 咖乎广在 [0, 4] Iv 



19 .海水污染石油从海失事的油轮中泄漏-由 
T 表记录的石油在每小时增加的泄漏量，表明 
油轮的损坏在加剧 T 


时间 < h ) ' 

0 

12 3 4 

泄漏 （ j ^ h ) ! 

50 

70 97 U 6 190 

时间 I 

5 

6 ? a 

泄 

265 

369 5 L 6 720 


(幻对5小时后石油泄澜的总量给出一 个七和 
估计和卜和估计. 

对8小时后石油泄漏的总童重复作 （ a ) 中的 
估计. 

U) 在前8小时后 T 油轮继续以720 gfli/h 的速 
率泄漏_如杲油轮最仞装载25 000加仑石 
油，在 ft 坏情况下石油全部漏完大约要经历 
多少小时，在最佳情况下要经历多少小时。 
20. 空气污染一 座发电厂通过燃烧石油发电.燃 
烧过程中产生的污染物经过烟囱的过滤器排放 
到空气中 . 随着时间的 推移， 过滤器的效率下 
降+ Iftl 在最终当排放的污梁物超过 N 家标准时 
必须更換.在每个月底进行 测量， 由此确定污 
染物向大气排放的速串其记录 如下： 
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月份 


2 n 

3/1 

4月 

TFT 

6 ；] 

»染物排放 
速_(吨^大） 

0. 20 

a 25 

0. 27 

0, M 

0. 45 

0, 52 

刀份 

7月 

8；] 

9>] 

J0^" 

"Hjr 

12 fl 

污染物排放 
速申（吨/大 ）1 

0. 63 

0. 70 

as] 

0. 85 

0. 89 

0 95 


( a ) 假设按 30： CU 算， 并旦新过迪器每 
人仅允许棑放 a 奶吨污染物.对到6月底 
排放的污染物的总吨数给出一个上和估汁. 
其 卜和估汁是 多少？ 

( b | 在婊佔情况下，排放到大气中的污染物的 
总吨数大约到什么时候将达到] 25吨？ 

21- -个正《边形内接于半径为1 的阓的 T 计算对 
丁 •卜列〃值的多边形的面积： 

正方形）. 

( b ) n =8 (S 边形）. 

( c ) n = 

{(1)把(4), ( b )，（ c ) 中的面积同圆圊积作比较. 
21^ (钵巧趙 21) 

(幻在半径为1的圆内内接一个正 a 边形，计 

5.2 有限和的 I ：记号和极限 


第5章 


算通过对多边形顶点引出半径形成的/»个仝等 
”角形之一的面积. 

( b ) 〖卜算这个内接多边形的面积气 „ — * 时的 
极限 . 

IO 对 T 半径为 r 的圆重复 < a > 和 ( h ) 的什算. 

计算机探究 

在^助23〜26中，用一件汁算机代数系 
统）执行 h 列处理步骤： 

U ) 绘制函败在给定区间上的阐形. 

(*>| 把区间 细分成 n = 100, 200和1000个长度 
相等的间，并 ft 求函数在每个子 K 间 
中点的值. 

( c ) 计算在 < b > 中产 生的函 数值的 f - 均值 T 

( d ! 对于 n = l ( XM ) 的划分，利用在 （ r ) 中汁箅的 
f 均值从方程 / U )=( 平均值）求解 t 

23. /( j ) =sin j ：. 在 [ D , tt ]_ L . 

24. /( jt ) = sun 3 i , 在 [0. tt ]_ L . 

2 5 . /{ x ) - a ; sin 在[子 ， Tijili 

26. /( j ) -x ^ in 1 ~^~ r 在 [ I , tt ] 上 i 


在 5.1 节中用有限和作估计时，我们遇到带有许多项（例如表 5.1 中多达1000项）的氺和. 
在这一节介绍一种很方便的记号，用于表示包含大量项数的求和.在描述记号并且介绍它的若 
干性质之后，考察有限和逼近当项败趋近无穷大时出现的情况. 

5. 2.1 有限和与5：记号 

S 记号使我们能够把许多项的和写成紧凑形式 

Z a * = a, + w … +a n „ +a n 

希腊字母 S (第18个希腊字母的大写，对应于英语字母⑺代表"求和' 求和下标 A 指示求和的 
首项 <在1 记号下方的数字）和末项（在5：记号上方的数字）.可以用任何字母表示下标，但是习 
惯上常用小写字母〖， 

卜标 A 在炎=^1终|]~. 

〆 

n 

■ id 号 V 1 a . 

(第 is 个芾腊 T 母的大写 ）^ la k 〜 

^\ &是第*项的公式 

*= 1 

' 下坏*从1汗始 

这样，我们可以写出 

I 2 + 2 2 + 3 2 +4 1 + 5 : +6 1 + 7 : + 8 2 + 9 J + 10 s + II 2 ^ Y i : 


和 


f ⑴ +/(2) +/(3)十…^/(100) = J^/(i) 
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例1 



釅开和.对每个 tfU 写出项 

和的 


b 

“2+3 +“5 

i 5 


i ; 卜"、 


-1+2^3 

= -2 

A -；-, 

丄 + 丄 

1+12 + 1 

1 2 

丁 + _厂 = 

7 

V 


4 a 5 3 

4-1 + 5 -1 

16 35 

3 + 4 ■ 

139 


求和的下限不是必须取1;它可以是仵何整数. 

例2用 E 记号表示和式1 +3+ S +7+9, 

解产生和式中各项的公式随求和的下限改变，但是产生的各项应保持相同.通常.最简单 
的 F 限 M 从 A =0 或者4 = 1扑始. 


从 k 

= 0 开姶： 

1+3+5+7+9: 

=^ (2 i + 1) 

从々 

= ( 汗始： 

1+3 十 5+7+9: 

=^ (2k - 1) 

从 A 

= 2 开始： 

J +3+5+7+9 = 

=1^(2* -3) 

ikk 

= -3 开始： 

r + 3+ 5+ 7+9 

= 大 <2“7> 






这种形式的和时，可以軍新排列它的项， — 

名（ “4 2 ) = (1 +1” + {2 +2 : ) + (3 +3 : ) 

= (| +2 +3) + (1 : +2W) ( 重新组合项） 

= tk 1 

这说明一条求有限和的一般法 则 ： u 1：， 

S O- + M = Z a * + X \ 

下面给出 4 条这样的法则.它们的 1 法确性证明可以 ‘ 鳥数学 ! 法给出（参见附录 A. 2) 


有隈和的代数运算法則 

(1) 和法則 

(21 差法則 

(3) 常教倍法则 

(4) 常数值法則 


g («i + 6J = X a * + Z b k 

名(… -\ ) = S a * - S 

Jij ea i " c ' (任意数 c > 

gc = n. c ( c 是任意常数值） 
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例3 

(a) (差法则 M 常数倍法则） 

( b ) ^ { - « t ) = ^ ( - 1 ) * - 1 ♦ ^ = - ^ ( 常数倍法则） 

(cl g ( h 4) =心 + ^4 (和法则） 

' -(1 +2 +3) + (3 _4) (常数值法则） 

= 6 + 12 = 18. 

< d ) y *■ = n - 1 - = 1. (常数價法则， i / nM 常数） ■ 

fft n ^ 

人们在过去许多年发现 r 有限和求值的各种公式-这 

- 些公式中最著名的当推求前 n 个整数和的公式（据说这个公 

卡尔 ■ 弗里德里希_高斯 式是高斯在8岁时发现的），以及前 n 个整数的平//和与 

(Carl Friedrich Gauss, 1777—1855 ) 方和的公式， 

例4 证明前《个整数的和为 
解这个公式表明前4个整数的和为= 10. 

这个预计由加法证实是正 确的： 

1 + 2+ 3+ 4 = 10 

为了证明公式在一般情况下成立，我们两次写出和式的&项，第一次向前求和 T 第二次向后 
求和： 

I + 2 + 3 + …+ n 

n + (n - 1 ) + ( « - 2 ) + -■ + 1 

把第1列的两项相加，得到丨 +"=« + !■ N 样，把第2列的两项相加，得到 2 + U - l ) =n +1. 
显然，任何一列的两项之和都是 "+1. 当把每列等于 n + 1的 n 个列加在一起时，得到总数 
+ 由于这是所求和的2倍，所以前《个整数的和等于 nU +1)/2, ■ 

前 n 个整数的平方和与立方和的公式用数学归纳法证明（参见附录 A . 2). 我们把这两个公式 
写在下面. 


前《个整数的平方和 + + 1) 6 (2n+1) 

前《个整数的立方和 Z * 3 = ( n(n / lj ) J 


5.2,2 有限和的极限 

在 5.1 节考察的有限和逼近，随着项数增加及子区间宽度（长度）变窄而越发稍确.下面的 
例子说明.当子区间的宽度趋近零及子区间数 S 增加到无穷大时如何计算有限和的极限值 • 

例5对于处在区间[0， 1] 上函数 y = l 图形下方和 * 轴上方的区域》的面积，利用宽度 
趋近零和个数趋近无穷大的等宽矩形的下和逼近求极限值（参见图 5. 

解 使用宽度 h = -0)/ nW n 个等宽矩形计算下和逼近，然后考察当"一~时产生的结 

果.从把区间[0, 1] 细分成 n 个宽度相等的子区间 
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汗始. 铒个子 Kfa ] 的宽度为 l / n . 闲数 y = 1在[(】. l ] h . 是减泊数，它 ft 每个 + KNJ : 的 M 
小值, T , 现作右端点.所以，下和通近由子 KlW :( t -]) A !， i / nl 上离度为 / u / n > =1 -( i / w : 的 
耶些矩形的面积 构成： 

41)( 讣狼卜… e ) (去） 

用表冶这个和; NI . 化简， 

“♦)({)= 卽-(的(+)=客(：-::） 

ms (删） 


-■ 1 ,-hp (常顏酬純数倍法则） 

=1 - (士 ) ( n ) u + y-— + n (前"个整数的平方和） 


2 n ' 4- 3n 2 + n 
6^ 


(展汗分 


我们获得丫对 f 任何 n 成立的下和表达式.取这个表达式丐 《- 
数 n 增大和子度间宽度趋近零时，这个下和 收敛： 

.. / * 2n^ + + n\ , 2 2 


■时的极限. + 


这个下和逼近收敛于 2/3. 用同样的计算证明.上和逼近也收敛于 2/3( 见习题 35). 任何有 
限和逼近在 5. I 节小结指出的意义下也收敛于同一个值.这是因为，可以证明任何有限和逼近被 
限制在下和逼近与上和逼近之间.基于这个理由，导致把 K 域 / f 的面积定义为这个极限值 .ft 
5.3 竹我们在一般条件下 i 寸论这神有限和逼近的极限. ■ 

人物传 i 己 5 - 2 ' 3 

- 有限和逼近的极限理论是由德国数学家伯恩 

格奥尔格.弗里德里希.伯恩哈德•黎曼 哈德. 黎曼创立的.现在我们引人黎曼和的概 

( r ,™ r K KiWrirh Bernhard Riemarm, 1826-1866) 念，这是在下一节要讨论的定积分理论的基础. 

讨论从定义在闭 K 间 [a , M 上的任意函数/ 
开始.像图 5 .8显示的函数/,可能取负值也可能取正值.我们把区间 [«>] 细分成若 T- 子 K 间，对 
它们不必取相同的宽度（或长度），并且用 5. I节同样的方法建立有限和通近的和式.为此，在 0 和 
A 之间选取 rt-1 个点 U,, …， ，丨且 满足 

a <x { < x 2 < <x n _^ < b 

为 r 保持记号一致，用&表示《和、表示夂所以 
a = % < h 〜 … < x n = b 

集合 P = i ： c 【" U ; ， 称为区间 

的一个划分. 

划分 P 把分成 n 个闭子区间 

[ ^0 .工 2] - ■■■-[**-■ ] 

这些子区间的第1个是[%， 1], 第2个是 [', 
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^].邮对1 AU 之间的某个幣数 A , 第 A 个子区间玷、 

rl*：N , 

- -I I- ^ - _._ 1 » 丨 I - ^~I - h—' 

心 ° T l … l * ) 、 l 、 r b 

第 ■ 个+[:<间|>„. *,] 的宽度用 Ai, 表小 ，第2个 + K 问[\， 》,] 的宽度用表术■第 i 
个子 KN 的宽度为 - i t r 如果所心 •”个 : TKM 的宽度相等.那么它(|'1的共 M 宽度 it ■等 
于 （ 6 - u ) /n+ 


卜 ~ | h —— *11 —一 ■) 


r " T a 'I r ： … - [ * I *i ... \ I ^ - * 

在每个子 K 间内选择某个点.第 i 个子 K 间 [>,_,, 内点称为 tv 然轴个子 K 「 h ] 
上竖放一个垂直的矩形，从*轴伸延到 「》1 曲线在点 U t , /(〜）） 接触.这些8_:形可 能位子 -v 
轴的上方或下方（取决于 / U ,) 取正值 还是& 值），或者 '1/(*,) =0时矩形落作:轴上 （ 阽 
图 5. 9). 



图 5. 9用矩形通近函数?-/(*)的图形同I轴之间的区域 


在每个子区间上建立乘积 /(&)•△*,. 这个乘积以 /( Cl ) 的符号为转移可以是正数或负数， 
自然也可以为零.当 /(c t ) >0时.乘积 /( Cl ) - 是高度 /( Cl ) 和宽度的矩形的面积.当 
/( Ct )<0 时，乘积为负数，是宽度从 I轴下降至负数 /(c t ) 的矩形面积的负值. 
最后，对所有这些乘积求和，得到 


5 P = 

#S P 称为/在区间 [ fl ,A] 上的黎曼和.存在许许多多这样的和，它们依赖于对划分 P 的选择 
以及在子区间中对点 c t 的选择. 

在例5中，所有子区间具有相等的宽度!^=1/1只要增加子 K 间的数量\就能使它们 
的宽度减小.当划分的子区间具有不同的宽度时，可以通过控制最宽的（最长的）子区间宽度 
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保证所间都是很小的‘我们把划分 P 的范數定 X 为所有子 K 问宽度中的最大宽度 ，汜 
为 II 户 II .如果 II P |丨是-.个很小的数，那么划分 P 中的所打 - fK 间的宽度都 飪很 小的 . >'rfif tj 
察一个涉及这些概念的例子. 

例6集合户=10, 0.2, 0.6, I . 1.5, 21足 K 间「0. 2] 的.个划分. P 心 .5 个 + KN : 

[0,0. 2] ,[0.2,0.6] ,[0.6.1 ],[ I ,1, 5],[ 1.5,2] 


卜 △.<■ I —I* -- i [ : -1-- - i-r.i - ■f - i.ij ---|- -i t. 



这些子 区间的 长度为 it , =0.2, =0.4, A *, =0.4, =0. 5. 最长子 WN 的长度是 0. 5, 所 

以划分的范数为 || P || =0.5. 在本例中有两个子 K 间具有这个长度， B 

同闭区间 [ n ,/ i ] 的一 个划分相关的任何黎曼和，定义一个矩形集合.它们通近介于连续函数 
/的®形和*轴之间的区域.正如从® 5. 10得到的启水，当划分的范数趋近芩时，导致矩形集合 
以递增的精度通近这个 K 域.在下一节将会看到.加果/是闭 K 间 [ a , M 上的连续函数，耶么. 
无论怎样选择划分及其子 K 间中的点 ( .. t 来构造黎曼和.匀由划分的范数控制的子 K 间宽度 e 近 
零时，它趋近一个极限值. 


^ 5 - 10 囹 5. 9的曲线和用 [ a , i ] 的更细划分建立的矩形集合：划分越细.各个 
矩形的底边越小，它们以通增的精度逼近/的闬形和*轴之间的 K 域 




习题匕2 


在4题1 

中，把和式写成不用 s 记号的形 

式.然后计箅它们的值. 


4宁. 

3. ^ C09 ^TT. 

3 

4. ain kTT. 

s 4(- "*， 

n 子. 6. g ( - 1 ) *coa Air 


7. 下列哪个1记法表示1+2+4+8+16+32? 

iwi， 1 . (b) \2\ 

» = * t^Q * T ^| 

^ 下列哪个 Ei 己法表示 1-2+4-8+16-32? 

* 5 

(«)^(-2)*-, (b| ^( - 1)*2*. 


( c ) X < _ 1广'2…. 

9. 下列@个算式同另外两个苒式是不等价的 

⑷ i ： 错 

10- 囑个下列算式同另外两个算式是不等价的？ 

- I ) 2 , + 

⑷ * 

在习题 n ~ is 中，用 s 记法表示和式.答案 
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的形式将取决干你对求和下限的选杼 . 

11. 1+2 +3 + 4+ 5+ 6. 

12. 1 + 4+ 9 + 16. 

13 . mn 

14i 2+4+6+8 + IOh 

,, 1 2 .1 4 5 

16 - ' 7 + y" 5 + 5 _ v 

17. 假设及 $6, = 6■ 求卜 _ 列和式 的值： 

，b) |i 6' 

(c) ^(o, 

(e| ‘ -2 (ll ), 

18 . §! 设言 

(a}^8 Sl . (b)g2506,. 

(cl 名 ( ni+ l). (<1)^(4,-1). 

在 4 题 19 ~ 28 中 .计算和式 的值. 

19. (a) (b) M 

20 . I») I； 4 - H>) (c) 

»-p^ u) - 2z i ^ 


a , =0 及 = L 求下列和式的值： 


+ K ) ( d ) Y {fli - h k ). 


23. ^(3 - k l ). 24 , 

25, + 5). 26. 

- .12 + , _ ，屮,毎 个闲软 /'U) ft 给定 K 
N I: 的 ra©. 把 KN 划分成 4 个的 f \< M - 

然 Vift W 形屮添加 M 黎曼和 $ /(<•, 相联系的 
矩形 的草用 ，假设 ri M 第个 +K 间的 （a| 左端点 . 
(b) 心-端点 .U1 中点.（对毎个矩形®合分别 mfli 

) 

2»./(x) = ! ： - ].；0,21. 

30. / U ) = -* : ,[0,1 ]. 

31. f(x) = sin i,[ - h,tt]. 

32. f{x) = sin x + 1 , [- iT*ir J. 

33. 求埘分 P 二 i(M.2,].5 t 2J.2,6.3 的范数. 

34* 求划分户 =I - 2, - 16. - O^.O.O. 8 J m 

范数. 



在习越 35 ~ 40 中，对丁闲数 /U) 通过把 [O] 
[a.ij 划分成个长度相等的 f- 冈间获得求 l . m ) 
公式. 然只取这砰和与 n — * 时的极限， H 拜 Kfnl 
[«,6] |.曲线下方 K 域的面积+ 

35-/U) =〖 -/. 在区间 ：(U] 上. 

36. /(a) = 在区间上 . 

37. f(x) = + 1 + 在 1< 间 [0,3: | - 

38. f(x) = 3*\ 在区间 [0 ， 1] 卜」 

39* fix) = x 在区间 [(M: !：. 

40./U) = 3_t +2 /, 在 [< 间 [CM _: 卜 


5. 3 定积分 

对于定义在闭区间 [(*>] 上的函数，在 5.2 节利用具有相同宽度（或长 度 ） U - a )/« 的 " 个 
+区问，考察了有限和的极限.在这一节.我们考虑更为-般的黎曼和在「〜 6] 的划分的范数赶 
近零时的极限.对于一般的黎曼和，无需要求划分的子区间宽度是相等的.这样，黎曼和的极限 
过程导致闭 K 间 [ a , A ] 上函数 /<*) 的定积分定义 ■ 

5.3,1 黎曼和的极限 

定积分的定义建立在这样的思想基础上.对 f 某些函数而言，当区间 [〜£>] 的划分的范数趋 
近零时，相应黎曼和的值趋近某个一个极限值我们用这种收敛槪念表明.只要划分的范数充 
分小（所以它的全部+区间具有足够小的宽度）.黎曼和将趋近这个数我们引进符号 c 作为指 
示黎曼和同/必须如何接近的小正数.同时引进符号5作为指示划分的范数必须如何小才能使黎 
曼和收敛的第二个小正数.下面给出定积分的确切定义. 
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1 定义令 /(*) 是定义作闭1>£间 [ a ,A] 上的函数，称数/是/在[«彳]上的定积分，以及 /M 
黎曼和 g/U,)Av t 的极限，是措满足下述条件： 

给定任意数存在一个相应的数5>0,使得对十 「U,A ] 的每个 || P|| <<S 的划分 | 
^ - t ^ , X n \ ,以及在 h ] 中选取的任意 C A t 不等式 

| 客 ‘ - / | < f I 

成立. __ 

莱布尼茨为定积分引进- 种记紗 ，捕捉定积分作为黎曼和极限的结构.他想象定积分是朽限 


和 g/(〜）&, 变成函数值 /u) 乘“无穷小”子 k 间宽度 d* 的无限和.求和符号 z 在极限情况 r 用 
积分符号 | 代替，它的来源是字母泌数值 /( c ,) 用 s 数值 /u) 的连续选择代替.子区间宽度 
Aa t 变成微分如.这就仿佛我们是在求 /(*> • 如形式的乘积当 * 由 a 变化到 A 时的全部和.尽管这个 
记号捕捉一个积分的创建过程，但是黎曼和的定义才给出定积分的确切含义. 

5.3.2 定积分的记号和存在性 

在定积分的定义中，表示数/的符号是 

(fix) Ax 

读作、 的函数/如从《到的积分”，有时也读成、的函数/关于*从 0 到 A 的积分' 枳分符 
号中的各个组成部分也有它们的名称： 


/ 0 )dx 


it 算积分值 
st 求得积分 


与积分定义的条件满足时，就说/在[«, 6 ]上的黎曼和收敛于定积分/= 和/在 

[aj] 上是可积的.对于范数趋近零的划分 P 有许多选择，对于每个划分的点 Ci 也有多种选择. 
无论作什么样的选择.当我们总是得到相同的极限/时，存在定 积分. 如果极限存在，把它写成 
定积分 

/(c t )A*, = , = ^/{x)Ax 

当每个划分具有 n 个相等的子区间时，每个 子区间 的宽度 A*= U- a )/ n , 也写成 

在划分的范数趋近零和子区间数目趋近无穷大时，任何黎曼和总是取得极限. 

函数在任何特定区间上的定积分的值取决于函数本身，同选择什么字母代表它的 S 变量无 
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兑 如果 决定⑴ z 成 卉〃 代衿 ^ 就把枳分 U 成 

⑴山成 f j\ u ) t hs [rti 小 ffj fj\x)<\x 

无沦怎样 15V 枳分，它总 M 定义为黎铋和的极限的 M 个数.由十选出什么7岵记尤又紧及的， 

我们把枳分变 W 称为虚变置 + 

由卜仵取黎诠和的极限中饤宥如此多的选抒，要讪明 存仵这 样一个极限似 f ■坫很困咿的 t 
然叫， 钴沦足 尤沦 作出仆 么样的选杼， M 连续函教联系的黎攰和收敛于 M -个极限. 


定理 1( 定积分存在定理）连续嘁数 的. 就足说，加果闲数/仵 KN ^. k 上记连 
I 续的，那么它上的定枳分存在. 

按照极值定理( 4 .1节定现为连续闲数时，可以选择 q 使 /(<：,) 取 I. 的 
最大值，给出一个上和，可以选择 q 使/(~)取/在[~ ,,\1上的 M 小值，给出一 tF 和1 nUU 
挑选的中点、右端点 h 或荇某个随机点作为 q. 可以取相等宽度或者可变宽度的划 

分.我们在每一种情形得到 g /( q ) A ^ 当 IfPII …0时的同一个极限.定理 t 中隐含的思想是 M 划 
分联系的黎曼和既不大十划分的上和，也不小于划分的下和.〖:和与下和4 II ^11 — 0时收敛于 N — 
个极限.所冇其他的黎曼和介 f 上和5下和之间 Jl fi 取柑 M 的极限.定理1的证明涉及遵循这种恩想 
竹闲数、划分以及极限进行细致分析.定珲留待高等微枳分教程证明.习题80和81给岀这种证明的 
指不. 

关于如何计算定积分，定理1没有作出任 K 说明.在 5.4 节将通过定积分 M 求反导数过稈的 
联系建立 种计算 方法. 

5.3.3 可积函数与不可积函数 

定理1向我们表明， KN 〔 a ，6] 上的连续函数在卜_是可积的-北连续闲数可能足可枳 
的，也可能是不可积的.可积的非连续函数包括上的增函数.以及分段连续函数（在本赍 
后面补充和提高习题丨1 〜 18中定义）.（分段连续函数在 K 间 [ aj ] 内除开冇限个点外是连续 
的. ） 缺乏可积性的闲数必定是极端不连续的，以致介于病数图形同 X 轴之间的 K 域不能用逐渐增 
加的小矩铟的而积之和逼近.下面举出一个不可积函数的例子. 

例1函数 

/ u ) ql ， h 为有理数 
10,若 X 为无理数 

在 K 间[0， I ]上不存在黎曼积分.支持这个结论的根据是这样一个事实，在任何两个数之间 M 
时存在有理数和无理数*因此，这个函数在[0, 1] 上急剧地上下跳变，以致对于它的囹形之下 
和 X 轴之上的区域不能用矩形集合逼近，无论矩形的宽度多么小.事实上，我们证明上和逼近与 
下和逼近收敛于不同的极限值. 

如果选择区间 [0,1] 的一个划分/ \ 并且挑选 G 为/在上取最大值的点 ， 那么对应 
的黎曼和是 

"= = 名⑴ iU, = 1 

这是因为毎个子区间 hi 都含有有理数 C,， 在其上 /( q )= l . 注意.划分中的子区间氏度之和 
为1，即 $ Av t = 1.所以每个这样的黎曼和等于〗，而使用这种选择的黎曼和的极限等于 I . 




积分法 291 


->> -方而，如果挑选为/在1上取煅小值的点，那么黎曼和是 
L = /( p . )^*1 = ^ ( O ) Ai , = 0 

这逛 由于毎个子区间都含有无理数在其上 /( r k >=0. 使用这种选择的黎曼和的极限 
等于零. 

既然黎曼和的极限依赖于对 (:，的 选择，所以函数/是不可积的. ■ 

5.3.4 定积分的性质 

作把定义成和式的极限时,我们是从左乍 A 移动经过 K 间的.如 

果改为从心辛:左移动 .从〜 = 6汗哈到_、= «结束.那么会有什么结果?这时，黎曼和屮的每个 
将改变其符因为七- * t _, 现在为负数面 tiJ.: 数. Cl .:每 t 子 Kfu| 内采用 [BI 样的选择，任何黎曼和 
将改变符 C ，从 Ifif 改变作为黎曼和极限的积分 £/( a ) 心的符I.由千在前面没冇说 明反向 机分的含 
义，由此引出定义 

£/U) ( b = - |/(x)d J 

枳分的另外一个扩展是当时在宽度为零的 [=<_； 间上的积分.由于在 K 间宽度 
Av t =0 时为我们定义 

= 0 

下面的定理2说明积分的 7 种性质 t 其中包括前面讨论的两种性质，把它们作为枳分遵循的 
法则给出.这些法则在计算积分的过程中是非常有用的.为了简化计算我们将要反复引用它们. 

法则（ 2 )至法则 C7) 带有显示在图 5. II中的几何解释‘图中的那些忒数是正值函数，仴是法 
则适用于一般的可积函数. 


[ 定理 2 当/ 和？ 是可积函数时，定积分 遵守表 5+3中的法 （1) 至法则 （7). 

表 S . 3 定积分遽守的法則 

积分法蒯 

公式 

(1) 积分项序 

L 定义） 

{2) 零 宽度区问积分 

= 0 (也是 定义） 

(3 丨常教诘积分 

^kJi^Ax =kff(x)6x U 是任意数） 



(4) 和与差积分 

±^(j))dj = |V(i)cli ± j 4 g(x}dx 

(5) 积分的 T 加性 

£/( x ) d * + 

[6] 枳分的最大值-最小值不等式 

若 / 在; >.6] 上有最大值 max / 和最小值 min /, 別 


min /* ( 6 - a ) ^ ^J\x)6x ^ (b -a) 

(7) 忧势相分 

在 [ a，6] 上/ 


在 [a,6] 上 / U ) 苫 Os jV (幻 L 邊 0 (特例） 






ms . 11 表 5 .3 中法则 （ 2 ) -(7) 的 fl 何解释 


表 5.3 中的法则 （1) 和 （2) 是积分的定义，至干法则 （3) 至法则（7> 则是 必须址 明的.下面给 
出这些法则之一的证明.对于表中的其他法则可以给出类似的证明. 

法则（<0的证明 法则 （ eo 说明/在 [ a ,6] 上的积分不会小于/的最小值冋区间长度的乘积， 
同时不会大于/的最大值同 K 间长度的乘积.原因在于，对于区间 [0,6] 的每一种划分以及对于 
点<：, 的每一 个选择，有 

min / ■ (b - a) = min/- 名 私 | ^ Ai, = i - a J 
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=^ min / ■ (常数估法则） 

( ^ /( c t ) ( min/^/CcJ ) 

( ^ max / * ^ x i (/( c k ) ^ max /) 


= max /- ^ (常数倍 法则〉 

=max f * {b - a ) 

总之， / 在 [ aj ] 上的所有黎曼和满足不等式 

min f • (b - a ) 矣 ^ /( c i ) Ax k ^ max / ' {h - a ) 

因此，作为它们的极限的积分也满足同样等式. ■ 

例 2假设 

f f ( x)dx = 5, J /(*) d * = -2, = 7 

那么有 

il ) = - j /( x ) d * =-(-2) =2. (法则 （1)) 

{2} f [2/( x ) +3 h ( x )]^ = 2 f /(*) d * +3 (法则 （3) 和 （4)) 

= 2(5) + 3(7) = 31. 

(3} ( f { x)Ax = ( f { x)dx ^ f /{ x)dx = 5 + (-2) =3. (法则 (5)) ■ 

例 3 证明 j ^/1 + ：* di 的值小于或者等十及. 

解定积分的最大值-最小值不等式（法则 （ 6 ) > 说明 ， min / ■ ( 6 - a ) 是 £/( * ) d * 的积分值的 
—个下界，而 maic /‘ （A - a ) 是一个上界. /I + r 0 SI 在 [0,1] 上的最大值是 v / TTT =及，所以 
J 1 yi + cosid* S • (t -0) = J2 ■ 

5.3.5 非负函数图形下方的面积 

对于以曲线为边界的区域，我们吸取用越来越多的矩形暹近一个区域的思想，使区域面积 
的概念精确化.非负连续函数图形下方的面积用一个定积分定义. 


定义如果， 广 / U ) 是闭 K 间[«,6]上的非负可积函数，那么 [ a ,*] 上曲线 J =/ M 下方 
的面积是/从 a 到6的积分 


A = f/(x)^ 


对于以任何连续函数的图形为边界的区域，我们首次有了对区域面积的严格定义.现在把 
这个定义应用到下面的简单例子计算直线下方的面枳，其中可以证实新的面积定义同以前的面 
枳概念是一致的. 

例 4 计算并且求区间[0彳]上在 y = * 之下的面积1其中 t > 0 - 




解文汴的 K 域足阐 5. 12所 示的： 角形，我们用两种方法计算它的面积 
( a ) 为了计算作为黎曼和的极限的定积分，对+范数 

趋近零的划分计算{二 g /( dM . 定理1表明，如何 
选择划分或者点 Q 是无关紧要的，只要范数趋近零.所釘 
选择都给出完全相同的极限.所以考虑把 KN [0, A ] 细分 
成 N 样宽度 (A -0 >/n =6/ ft 的 n 个子区间，并且在钟 
个子区间内选取右端点作为 k 划分是 

= 1 0 A 2* 5* ... 

I 1 n 1 ra ' rt ' n J 



c . 


所以 


: c*) Ax = 言 „ •士 (/( f^ k ) = ^i) 

^ kb 1 


二泣, (常数倍法则 ） 

- 7 - -~2 -' } (前"个整数之和） 

= ^(* + 1) 

当 n — «和 II P II - *0 时， 冇 端最后这个表达式具有极限 b-/ 2 . 因此， 

f 0 xdx = T 

( b ) 由于这个面积等于一个非负戒数的定积分，可以利用底宽为6和高为 v = A 的 ： .角形的面 
枳公式，快速推导出这个定 积分. 这个面积是 A = (l/ 2 )b -b = b 2 / 2 . 再次得到= fc : /2 的 
结论. ■ 

例4可以推广到 /(. 

其中0<(1<&: 


^在任何闭区间 ： a . t ] 上的枳分， 


dx = fx 6x + ( 法则 (5)) 

=-£ : t d ；*： + £* d* ( 法则 （ 1)) 
a ! b 1 


(例 4) 


最后，得到对于积分 /(*)=* 的下述 法则： 


jrtLc 



,• H “ ⑴： …… 

- - --- 1 罔 5. 13这个梯形区域的面积为 

这个计算公式给出图 5- 13所示梯形区域的 面积. 公式 （ 1 ) A=(^-o ')/2 
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和 A 为 fft 数財仍然成 t $</•<() 时，定扒分值跬-个负数，它记从 t 轴卜降 
到^线 >= a 的梯形而积的仇值. 'In <0和^{〕吋，公式 （】）M 样成定枳分给 出两个 ifii 枳之 
「 nl 的左，即 KN [ 0 1 W 之1 闹形 F 力的而 枳减 iK N 「 ^01 之下阁形上方的而积， 

卜而网个积分公式 W 以利用卜_]例4类似的黎锾和汁猝诎实（习题75和 76), 



5.3.6 再讨论连嫌函数的平均值 

d 1节我们 H : 形式地引人丫非负连续闲数 / A : K 間、 J ] 上的 f 均值， 导致把这个 T 均位 
定义成用 （/>-«) 除 r =/ U ) 阉形下方的而积.这1、结果用枳分 kid / 成 
平均值=& [ 

利川这个公式呵以给出 a 何连续函数（成者可微 闲数） 的 
平均值 的确切 定义，允论它们是止值闲数或负府闲数， 

或片菇 H 时取正值和负佰的闲数. 

另一方面，町以采用下面的推理过程.从〃爹数的 
算木 T 均值足这些数之和用〃相除的算木概念汗始.连 
绫闲数/在 [x: 间 [ a ,W 上能够取无穷多值，似足仍然可以 
按顺序对它们抽样，我们把 [a，6] 细分成《个宽度间为 
lx = ( b - a )/ n 的子区间，汴 FLft 每个子区问内的 - 1点 
S 汁算/的值（阽图 5. 〗4). n 个抽样值的平均值为 


=占4〜 h ， V ， 占) 



这个 f_ 均值是-用（/』-«)除/在.>，6]上的黎曼和得到的.当增加样本数量并且今划分的范数 
趋近零时，平均值趋近 £/ U)it. 两 种视点 都导致下述定义， 




解我们知道， fix ) = 作为一个函数，它的图形 m 5_ 15 /(l)= -2. : 

是半径为2以原点为圆心的上半 [M| (见图 5. 〗5 ). 上的平均值为^/以例5 ) 
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这个从 -2 到2的 r 轴与半阓之间的面积可以利用儿何公式计算 
面积= y • ■ nT i = ^ • tt (2) ! = 2 ir 
W 为 / 是非负涵数.这个面积也是函数/从-2到2的积 分值： 

广 /4-, ; ri , =2方 

W 此，/的甲均值为 

⑽= 2 TJ ~-2) f t ' A ~- xl = 4 (2ii) 

习题 5, 3 

ft-y«si -s 把极限表示成定积分. 

>■ 的划分. 

2. 其中 P 姑 [-1,0] 的 划分」 

其中 /* 射 -7 ,5 j 的划分. 

上‘，其中尸是 [ 1， 4] 的划分」 


其中尸是 LO , l ] 的划分. 
(wc f ‘） it , ,其中戶是 [- n /4,0] 的 

划分. 

^客 （ t a 。q ：! Ax ‘，其中 P 是 [ 0,甘/ 4 ] 的划分. 


9. 假定/和 < 是可积函数，井且 

^ f { x)Ax = -4, = 6, ^ g { x)Ax = % 

利用表 5. 3中的法则求 T 列积 分： 

(a) (b) 

(c) ^3/(*)^. (d) J^/(x)d.t. 

(el j^[/(i) 

(0 [4/(i) -g{x) ]di. 

10. 假定 / 和 A 是可积函数，并且 


19. f 11 I di. 

J/(x)dx = - 1, ^ S, j^(i)tLt=4 21. j' (2 -I i l)di. 

利用表 5. 3 中的法则求下列 积分： 在习甄23 ~ 26中，利用面积求积分, 

(a) -2/(^)^. (b) +/ ! ( I }]a I . 23. f^fdx, b>Q. 34. dv. 


(cl ([2/U) - JA(*)jdx (d) J^x),Lr. 

11 - 假定 f |/ U)dt =5 .求 " K 列 积分： 

(a] ^/(«)d U . {b} f t J3fU)dz. 

(c) f/iOdt. (d) /I ： ： (U. 

12 - 假定广 jf ( 0 d ( = J 2. 求 . K 列 积分； 

U} 九 1 g ⑴ d(. (b) f g(,i)6u. 

(c) f ^ - ]di. ( d ) ^^厂. 

13 - 假定/是可积函数，并且 f/U)i = 3,j/{z)rL- =7. 

求 f 列积分： ° ° 

(a) (b) f/(Od,. 

14- 假定 n II 可积函数，并 . oJ^WpOde = 0, 
/^(Odr = 6. 求下列 枳分： 

(a) j^ft(r)dr. (I»| - j\( u)d«. 

在 4 题〖5 - 22 中，画出被积涵数 的围形 ，并且 
利用面积求积分. 

16. - 2* 十 4) di . 

18. j° /16 - 

20. j ' (1 - liOAt . 

22. f (1 + 71 - i ; ) tk. 


15 - f,(f + 3 K 
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25* J tU, 0 <a <A. 26* J" 1 df, 0 < a< b. 

在>』题27 -38 中，利用公式（丨）- （3) 求枳分 r 
27 ， rb；. 28. ^ x <bt. 


fy ^ 


30. f^r dr 
32. 心 

34* 厂 Vdfr 

36. x dx. 

38. 


在心魎 39 ~ 50 中，利用表 5i 3 中的法则和公 
式（〖） ~ (3) 求积分 . 


39. J:7tU‘ 

41. ck. 

43, j^(2r - 3)df. 

M;(i + 舍卜 

47. j |3 u z dii . 




44. j^(£ -^)d(. 
46. j^(2i -3)di. 
48. | ： 24 u’(iu. 


49. £(3* ! +I -5)A*. SO. j*(V +i-5)ck. 

在习® 51 - 5 4 中，利用定积分求区间 [0,6] 上 
在给定曲线闲 * 轴之间的区域的面积. 

51. y - 3X 1 . 52. y - iri 2 . 


53. r = 2x. 54. y = -|- + 1. 

在习题 55 - 62 中，画出函数的图形，并且求函 
数在给定区间上的平均值 . 

55. f(x) = * 2 -1 在 [0, 占 ] 上 . 

56. f(x) =-<■ 在 [0,3] 上 . 

57. f(x) = - 3^ - 1 在 [0.1] 上 . 

58. fix) = 3* 3 -3 在 [0,1] 上 . 

59. /U) = (t - I) 1 在 [0,3] 上 . 

«•■/(<) = -< 在卜 2,1] 上 . 

61. =| 1 卜 1 在 （ a ) 卜 1,1], (1>1[ ： 1,3 ]和 
(« ： )[-1,3] 上 . 

62. h(x) = -I t 1 在 {a) [- 1,0], <b)[0 ， l ] 和 
⑷ [-1,1] 上. 

«3. 当 a 和取什么值时积分 


达到最大值？（提示：被积函在何处取正值 
64. 和取什么值时积分(达到最 
小妒 ' 

«. 利用最大值-最小值不等式求积分£ dx 

之值的 1:. 界和下界. 

66. ( «利用最大值 -* 小值+等式求积分 

之值的 I :界和『羿.对它们求和改进对积分 

{占也 

的估 ih 

67. i£m： 积分 /> inU 2 ) d * 的值不可能取2 

*8* 证明： 积分 ^■77^ 心的值介于 = 4 

J 之间， 

併，非负 值甬数 的轵分利用最大值-最小值不等式 
证明：苔/是口 f 积函数，则 

/( *) 〔/( jt ) dj ^ 0 

70. 非正價函數的积分 证明： 若/是可积函 
数 + 则 

/( x ) ^0, J /( *) di ^ 0 

71- 利用对于 f 身0成立的不等式求积分 
j sin I dx 

之值的一个上界 . 

72. 不等式概01 + f 在区间 (- 上成立 ■ 
利用这个不等式求积分 

j sec x 6x 

之值的 - 个下界 . 

73. 如果町⑺实际上是可积函数 /[ T ) 在区间 

上的标准取值，那么数奸 (/) 在 [ a j ] 上应具有 
与 / 相同的积分 . 是这样吗？就是说 ， 

= f/(x)dx 

成立吗？提出答案的理由- 

74. 如果在区间 [ a , A :_ h 的可积函数/ 和# 的平均值 
遵守下列法则，那将是美 妙的： 

(«)av(/ + ^) =av(/) +av(^). 
fbJav{^) 沿 if) ( 对任何数 A). 






杯分法 



82. 如果你以咒 mi/K 的平均速率航行150 mi, 然 
后在間样的】50 mi 航程上以50 mi/h 的速率返 
L«l- 你航行的平均速韦是 多少？ 提出答案的理 
由- (来沐 ： David R Pl^acher , The Matfwnvuicj 
r C rkr (《数学教师》 h 第 as 卷，第6期 . 445- 
446贞，1992年9月，） 

计算机探究 

加果你的 CAS (汁箅机代数系统）能够绘制同黎 
曼和相联系的矩肜集合， 请用 它刺出 ■^题 83〜88屮 

5-4 微积分基本定理 
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那黎曼和有关的收敛 rm 分的矩形在每题中 

使; UK 度相等的 d 10, 20. 50个子 

83. j ( I - j)(L( - -^- r 84* J ( j : + I )ilx = ^ . 

85, I rot* X dx = 0, 86. J s#t J j iU - 1. 

87, J ' I d 心 =】■ 

8 S - <U { 积分值约为 0.693). 

在中，种 LAS (计算机代数系 
统）执行 _ F 列处理 步骤： 

( a > 给制忒数在给定 KN 1-. 的 ffl 形. 

<0} 把 KM 划分成 n = 100. 200. 1000个长度 
相等的子 K 间，井 F 1 求函数 ft 毎个 f-KM 
中 A 的值. 

| c ) 计算 < b ) 中求出的函数值的平均值. 

( d > 利用在 < c ) 中对干 n =1000的) M 分算; i ! 的 
f - 均值，求_方程 /(*)=( 平均值）中的 
S 9,/( r 〕 = flin J 在 [0, TT] 上. 

90. /( d = 3 in : X 在 [0 t TT : il . 

91. /(J) sin 士在 [ttJ [, + 
ft2. /(x ) ， jc sin 1 + 在[子 > V] h 

9X/(x) =te T ft [0, 1] h - 
«-/(■*) w i3 在 [0, l:h 
牴 / U ) =^^ F [2, 5 J b 

他’⑴ /l - x 2 在卜 +] 上 


这一节介绍微积分基本定理，这是积分学的中心 定理. 它把积分法同微分法联系起来.使我们能 
够用被积函数的反导数求积分，而不必再像在 5. 3 节那 样通过取黎曼和的极限计算积分.莱布尼茨和 
牛顿揭示了这种联系，由此引发 r 数学的全面繁荣，从而促进了其后200余年间的科学技术革命. 
人物传 i 己 在这个过程中，我们介绍中值定理的积分形式，它是积分学中另 

- 外一个重要的定理，并且被用于证明微积分塞本定理. 

艾萨克.牛顿爵士 5. 4.1 定积分的中值定理 


(Sir Isaac Newton, 
1642—1727) 


在前面一节，我们把连续函数/在闭区间 [ flj ] 上的平均值定义为 
积分 pu ) 如 除以区间的宽度 （;>- a ). 定积分的中值定理断言，闲数/ 


在区间上必定至少取一次这个平均值. 


图1 16显示在匕间[«>]上定义的一个正连续函数） _=/(*) 的图形.中值定理从几何上说 
明，在中存在一个数 L 以函数的平均值 /( f ) 为高和 （6- a ) 为底的矩形的面枳恰好等于/ 
从 a 到 i 的图形下方 K 域的面积. 
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定理3 (定积分的中值定理）若/是区间上的连续函数，则在 [ 0 J ] 内的某个点 r , 

__ I 

证明如果在最大值-最小值不等式（表 5. 3法则 （6)) 用 （6- o > 相除，我们得到 

min / 5 ； ^— (t} dj max / 

由于 / 是连续的，连续函数的介值定理 U . 6 节） 说明/必须取介于 min /和 max /之 N 的毎个值. 
因此它必定在[«，/>]内的某个点 f 取值4/]/(*)心， ■ 

在这里/的连续性是重要前提.一个不连续的闲数可能永远不会等于它的平均值< 见图 5. 17). 



h - h I： -1 0 


图 5. 16在中值定理中， /(c) 的值在…定意义下是/在 [ a . m 5. 17 _连 续函数 不一定取它的平均值 

b ] 上的平 均商度 （或平均值）.当/务0时.矩形的 
面积等于/从 a 到6的 ffl 形下方区域的 囡积， BP 
f{c)(b - a) - 


例1证明：若/在0#6的区间 [ a ，6] 上连续，且 
= 0 

则在 [ a >] 内至少出现一次 /(*) =0. 

解/在[~6]上的平均值为 

av(/) = = "乂 -0=0 


由中值定理，/在某点取这个值. ■ 

5. 4. 2基本定理第1部分 

若/是在有限区间/上的可积函数，则从任何固定数《6 
/到另外一 个数* e /的 积分定义一个新函数 F ， 它在*的 
值为 

F(x) = J/(Od< (1) 

例如，如果/是非负函数， 并且* 位于 a 的右边，那么 fU ) 
是/图形下方从《到1的面积（见图 5. 18〉.变量 r 是一个积 
分的积分上限，然而 F (4 就像_个实变童的任何其他实值 



^1 ~ a x T 


图 5.18 当/是非负函数和 

时，由等式 （1) 定义的函 
数 FU) 给出/的阁形下 
方从 a 到*的面积 
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函数.对于每个输人 * 的值，有一个严格定义的输出数值，在这种情况下就是/从。到*的定 
积分. 

等式 （1) 给，屮，定义新函数的一种方法（参见5. 7 节），然 ffi 当前它的重要性还在于建立枳分和 
导数之间的联系.如果/是任意连续函数，那么基本定理断言尸是*的可微函数，它的导数就是 
/本身.在每个*值，它断定 


=/(*) 


为了 获得对这个结论为什么成立的某些见解，我们考察它隐含的几何意义. 
若 ftK 间 [«.(p] 上/5=0,则从导数的定义计算广 （*) 意 V 


味着取差商 


F(x +h) - F(x) 
h 

当0时的极限.对于 A>0, 差商的分子由两个面积相减 
得到，所以它是/的图形下方从 * 到 * +A 的面积（见 
图 5. 19). 如果 A 很小，可以从图 5. 19看出，这个面积近似 
等于高度为 /(*) 和宽度为的矩形的面积.就是说， 

F(x + A) - F(x) ^ hf(x) 

在这个近似近式的两瑞除以 A 并且令 A— 0,有理由预期 

r (s) = =/w 



ras . w 在等式 （ i ) 中，是 ; l 
左边 w 域的面积，间样 
厂 U + A ) 是 ; t + A 左边 K 
«的面积，于是差商 
近似等于 


这个结果即使在函数/不为正值时也是正确的，并且构成微 /(,), 即所示矩形的高度 

积分基本定理的第1部分. 


定理4 ( 微积分基本定理第1部分 I 若/是 K 间[«，6]上的连续函数.则 f (*) = 

在上是连续的，并且在 U ,6) 上是可徹的，而它的导数就是 /( t ), 即 j 

广 U) = ££/(*) 心 =/(-) (2) I 

在证明定理4 之前. 我们考 察几个 例子，以便对定理的论断有更好的认识. 

例 2 利用基本定理求 下列函 数的导数#: 

cU 

(*)y = prt" (k ( h)y = sin t dt. (c)y = cos £ dt, 

解 1 

U ) ^ = ^£cos ( a ( = cos ^ { 等式 (2) 取 /( f ) = cos z ). 

( b> £ = ^ntdt = sinr df ) (表 5.3 法则 (1)) 

= -去 sin 1 ^ 

=- 3 x sin x (等式 (2) 取 /( i ) = 3/ sin t ) 

积分上限不是^而是这使 7 成为两个函数 
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的复介 病数. w 此. 作求 办/心时必须应 m 链式法则： 

= f_|Lr ( dl \.* l - = = —)-2, = 2,, ： „^ ; ■ 

d« <1: V c!/i J ! / (J.r 

定理 4 的证明 Mi 和* + A 问 U 必）内时，卩[接对冰数 KiUV: 川孛数定义卟明坫本定 
i % 这意味矜 T J:li 趋商 


卜 (£ f ™ s,d, )-! 


并！1 证明 ， M i { a t A) 内的每个 r , 它在时的极限足数 / U ) 


" l ir J ? /, [/' fU )^ t-[fU 


=lim y J f ( t)dt (表 5. 3 法则 (5)) 

按 M 定积分中值定理.最后这个表达式在取极限之前的值是/在 K 间 （n +M 内的取之 
也就是说，对于这个 K 间内的某个数 c. 有 


当0时:1 + &趋近*，迫使 c 也 S 近 W 因为^■被限制在;^和東+^*之间）.由十/在 .r 是连续的， 
所以/(4趋近 /U): 

ljm /( r ) 二 f { x 、 (5) 

最后，我们有 

y ( x ) = lim -^ J ^ VcOd * - W ( c ) (等式 (4)) 

-/(*) (等式 （5)) 

如果:那么把式 （3) 的极限分别解释成用 A — 0‘或/ ■— 0的单侧 极限. 于是，由 3.1 
节的定理1证明， F 对于 [ a , A ] 的每个点是违续的.证明完毕. ■ 

5.4.3 基本定理第2部分（求值定理） 

现在转到微积分基本定理第2部分.这部分讨论如何求定积分的值而 不用汁 算黎曼和的扱 
限.我们采用的方法是求反导数，并且在积分的上限和下限汁算反导数的值. 


! 定理4 ( 续 ）（ 微积分基本定理第2部分）若函数/在区 N[ a ,H 的每个点是连续的，而， 
是/在 [a，6] 上的任意反导数，则有 

⑴ dx = F ( b ) - F ( a ) 

证明 基本定理第1部分表明/存在反导数，卸 

C (») = £/(Odf 

因此，如果 f 是/的任意反导数，那么对于 a <ic& 有 F ( x ) = G { x ) + C , C 是某个常数（根据 
4.2 节导数中值定理系 2). 由于 f 和 C 都是：上的连续函数，可以看出，通过取 
的单蒯极限，$： 1 =«和*=6时厂(；0 =G(*) +C 也成立. 

求 F(&) 的值，得到 





积分法 


303 


叩） - = [ 0 {b) + (：] - [ < ； [n) + (: \ = G{t>) - G(n) 

=- f/(t)i\s = f/(Odt -0 = (f(t ) 山 

定刑说明，对 f 1:的定枳分，我们需要做的全部丁 1作 k : 

(1>求/的反4数 

( 2 1 i 十算积分值 |/( j)dA = F ( b ) - F ( n ). 

^< nb ) 的常用记号是 

]〜nS [^(. r )]' 

厂包含一项时用前 种 表不，尸包含多项时川耵一种表尔， 

例3 


dr 


(b) 


dx . I 1 ‘ ‘ __ ] 

- —- = sin x = sin — 

■/r^p J o 2 

(C) 〈 ( 盖 . v .; _ !)dit = 卜 M - 2 In # J 




="8 - In 16] - [ 1 -01 = 7 - In 16. 

例 3 中采用的方法比川黎曼和计算容易得多. 

基本定理的结沦说明儿 件車： n ^, 等式 （2) ni 以改写成 

去 { /(t)< “ Z =f(x) 

这表示如果先对函数/积分，然后对结果微分，那么就回复到函数/其次，等式 
£ = f(x) - F(a) 


M 样表示，如果先对函数 F 微分，然后对结果积分，那么就 M 复到函数 F (相差一个积分常 
数）. A —定意义上，积分和微分的过程是彼此”逆转的 此外， 基本定理说明.每个连续函 

数/有一个反导数 y . 最后，它还说明，对尹每个连续函数/，微分方程普 =/U> 在在一个解 
(即任意函数 r = fU> +C). 

5.4.4 总面积 


黎曼和包含像/(〜>心这样的项，丐 /(O) 取正值时这种项给出一个矩形的面积，当 /(c t ) 取 
负值时，乘积 /( Cl )A t 为矩形面积的负值.当把一个负值函数的这种项相加，得到函数曲线同 r 
轴之间的面积的负值.然后，如果取绝对值，那么得到正确的正值面积. 

加果函数/同时取 .IT 值和负值，为了计算以函数？. =/(*) 的图形和*轴为界的 区域的 面枳. 
必须细心划分 [a.6] 的子区间，使函数在每个子区间上不改变符号.否则，带正负号的面积之间 
可能抵消，得到不正确的总面积.把 /(O 在每个子区间上不改变符号的定积分的绝对值相加， 
才能得到正确的总面积 ." 面枳"一闻以后用于指总面积. 

例4 图5.20显示函数/<：0 =如*在： （ =0和；（=21^之间的图形. 

{ a ) 计算 /U) 在区间 [0,2 W ] 上的定积分. 

( b ) 求在 [0.2 ir ] 上 /(*) 的图形和*轴之间的面积. 
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m / U ) 的定积分由 

j 2 sin x 6x = - cos x J = - [ tos 2ir - cos 0 ] 

给出.这个定积分为零.因为函数图形在1轴上方和下方 
这两部分的面积相瓦抵消. 

在 [0,2 m ] 上计算 /( 幻的图形和: c 轴之间的面积时，把 
心: C 的定义域分成 两段： 在区间[0, TT ] 上的面积为非负 
值，在区间 [ ir , 2仿]上的面积为非正值. 

j sin x di = - cos x J = - [ cos it - cos 0] 

=-[-1 - 1 ] =2 

j 2 nitl x dx = - cos x J = - [ cos 2 tt - cos it] 

= -[ 1 -(- 1 )] = - 2 

第二个积分给出负值，函数图形和 I 轴之间的面枳通过对 
绝对值相加 得到： 

面积 =12 1+1-2 1= 4 


[1 _ 



5. 20 在0矣：矣 2w v = sin r 和 ：r 
轴之间的总面积等于两个积分 
的绝对值之和<例 4) 


小结 

求区间 [a A] 上函数 y=/ (幻的图形和I轴之间的面积的步騸 如下： 
(1) 在/的零点把 [«A] 分成子区间 * 

【2)在每个子区间上求/的积分+ 

(3) 求各个积分的绝对值之和- 


例5求 太轴和 /U) -24 -L 在 x 英 2) 的图形之间区域的面积. 


解首先求/的零点.由于 

f(x) = / 一 2 欠 = *r(x 2 - I - = x(x + \}{x -2) 


/的零点为1 = 0，-1， 2( 见图5.21)，这3个零点把区间 
[-1,2] 分成两个子 区间： 在第一个子区间 [-丨 ，0] 上 
/連0,在第二个子区间[0, 2] 上/在 0. 在每个子区间上计 
算/的积分： 

C I 3 - x 2 - 2i) dx = j ^— ^- jc 1 j 



C (x， -厂 2 啦= 

=[4-|-4]-0 =-| 



图 5.21 曲线；^ = ^-/- 21 和 1 轴 
之间的区域（例 5) 


对计算的积分的绝对值求和，得到包围区域总面积， 

包围区域总面积=告 + 1 11 = § 
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在4题6卜64中，每个仞值问題以下列函数之 
为 解： 

( a )， = ( + d / - 3， { b }> - J*sfso ； d / + 4. 

[c}y = / df + 4. (d)j - J* -|- di - 3. 

哪个函数是哪个 N 题的解?提出答案的简单理由， 

61. 茫 = + T r(TT> =-3t 

62. y' - a«c *, y( - 1) = 4. 

63. 〆 =sec i, y(0) = 4. 

64- / = r (]} =-3. 

在习题 65-68 中，用积分表示初值问潁的解. 

65* ^ = stc ar , y ( 2 ) - 3. 

66. 盖= yi 4- % t y { I) = - 2. 

67 . I : f 、 1 、 、 = V 

说 I = ⑴， O = tv 

69 . 阿基来德的拋物线面 积公式阿基米 徳（ 公元 

前287— 212) 这位丙方世界古典时期的发明家、 
军事 T_ 程师、物理学家和最伟大的数学家，发现了 
抛物线拱形下方的面积等于其底乘高的2/3倍. 
画出抛物线拱形 y = h - ( Ah / b 1 ) x \- b / 2 ^ x ^ 
b / 2 的草困，假定 / i 和 A 为正数.然后，利用微积分 
求包闱在抛物线拱形和*轴之间的区域的面积. 
7 a 从边际收入求总收入假定一家公司从制造和 
销售打蛋器获得的边呩收入为 

£ =2-2 /(x + l ) 2 

其中 r 以千美元为单位，*以千件产品为单位-这 
家公司可望从批置生产 * =3000千件打蛋器中获 
得多少总收人？为了求解，从至求边 
际收1人的积分. 

71. 从边际成本计算总成本 当印制出*张招貼画 
时，印制一张招貼画的边际成本为 


dc _ 丄 
^ " Ux 

^ c ( IOO ) 即印制 2 至 100 张招 

貼剌的总成本. 

72.( 续刁题 71) 求 c ( 400)—(100), 即印制101至 
400张招貼画的总成本. 

7丄证明：芯 为正值 常数，则 x 轴和曲线）= sin 紜 
的一个拱形之间的曲积为 

74 ■求极限4 7£ rrr dt 

75. 假设(/0)出 = X 1 -2 x +】，求 / U ). 

76. 若 j [/( 0山 = Jt cos TTI, 求/(4). 

77. 求函数 / U ) = 2 - f + l +山在 ; r = ] 的线 
性化. 

78 ■求函数 g(x) = 3 + sec (t - 1 )di 在 I =，■的 
线性忆 

79. 假定函数/对于所有: t 值存在正值导数.并巨 
/( r )=0. 关于函数 

= f/(0dt 

y 面哪些命題必定是 jh : 确的9提出答案的理由. 

是1的可铱函数. 

( b & 是 I 的连续函数 1 

( c ) 片的闬形在^ = 1有水平切线. 

[ dU 在^=1有一个局部极大值. 

(芒） ？ 在* = 1有一个局部极小值 ■ 
tf)£ 的困形在: t = l 有一个拐点. 
(8)$的图彤在^^1穿过1轴- 

80. 假定函数/对于所有 r 值存在负值导数，并 R 
/( I ) = a 关于函数 

h ( r ) ^ £/(0山 

K 面®些命埋必定是正确的9提出答案的理由了 
( a ) Zi 是 x 的二次可微函数. 

( DU 和£都是连续的. 

的阁形在 f = l 有水平切线， 

有一个局部极大值. 

( eU 在 z = l 有一个局部极小值. 

( f ) A 的图形在 x ，] 有一个拐点. 

的图形在穿过工轴. 
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中，对 r 指定的蚋数/ flIKfill 
h *, V , ^ F ( x )^ fj ( t ) di . j(J .种 0\ S ( iMPT _ 机代 
数系统）执行卜列处步骤.并 ILM 答提 fli 的 H 题： 
f #) - 起给制 /和 h 的 形. 

( h ) 求解办杓广（；0 =a ftf ”（. t ) =0 的点. y yTf 
和 F 的闬形能够扦,屮,什么圮 . iK 确的 ，：■ 你的观察 
川以由 苺木足押第 i 部分结; >. •阶导数提供的 
材料 ill : 变叫 v 对矜案作出解枰_ 

(*0岫数 〆 忭什么 K [ l_l H 近似）为增函数 '；■ 在那邱 
KM I :关 i '_/ 有 fl -么结沦 成立？ 

( d ) H _* 导数/‘，片 -[I -起《;1:它和 F 的 ft ] 形 . ft 
ru ) = n 的点， Jt _ r ，的阁形能够宥出什么足 
■ H 确的？你的观察01•以由*本定理第 I 部分证 
劣 吗‘？ 对答 案作出 解释. 

81. /( *) = r 1 -4 i : + 3*, [[),4 J . 

82. fix ) =2 V " - I 7 r ' +4 ftx 7 -43 x + 12, ^0,-|-J, 

83. fix ) =>.in 2 i [0,2-17；. 

84_ f ( x ) -x com - ni , [0,2- jr ]. 

在习® 83-88 中， 对干 指定的 fl , u , /,令 

5.5 不定积分与代换法则 

微枳分基本定理说明，连续函数的定枳分是可以丑接计算的，只要我们能够求出函数的一 
个反导数‘在4_8节，把函数/ 对于; t 的不定积分定义为/的全部反导数的集合，用符号 
{/UUx 

表承.基本定理表述的反导数 ㈣ 定积分之间的联系如今说明这个表示法.在求函数/的不定织分 
时，需要记件它总是带有一个任意常数 C . 

我们必须注意区分定积分与不定积分.定积分 jV ( i ) d * 是—个数，不定积分 f ( x ) dx 则是一个 
函教加上一个任意常数 C ^ 

至今我们只能对那些明显可识别为导数的函数求反导数.在这-节开始推导求反导数的更 
一般方法. 

5.5.1 代換： 反向运用链式法则 

如果“是*的可微函数，而《是任何不等于 -1 的数，链式法则表明 

从另外一个角度舂，这无异于说^ J 是兩数_的一个反导数.因此， 

/(**" = fii + c 

通常把这个等式左端的积分写成更简单的“微分”形式，给出 


AU) = /: V ⑴山刖■种（: AS 执行卜列处押步 ffi . 
并 1 LM 芥提出的问败_: 

(幻求 F 的记义域， 

( b ) i \- nr ( x ), 炸 n . 求它的零点 ■ 声作 之域 
的什么点增加，存: ff 么点减少？ 
ic ) i \ wr ( x ), ^ k 求它的笨点 . 确屯厂的 M 邡 
极依和拐点」 

( d ) 利川从 - M 获得的结架_出 y = r ( x ) / [: K： 
$义域卜.的粗略草[礼 ^fri ^CAS f F ( t ) 
的闹形 i 持你的窃用. 

85 . « = I . t) =i j . fix) = J\ -j T . 

St n = D, n(x) -x\ f(x) = v 7 i ~V : . 

87 - f i^0 M u(x) = I -x, /(*>=/ - 2x -3. 

级 a ;0 t “（ 幻 ‘ 1 - j 3 , /( j> = ? - 

题糾和 90 中，假定 / 是迮续的和足 
.次 W 傲的. 

收汁苒乂 £ /⑴<并旦用」仲 （ 丄 S 怜验你的答 
案. 

亂 计箅 f iK ■ / ■⑴山，并且用 种 检验你的 
答案. 
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J iTdu ， :+ I + C (n 为 IT : 意数 ， rt ^ - I ) 

在 推导这个公式中.假定《是变纛 r 的可徽函数 t 不过变量采用什么名字并不虽要，而 R 小 
出现在最后的公式屮 * 我们可以用 h I r 或者其他任何字母表示变*. 

例1求不定积分 


| ^/2x + 1 tlx 

解这个积分同用 + l 和《 = 1/2的积分式 


不一致， W 为 


r/du 


du - 


du 

di 


{l.r = 2dx 


不恰好是常数因子 2 不出现在积分中，但是，如果在积分符号前面增补一个因子1/2,那么 
可以在积分符号后面引人这个因子.所以我们写成 


^/2x + 1 dx - ^/2x + I - 2 t]x 

= y I u'^du (令 U : 


d« - 2 Ax) 


ibi 


( 2 x + 1) ! ^ + C (用 2* 十1 代涣“） 


洌1中的代换是下述更-般法则的一个实例. 


定理 5( 代换法則） 如果是可微函数，它的值域是一个区问/,并 S / 是/上的 
连续函数，那么 

| /(?(*) )^ ( (*)^ = j/(u)du 

证明 按照链式法则，是 / U (*)) 的反导数.只要 F 是/的一个反 导数： 

^ - F '{ g { x )) - g '( x ) (链式法则） 

= f { gix )) - g ' ix ) (因为尸=刀 

如果用代换那么 

jAgix))g'(x)dx= jA fU ( x 〉 )(k 

= F ( g ( x )) + C (基本定理） 

= 尸 (《) + C (U = ) 

= Jf'C u )du (基本定理） 

= J /( u)du (F' =/) 
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与/和，是连续函数时，代换法则提供求积分 

lf(g{x))g t (x)dx 

的下述 方法： 

(1) 代人 U yU) 和- =^U)dx 获得积分 




(2) 对于£/求积分. 

(3) 在结果中用客(幻代换 u. 

例2 | cos (7^ + 5 )d0 = |coa u • ~ du (令 u = 7^ + 5 ,du =7 dff,{ 1/7 )du = d^) 

=COB U du (把 （l/7> 提到积分号前面，枳分变成标准形式） 


= y sin U + C (对 ii 积分.表 4.2) 


= y sin (7^+5) + C (用70 + 5代换 H) 

我们可以通过微分以及检验获得原函数 C0S (作 + 5) 证实这个解答. ■ 

例 3 jx l t r 6x - J^ 1 - x 2 dx 

=JV - ydi/ (令 u = t 1 ， du = _V^,((/3)du = x z dix ) 

=yjedu 

=y« u + C (对 U 积分） 

=y^' + C (用/代换 “） ■ 

在可能把代换方法应用到被积函数之前，也许需要对它进行某些代数运算.下面的例子给 
出一个重要的积分，它是用一个等于1的代数式乘被积函数引进相应的代换后得到的. 


人物传 i 己 


乔治•戴维 •伯克霉夫 

(George David Birkhoff ， 

1884—1944) 


例 4 J &ec ids = J( sec ^) ( l)dc 

=1—^ T > (纖軒 


= r sec a jf 4 
J sec 

=It 




例 5 


=尸」 

=|2 In x ■ ^ tLc 

= j 2u 6u (令 u 


hsecx t du = (see 、 + 
In I (* U C = In I sec f + tan j 1+ C 
:(对数函数幂法则） 


dw = ( l/x)<bc) 
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对于 W 积分） 

C (用卜^代换“) 


(iii = 2 (k, ck = ( l/2)dii> 


代换方法的成功取决于寻找一个代换，把-个不能 a 接计算的积分变成可以 h 算的积分. 
如果第一次代换失败，那么，进一步试用其他代换简化被积函数（参见习题 55 和 56). 

例7求积分 


解 可以利用代换方法作为求解的试探丁.择：代换被积函数中最困难的部分， 丼 a 考察如 
何解决.对于本例的积分可以试用 u=z ; +1 .或者甚至取 u 为整个立方根碰碰运气.下面给出两 
种做法的结果. 

解法（丨）用代换 

f l ~~= = [ -^ (令 u = 2 2 +]， du = 2z da) 


Mu (成为 JVdu 的形式） 
C (对于 u 积分） 


21 + C (用 ？ + 1 代换 i 


改用代换《= vVTT： 

(令 u= V ? 


1 ,3 du - 2z dz) 


= f ( z 7 + l) 2 ^ + C (用 （/ + If 代换 《> ■ 

5 5. 2 sin £ x 和 cos 2 x 的积分 

对于那些不知道如何转变成可能 利用代 换法则计算的积分，有时我们可以用三角恒等式变 
换积分. 
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J At 一士 J cos : 


用给定的代换把不定积分22+“士 

3:. !• J\sirx(2^)dt，u = 2x\ 23* / i dx, 24. j (an 7 y see : y dx. 

u = 2t . M r4 ( 7 -忌)、 . 

+ 山， r* = L - cos ^ (严 + 1 )di. 28. | x^sLn (x 4rf -8)心， 

， m - 

U = / L 32 -/ S -7=^ 

33. f 士 ctjs ( 丄 -])df. 34* ( cos Hft 

! Cr ^ = / +V ^ i . f , a ， 

35. j (J J + 2? -5$ + 5) (3s 2 +45 -5)ds, 

丨 dt ，u = x i/2 - L . _ 

y 36ji 3 (L + f 4 ) 3 d(. 37. J dx. 

i, u = - — . 、 x 

38. J I 3 A 2 + 1 dx. 39, J(cos x)e M *dj. 

.2 S . ⑷利用 u = 收邛 ^ 1 ^ 20 ^ 6 . 

41* j 人 ] s sec 2 (^ + 1 ) tk. 

+ 8. ( b > 利用 w = ^5 jc + 8. 42. J 4,挪 （1 + fWn <1 + 叔 


! (/ +2v)dy, it = / + 4 / 


i 26, ( b) 利用 u = esc 2 玖 


+ 8. (b) 利用 u 

户,求积分. 


14. j(2x + l) 3 dx. 
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\/ tan (Is 


S 3, f - 5 ^( - - — 

V)(i + r > ^ J ( , m - V)/i -r 

如 果你+ 知 ia 作什么代换，那么试 m 分步化简 
积分的方法，利州次代换 u: 验使积分化简■叫，然 
w 利川另 次代换 试验肖化简■些.如果试 川七毬 
M 和56屮的代换庁列，就会了解我们所指的是什么 
a ■法」 


m •/ 


18 lan 2 x x 

77 Tian V T > 5 


ib：r 


( a ) a = tan」i； t 冉用 r = “ 1 ，然后 HJi 

(b) 先用 it = lan j i t 冉用 v - 2 + u. 
(cj 川 u = 2 + tax/i. 


56. j" \/1 + sin^(i - J ) sin (j; - 1 )rna (x - l ) dx. 

( a ) 先川 J - 1 > v = sin h 然后用 w = 
1 + rV 

(bj 先用 u = sin (x - I ), 冉用 t，= I + u\ 

(cj 用 u = 1 + 3 in'( f ^ L ). 

在 4 题 57 和 58 中，求枳分. 

57 f (3 r - 1 ) cqb y^jir - I ) J + 6 

’ 】 v^flV - \) 7 +6 广 

58. / smv ^ de. 

y 8 cos j jo 

在^題 59~64 中，求解初值间 M. 

59. = I2< (3( ! -l) 1 . .<(1)=3. 


6Z t = 3 ™ ，： ( ^ - S )' r((，) = K 

63. $ = - 4 dn (2: - = -t H (0) = 100 H .((») = 0, 

64. - 4 ^- 2 2 x tan 2x, > J {0) - 4 t >(()) = - L 

«■ 假定在点线 t : 来 M 运动的咕点在所奵时「中的連 
度为 t = d.iAlf = 6 sin It m / s . 加架 1 f 二 （1 时 J 
= 0, 求 1 f = ir /2 h 时的 j 值. 

66. 假定迮 ft 线.[:来 N 运动的质点在所灯时间 f 的加 

速度为《 = J 2 . i/Hr = 17 ； ( ort-nf m/<, & I ]3 E、V =() 
时 s = 0 和 i _ = 8 m/^jK \ s 时的 j 值. 

67. J- 2 sin i c ( >s j 看来似乎叫能川卜面 7 种方式 
求 积分： 

(a) J 2 sin t ros I dj = J 2u du { ej - sm j ) 

=f I = sin'i + C ,. 

(b) J 2 sin a n>s .t dt = j" - du ((^ = ros x ) 

= - u + C = - rr ) s ? .v + 

(c) J 2 ^in x ftjs .v dx = J"sin 2x dx 

{ 2 ^in a cos x sr sin 2,v) 

= ，乎 + (V 

这-:种积分方法都是正确的吗。提出答案的理由. 

68. 代换“ = lan r 给出 

J a^r : x Ian t df = J u Hu - + C = —y X + C 

代換 U ， 納 x 给出 


60. ^ +8) r(0) = 0. 


I lan i At = I u du = + C = ^ T 4 C 


6L d 7 = 叫 “ ； 卜 ( 0 ) =a. 


两种 积分方 法都是 iH 确的吗 46,1i 答案的 珥由. 


5.6 代换与曲线之间的面积 

用代換求定积分有两种方法.第一种方法利用代换求反导数，然后应用基 本定理 求定枳分. 
第二 种方法通过改变积分限把代换过程直接延伸到定积分.我们应用下面导出的新公式解决计 
算两条曲线之间的面积问题. 

5. 6,1代换公式 

下述定理的公式说明.当用代换改变积分变量时如何改变积分限. 


定理6 ( 定积分中的代换）如果，在 K 间 「 U ,6] 上是连续的，并且/在 g 的值域上是连续 
的，那么 


f /( g (^) ) ■ '(*)di = /( u)du 
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证明令 F 表示/的任意反导数 . 那么 




) * g'ix)^ - F(g(x )) 


= F\g{x))g'(x) 

= / UU ))， U ) j 


= ngW ) - F { g («)) 

=，' u )] 


=^*V(^)du (基本定理第 2 部分） _ 

为丫利用这个公式，对于将要用于求积分的相应的不定积分作同样的 u -代换 u 和 d u = 

g 'u)<b . 然后对于“从值 = a 的值）到值; r(6) (U 作* =6的值）求变换后的枳分. 

例1求积分 


j ix 1 ■/?" + 1 it 

解 我们有两种选择. 

方法（1>:变换积分，并用定理6给出的变换后的积分限求变换后的 积分： 
, (令 u = V + 1 ，du = 

J 3 /vV + 1 dx 当: c =- ■时 ， u = (- i ) ] + i=Oi 

当: X = 1 时， u = { 1 )' + I = 2) 

=, du 


=f ] (求新的定积分） 


= j- m =f ： 2^2 ] =手 

方法 （2): 把枳分按照不定积分变换后求积分.再变换 [ su , 并且用原来的*枳分限： 
j3x z yx 2 +\ dx= j -/a Au (令 du = 3x 2 tLt) 

=~« 31 + C . (对子“求积分） 

=|^ + l ) n+C (用; ( 5 + l 代换“） 
jy v ^ rrd *=|-(** + D 5 ^] (利用刚求出的积分，用*的积 分限） 

= f - [( d ) 3 + - ((- o ' + i ) 3 .” 

= 争 n ] =!. :2 及] ■ 

第一种方法.用定理 6 给出的积分限求变换后的定积分；第二种 方法， 把积分按照不定枳分 
变换后求积分，再变换回用原来的积分限：这两种方法哪一种更好？在例1中，第一种方法看起 
来更简单，但是并非总是这样.一般说来，最好掌握这两种方法，在求具体积分时视情况选用较 
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{ b ) fj anxiix = i . J ^ ^ 

tlu (u = t'OS J,tiu - - HltL X di ； X - - 7T/4 时. 

h u u = v ^"/2 ； ^\x = tj /4 时 ， u = 'tin、 

广 

= -] nl^l =0. (求积分，积分 KM 宽度为芩） _ 

5.6.2 对称函数的定积分 

对十对称[ X :间 [-«, a ] (见图 5.22) 上的偶函数和钎闲数 （1.1 饩），定理 6 中的代换公式使 
定枳分的 i 十算得到简化.下述定理说明例 2( b ) 中的枳分为芩. 



fl)/ 为偶函数 ^ / U )^ = 

阁 5. 22 


b >/ 为奇函败 / U)cU = 0 


定理7令/是对称区间 [a, 6]上 的连续 函数. 

(»)若/是偶函数，则| 

" f(x)dx = 2(/U) 心 ■ 

(b> 苦/是奇函数，则 j 

^ /(*)<U = 0. 

(a) 部分的证明 


f f(x)dx= f(x)djc + 

f /(^)dx (定枳分的可加性法则） 

=- jf / u ) 如 

+ £/(*)<k (积分次序法则） 

= fj(-u)( 

-二如 ,^ 二; 

二 f/( - £ i ) (iu 

+ 厂 f{x)dx 



= (/是偶函数.所以 /(- 4 =/ U )) 

= 2 fj(x)dx ■ 

|bl 邢分的证明是宂全相似的，在习題114中留给读者完成. 

定理7中的沦断，冉/是可枳函数（而不是 R 备更强性®的连续闲数）时仍然成立. fUM 址明 
更加困难，适贫仵高等微积分教程中给出证明+ 

例3求积分 

f ( x * ~ ^ %1 + 6)di 

解由于 /( d =^- k 2 + 6 满足 /( -幻它是对称区间 [-2,2] 上的偶函数，所以 

(^* - ^ 6) dx= 2J 2 {x* - W + 6)cU = 2^ - y x i +■ 6^ ] 



5. 6,3曲线之间的面积 

假定需要求一个区域的面积，这个区域上方以曲线 r=/(*) 为界，下方以曲线 y=gU) 为界. 
并且介十直线 a = a 的 A 边和直线； c = A 的左边（见阁 5. 23). 这种区域偶尔可能具有能够用儿何 
方法求面积的形状，但是，如果/和 g 是任意连续函数，月 P 
么通常必须用积分求面积. 

为了看出积分应该取什么值，首先用以区间 5] 的划 
分 U , 戈_,…，\丨为基础的 n 个竖直矩形退近 t ■(域 （见 
m 5- 24). 第 A 个矩形的面枳（见图 5,25) 为 

=高 x 宽= [/(e*) - ^r( ^ ) ] ir, 

于是用〃个矩形面积的和逼近 M 域的面积： 



^ ^ [/(cj - g (< k )] Ax k (黎曼和） 罔 5 .23介于曲线厂/⑴和 

由于/和《是连续函数，右端的和当 ||p|| — 0时趋近极限 以及直线1 = « 

〆 和^，;*之间的区域 

[/U) - g ( x )] 6x . 我们把这个积分的值作为区域的面积.就 
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A - ^ t /( r ,) - g { f ^) J it ,= (〔凡- «( x) l <ljI 

定义 如果 / 和连续喊数，汴 fUK 整个 K 问、，/>]上/(*)5^(*),那么在曲线夕= 
/( X )和 y = g(jO 之间从 a 到 fc 的区域的面积 A 是(/-沁从《到(•的积分 ； 

■4 = {:[/(*) - ?(*)]■!* 


在戍用这个定义时， IM 出曲 线的囹 形是有益的.阁形揭乐哪条曲线是上方曲线/,哪条曲线 
趄下方曲线& m 形也有助于在没有给出积分限时求积分限.也许需要求两条曲 线的交 点.以 r 史 
确定积分限，闹这可能涉及从方程 /(*> =<?u) 求解 * 的 
值.然后可以求函数 (/- # ) 的积分计算交点之问的面积. 

例4求由抛物线 y =2 -彡 和直线 -： (包 m 的区域 
的面积. 

解 &先 Pi 出曲线和飪线的草图（见 ffl 5.26)1 通过 
从方程 7 = 2-/ 和7= -：* 联立求解*找出积分限： 

2 -X 1 (建立 /U) 和 gU) 的等式） 

X 2 - x - 2 = 0 { 移项） 

{x 4 - 1)(^ -2) = 0 (分解闶式） 

*=_1 x = 2 ( 求解） 

区域从》= -1 延伸到-积分限为《= - 1和/ >=2. 阁 5 . 26 例钟的 K 域和一个 

在曲线和直线之间的区域的面枳为 

( [/(*) -茗 (*) ]心=^ [ (2 一 I 1 ) - ( - I ) ]tii 

= f ( 2 + x - x ^) d x = [2^ + y- ? j = ( 4 + T " f )' (" 2 + 1 + D = 2" " 

如果边界曲线的方程在一个点或者多个点改变，我们把区域分成同方程改变对应的子区域. 



并且对每个子区域应用曲线之间的面积分式- 

例 5求第一象限内上方以 
r = A 为羿以及下方以*轴和； fi 线 
>■ = *-2 为界的区域的面积. 

解 草图（见图 5.27) 显示， 
K 域上方的边界是 / U ) =6的图 
形.下方的边界从区间06在2上的 〆 *) =0改变为 2 e 
: 上的貧(；0 =*-2( 两个方程在* = 2时相 等）. 我们 
在^=2把区域分成两个子区域4和 fi , 如图 5. 27所示. 

区域4的积分限是 <*=0 和 6=2. 区域 S 的左側积 
分限是 a =2. 为了求右侧枳分限，从方程 y = V [和 y = 
*-2 联立求解 x : 

4x = x-2 (使 /(*) 和 g (：0 相等） 
x= (x- 2) 2 ^ x 1 -4* +4 (两端取平方） 


人 物传记 

理査德 • 戴德金 
(Richard Dedekind , 
1831—1916) 



阁 5.27 当边界曲线方程改变时. 

例5的面积改变为围中所 
示两个阴影区域面枳对 
应的积分之和 



积分法 


3/7 


x 2 - 5 x + 4 = 0 (移項） 

- l)(x -4) = 0 (分解 N 式） 

p 1, x = 4 (求解） 

仅有值满足方程 =*“2. 值 x = _ 是由取平方引进的额 外根. 所以，右侧积分限是 ^=4. 

1 0 ^ ^ ^ 2 ； f ( x ) - g ( x ) = 4x - 0 = Jx 
对于 2 在 a : 名 4: fix ) - g ( x ) = Jx - {x - 2 ) = - ^ + 2 

对子 K 域 4 和 iJ 的面积求和得到总 面积： 

总面积 = ^ Jx di + (7± - % + 2 } <Jjc 

=y (2) V1 - 0 + (|- (4) J " - 8 + g) - (1 (2)^ - 2 + 4) 


=y ( S ) —2 


10 

y 


5 . 6.4 对于 y 积分 

如果 K 域的边界曲线是用 y 的函数描述的.那么逼近区域的矩形是横向的而不是纵向的，而 
在基本公式中用 r 代替对于像下面阄形显示的 K 域，使用面积 公式： 

A = 广 /( r > - / f ( r ) ]<b 



在这个公式屮 / 总是表不右侧的曲线， g 表示左侧的曲线， 
所以 /( y ) 是非负的. 

例 6 对于例 3 中的区域，通过对于 y 积分求面枳. 

解首先 M 出区域的草图，并且根据对 y 值的 K 间划 
分画一个典型的横向矩形 （ 见图 5 . 28 ). 区域的心_侧边界 
是直线文=” 2 ,所以 /( r ) =7 + 2 . 左侧边羿是曲线 * = 
y 1 . 所以尽 (>■)=/. 积分的下限为 y = 通过从方程 1 = 
y + 2 和 * = /联立解 7 求积分 上限： 

> + 2 = j 3 (使 /( y ) = y + 2 和疾 ( y ) =/ 相等） 



围 5 . 28 求 ffl 中冈域的 面积： 如果 
对于 X 积分，要用两个积 


y : - r - 2 = 0 (移项） 

(r + D ( j - 2 ) = 0 (分解 因式） 


分； 如果对于 J •积分，只 
用一个积分 （例 6 ) 



y r =2 (求解） 

枳分上限足 A =2. (值 ：r = - I 给出在工轴下 面的个 交点 .） 

K 域的面积为 

I [/( r ) - g ( y)]^y = ^[y + 2 - y ] d r = ^[2 + y - y 2 ] t\ y 


=卜4普 “m 


这是例 5 的结果，侃是求解的 T , 作馕更少. 

习® 5. 6 

在 N 题】 -46 中，利川史理6中的代换公式 
求枳分. 


£ /y + J d>, 

J r ■/] - r 2 df. 
j tan x dx. ( b 

J 3 cos 2 x Hin * <Lt. ( b 


TyTT d r . 

b|J t y/l - t 2 dr. 

tan x Aec 2 x <\x. 

J - -m/A 

3 cdh 1 ^ sin x dx. 


}jV(l + (b"V(l + i 4 ) 3 dr 


C ,(i ' 

[' 心 

J-i (4 + r : ) 
j' 10v^ 


in (b 

(b 


1 W 叩 

4 i 

vV + 1 




r 1 ^ 

^ (4 + r z ) 
f \0jv 
J , (1 + 产 

f ^ 


vV + 1 


■yV +9 

II. ( a) J (1 - cos 3r)sin 3i 61. 

(b) J (1 - cos )sin 3“k+ 

12 - ( B ) C ( 2 + ,an 

(… C ( 2 + tan 十卜 2 i dI - 

13. (a)f'— C ° 8J dz. (b) f C03? 

Jo ^/4 + 3 s i n z j-w y4 + 3 gin 2 

14 * (a )r n ~ 此 

j-ir^ {3 - ¥ 2 COB w ) 

(bi r — aina , 

Jo (3 + 2 €03 uj ) 2 

Hj : / F^lt (5 f 4 +2) dt . 16 . f t 


17* J cos ^ G sin 28 

18 . / TO r: (! -卜 

19. f 5(5 -^c^t) 14 ^intdL 

20. J ( L - sin 2t ) ^^roa 2i df. 

21. j'(4> - > 3 + V + L ) I2y : ^ 2v + 4)d>. 

22 . f (/ + 6y 2 - 12 r 4 9) l1! ( / +4” 4) d r . 

23. J J9 tos 2 {1^)(^. 24 J rW(l+ : 

25. f\ i ^-^^^cede. 

26. j {I + r™ 1 ) c?>c 2 0 dtf. 


27 '^2^^ 
29 』 h ,. 

扎 f 

Ji i( In j:) 

M.J:' an fdx 

>5.|^ 2 c 杖 +M 

37 2 coa g dg 

L + ( sin ff) 2 


h IT ? 


立 


2v?(l + A) 2 



> vV - 1 


32. r - ：- 

h 2x /In j 
34. J an r dr 

36, J 6 (an 3 t dr. 

3^ r* dx 

J*/& 1+( col X )' 

40 r 」虫 —— 

Ji r(l 十 W 

42 . 

Jo /9 1 4, 

j . r * oos ( s « r ' l r)fir 

46 . 广 ^ = 
yV9y 2 - 1 
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x = 0 和 >■ = 3. 

I x = y 4 2. 

= 4和 4* - ) = 1 & 

0和 j + 2〆= 3. 

0和 j + 3/ =2 ， 

= 0和 I + / = 2. 

1 和: T = I _r I yi - V 1 」 
7:和; T = 

81-84 中，求由曲线 

= 4和？ - y = I — 

0和 3d - _r “ 

= 4和 x + / = 】 .j 
3 和 4 太 + y z = 0. 


在习®63〜72中，求由直线和曲线包围的区域 
的面积. 


n I 和 J = sin 2 j , 0 ^ j ^ tt . 

■s a : 和 > = sftr T r t - tt /3 ^ x ^ tt /3. 

( tt */2) 和 ）=■ - jc ： . 

( ttx /2 ) 和厂 j+ 

*, y - tan 2 jt , j = - tt /4 和 ：t = - tt /4. 
- tan J y 和 jc = - tan 2 y , - tt/ 4 ^ y ^ tt/4. 

= 3 sin y /cos y ftl Jf = 0, 0 ^ ^ tt/2. 


63. y = - 2 fn 7 = 2. 64. y - jc 3 和 y = - 3. 

65. y = ** 和 y = Sj . 66. r = V - & 和: V = i 

67,7 = ?和/=-/+41 
68. y = 7 - 2* 2 和 y = + 4■ 

69■ r = / -4: 2 +4 和 y : t 2 . 

7 H.y = x vV - x 3 ， a > 0 和: r ‘ 0, 

7 Ly = /T7T 和 = 文 + 6. (有多少个交点？） 

72* y = I j 2 - 4 和；V = (x 2 /l) +4. 

在习题 73 - 80 中，求由直线和曲线包围的区域 
的面积. 


92. ) - Stic 1 ( itx /3 } 和 y = i L ' - 1 ^ j ： ^ 1. 

93. 求由曲线叉 -/ = 0和 直线 ； c - r = 0包围的推 
进器形状的区域的面积. 

94. 求由曲 线^ - j ^ =0和* - y l/s =0包围的推进 
器形状的区域的面积. 

95. 求第一象限内以直线 r = I 和;2以及曲线）二 
1/X 2 和 I 轴为界的区域的面积. 

96. 求第 -- 象限内左边以 r 轴为界和右边以曲线 ) = 
3 旧1和 ？ = fm * 为羿的“ 二角形 ”区域的面积- 

97. 求曲线 r = In 太和 y = 之间从 jt ，1到 ; r = 






积分法 


32! 


5的 K 域的面积. 

98. 求曲线 y = tan* 和^轴之间从 * =- tt /4 到： t = 
ir/3 的 K 域的面积. 

的, 求第一象限内上方以曲线; K = *^为羿和下方以 
曲线 y =〆为界以及右边以直线:< = In3 为界的 
1 ‘ ■: 角形” K 域的面积. 

100. 求第一象限内I:方以曲线 y = 为界和卜方 
以曲线)_ 为界以及冇边以^线^: =2 1,,2 

为界的-:解形”区《的面积. 

W1. 求曲线 r = 2i/(] + I 2 ) 和 * 轴的区间 - 2 « 
* =6 2之间的 K 域的®积. 

102. 求曲线 r = 2 1 —*和I轴的 K 间 - 1名 z s ] 之间 
的 K 域的团积. 

103. 设下方以抛物线 r = 为界和上方以 fl 线 _T = 

4为界的 K 域，由横穿过它的水平直线 y = r 剖 
分成面积相等的两个部分. 

(a) 脚出区域的草阁，并且引--条穿过它的宥 
起来大体恰当的直线 x = r. 直线同抛物线 
的交点用 r 表示的坐标是什么？把它们添 
加到 ffl 形中. 

(b) 通过对于 y 积分求 tv ( 这时把 r 置于枳分 
限中 .） 


( c ) 通过对于*积分求(这时同样把 c 置子积 
分限中 ■) 

1M_ 通过 |a) 对于 * 积分和 |b> 对于 r 积分，求曲线 
j- =3 - /和直线 y = - I之间的区域的面积. 

105. 求第一象限内左边以 j 轴为界和下方以直线 
r = i /4 为界以及左上方以曲线7 = 1 为界 
和右上方以曲线 y = 2/Jx 为界的区域的面积. 

106. 求第一象限内左边以; y 柚为界和下方以曲线 
^ =2 石为 界以及左上方以曲线 * = (y - 1) : 
为界和右上方以直线 * = 3 为界的区域的 
面积 < W ■附图 . > 



107. 附图显示三角形 <40C 内接于由直线 } _ = (1 : 从 
抛物线 y = 切割的区域.求三角形的面积 
同抛物线区 域的® 积之比当 a 趋近零时的 


t 附. 


108- 假定 iK 连续函数/的罔形和:*轴之 N 从《到6的 
区域的面积为4平方单位.求曲线> =/ U ) 和 
V ^2f(x) 之间从到 A 的 K 域的面积， 
i09. K 面哪个枳分（如果有）计算附阁阴影 K 域的 
面积7提出答案的理由. 

(a)| (j-(-x))dr = j 2 x dXr 
f b) I ( - x ^ (i) )di = j - 2 x dt. 



110. 连续函数 7 =/( 均和 y = g { x ) 的阍形同垂直线 
x = a 和 T i 之间的 IK 域的面积是 

j^[/U) -g(x)}^x 

这个结果是正确的还是在某些条件 F 是疋确的. 
或者不叮能是正确的?提出答案的理由. 

111. 假定 F ( x ) 是函数乃；0 = < &in x )/ x y x > 0的反 
导数，试用 f 表示积分 

112* 址 明：若 /是连续函数，则 

= jf{l - x)dx 

113. 假定 £/U)d* = 3. 如果 （a)/ 是奇函数， （b)/ 是 
偶函数，分别求积分 

114, (a) iiE 明：若/是区间 [-a,a ] 上的奇函 

数，则 f_ /(i)dt = 0. 

(b) WU) =sin;t* a = tt /7 敢证 (a) 中的结果 



322 

115. 如果 / 足连续闲数.水积分 

f : x ) 

的值 t 通过作代换 u = n 并 K 把#到的积分 
加进/中， 

116. 利川代换，证明 

对十所奵止数 j 和 y 成立. 

定积分的平移性质 定枳分的-个筚本件质 
是它们由公式 

{/(*)cU - 广 :/“ + 「)也 ⑴ 

表示的在平移 T 的不变性.只赵/是吋积闲数，并 
旦对丁 必前的 r 值有定义，这个公式就 成立例 
如，在附闬中敁示 

fix + 2 )\h = j\\\x 
闪为两个阴影 IK 域是仝同的. 



第 -5 + 

m . 利川 代换泌 明艿式 nh 
11** 对干 卜列每个闲敗，刑出 / u ) [ 

的 m 形和 /u +4 a ：[ tt - t . h - c } I .的 m 形，以 
使使你确信等式 ㈠ ） Mm 确的. 

( a )/( j ) = x ,a = 0 T ft = 1 ,r = I 
{ b }/( a ) = witi x,n = O t i s tf,r - ir /2. 

{ c }/( *) : - 4 T n - 4> = H ,r - . S . 

计算机探究 

作七题119 - 〖22中，在不能叫简中. 代数运 W 
求平面内两条曲线交点的条件 "b . 求曲线之叫的 
K 域的血积. fH —种 CAS (汁算机代数 系统） 执行 
下列处砰步骒. 

( a ) 起朐出 曲线的 m 形.以便现察它们的形 
状以及有多少个交点. 

( b ) 利用 CAS 屮的数值方程求解器求出仝部 
交点. 

( c ) 求: yu > - WO 1 在每」对相邻交点悄 I 的 
积分， 

( d ) 计算在 （ r ) 中求出的积分的总和 t 


119./ U > 

X ' Jf ； ^ I ,、 

= 3 " 2 + 3， 〆 ('） 

120./ U ) 

= y - 3 x 3 + 10, g ( t ) = R - 12. V . 

121./{ x ) 

=x + sin (2 x ), ) = i 3 . 

122./ IX ) 

- j * ! f；OS Jt , g ( x ) - x ' - X . 


5.7 把对数函数定义为积分 

在第1章介绍过 A 然对数函数把它作为指数函数 e '的反函数. 函数〆 是在一般的指 
数函数族 a 'U>o) 中选定的函数.它的图形在穿过.>•轴时的斜肀为 1. 然 ifti. 函数 ^是基于它 
在 * 取有理数值时的图形以直观方式描述的. 

在这一节，我们把自然对数函数定义为利用微积分基本定理的一个积分.然后，把指数闲数 
i 定义为 In* 的反函数.在明白同这两种函数有关的代数性质和解析性质之前，我们快速地推导 
所有这些性质.初看起来，尽管这种间接的方法也许 敁得 奇怪，但是它对于定义对数函数和指数 
函数以及获得它们的重要特性提供一种雅致的和严格的方法. 

5.7.1 自然对数函数的定义 

一个正数*的自然对数函数是用 In* 表示的一个枳分值 • 


定义 In x =〔 卜 df ，；■::> 0 < 1 ) 


如果* >1. 那么 In* 是曲线 y = l / r 下方从 t = l 到的面积（见图 5.29). 对于 0<:<1 ， 
Ini 给出曲线 y = l / f 下方从 *到1 的面积的负值.这个函数对于*矣0没有定义.由定积分的零 
宽度区间法则.也有 


L 39 

3.30 


的若十值.在 -t = 2 和. 
的「 I 然对数等于 1- 


之 M 存在个重要的数，它 


的数， 


定义数 e 是 A 然对数闲数的定义域中满足 

In(f0 : 


所以数 e 满足 


f, 


从几何上解释，数 e 对应亍; (轴上 这样一点，喊数>_ = l/f 的图形 y 方在从I到这个点的 K 间1-_的 
面枳，等于单位平方的面积.在图 5. 2 9 中的右边阴影区域的面枳在. T=e 时为1平方单位.我们 
将会进一步看到，这是曾经见到过的问..个数 e = 2 刀18 281 828. 

5.7.2 y = lnx ■的导数 

按照微积分基本定理第1部分 （5. 4节）. 
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dtf 


对 r 每个 值存 


并 ti 如果 u 逛:*的可微阴数， * 的值为正数，那么链式法则给出 


( 2 ) 


—jn a =-—, w > u 

d * u tut 

由公式 （ I ) 的积分定义的 fl 然对数的导数 ，间 对十 3. 7节定义的对数函数获得的导数一样 
并 II 两个逆数在* = 1的值都是 1. 内此，从中值定理系 2(4.2 节）可知，两个函数完全相 M —— 
它们是用两种不同方式圮义的同一个函数.所以，正如在 3. 7节那样，我们冇 


d * 


^ 0 


(3) 


此外.函数]^呉有在 4. 2节匕经证明的人们熟悉的下列代数件质: 


( 1 ) In 心 = In 6 + In : 


(3)in 


(2 )ln —= ] ji 6 -ln x . 


ln ^. r 是任意有理数. 


性质 (4) 对于任意实数 r 仍然成立，不过我们略犮证明.它的证明依赖实数系的完备性性质（附 


录 A . 7). 


5. 7.3 In x 的圉形和值域 

函数的导数（1(^文>/心二1/^对十： （ >0为止值，所以 
-1/V 为负值，所以 In r 的图形是向下凹的 ■ 

通过考察在区间 [1,2] 上7 = 1 △图 形下方的面积，可 v 
以佔计 ln2 的值.在阁 5.30 屮，在区间[1，2]上高为1/2 _ 

的矩形镶嵌在囹形之下.因此，图形下面的面积 ln2 大于 i 
矩形的面积 t/2, 所以 In 2 >1/2. 由此有 _ 

In 2" = /! 】n 2 > n ( 士 ）= ；—— 

这个结果证明，当《— »时 lnU。一》■ 由十 Ini 是增 _ 
函数，我们得到 0 


的增函数.二阶导数 



lim In jc = « 阁 5. 30 在区间1 矣 上高为 

此外还有 ‘ " r = i ^ 的矩形镶嵌在 

lim In s - lim lti f " 1 = lim ( - In f ) = - < x > (i ^ l/t = f 1 ) y = l/x 的围形之下 

¥ 们对于 i >0 定义了 所以 In a 的定义域是正实数集.上述讨论和介质定理说明，它的值 

域是给出图5+ 29所示的 r = h z 图形的整条实线. 


5.7.4 积分 

公式 （3) 导出下述积分 公式： 
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如果^是不会为零的可嫌闲数.那么 

J — du = In I u I + C 


(4) 


公式 (4) 说明，对数函数由一种确定形式的枳分异出，如果 W =/ U ). 那么 ckz / ibhkH 祈 


所以公式 (4) 给出 


=/恶 




/y^y ^ = I" 1/(*) 1+ C 

只要 / U ) 在考虑的给定匕间上是保持恒定符号的可微函数. 

例 1 


⑷ te d W ::¥ = lnlul ] 

= tn I - 1 I - In I - 5 I 

(b) r de = f — d a 

r J-^,/2 3+2 am $ J { ti 


(u = x 2 - 5, ciu =2 j ： d* t u (0) = -5 t u (2) = - i ) 
= ln】-In 5 = - In 5. 

C ti = 3 + 2 sin du =2 cos & dff. 


u( - u/2) = ■ ， u( tt /2) = 5) 

= 2 In I u I ] = 2 In 15 I - 2 In 1 1 1= 2 Ln 5. 

请注意，^^:咖没在区间：-^^…/^上恒为正值，所以适合用公式 (4). ■ 

5.7.5 In x 的反函数与数 e 

函数 In * 是 * 的增函数，以（0，* ) 为定义域和以 （-«=,== )为值域，它具有以（ -» ,» >为 
定义域和以（0，》)为值域的反函数 b_V In 的图形是 In * 的图形通过直线 r = * 反射 只的图 
形.正如在图 5.31 中可以看出的那样， 

lim \n~ ] x = oo t lim In ' 1 * = 0 

函数 lrT 、 也用 exp ： t 表示 + 我们现在来证明， \ n~'x = 
esp t 是以 e 为底的指数函数. 

数6满足公式 Me ) 二】.所以 e = In 1 (1) = 
ex P ( l ). 我们可以按通常的方式取数 e 的有理数乘 

方厂： 

e J = e ■ e, e~ 2 - 

等等.由于 e 是正数， 〆 也是正数.因此， / 有一个 
对数.当取对数时，求出 

In e r = r In e = r • 1 = r 

由于 In * 是一对一的函数以及 ln ( ln ! i -) = r , 这个公 
式表明 

f r = ln"'r = exp r (r 为有理数） (5) 

我们尚未找到一种在 i 为无理数时给出 〆 的明确含义图 5-31 函数).和). 

的方法.但是111_、对于任何 * 值是有意义的，无论 ； t 图形；数6是1«、1) =esp (1) 
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是有理数或者无理数.所以公式 (5) 提供一神把 〆 的定义扩充到无 理数* 值的方法.闲数 i » 、足 
对所存 * 定义的.所以我们利用它对 〆 从前定义屮没有值的每个点賦 1 T - 一个 ffi . 

I 定义对于每个实数*, <■' = \ n 'x= exp X. 


V 的，典刮值如卜、 


^ - N 舍入 A7) 

^ 舍入 vn 

* (余人 O 

_ ■ 0.37 

1 2. 72 

10 22 0J6 

0 1 

2 1. 39 

100 2. 6881 xIO 41 


对十指数函数.我们首次柯广关于无理数措数的确切含义-通常指数闲数用 〆 而不用 dp 1 
表水.由十1» ：* 和^ Ff . 为反闲数，我们有下述关系 式： 


对于的反方程 


^ 1 "' = * (所右 T >0) 
In ( e ') = x (所有 i ) 


5.7.6 e 1 的导数和积分 

指数函数/是可微的，因为它是导数不会为零的一个町微函数的反函数.我们利用 3.7 p 
定理4以及关于 l n * 的导数知识计算它的导数.令 


耶么， 


f ( x ) - In x 和 y 

= e '- 

In —、=f \ x ) 

办 -A - ± ln i 3 

ck ■ ^ } ~ ^ ltl " 

1 

，-丝 / 

' - Ax j 

(3.7 节定理 4) 

: m 

~x)~) 

一 1 

" r ( e ') 

(厂_ 

U ) = e 【） 


㈧ 

)= 丄取 _!= 〆 ' 

z ， 


就是说，对于我们求出办/也=，，所以自然指数函数 e •是其自身的导数.因此，若 
/(*) = e -, 则/’（0) = e ° = l . 这表明指数函数 〆 = ex pi = l n _ 、当其在*=0穿过 y 轴时具有斜申 
1. 这一点同 3. 1节中的对于自然措数函数的论断相符，并&证实在本节定义的数 e 与我们在第1 
章定义的 e 恰好是同一个数.（在 3.7 节定理5屮，用一种方法把 6 表示成一个极限 . > 

链式法则以常见的方法把 自然指 数函数的导数结果扩展为更一鷇的 形式： 


若!/是*的任何可微函数，则 


d „ 0 du 

=P 


(6) 
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- -- -* --‘ - ▲ - - .. . _ _ 

由 i ，> 【 >,它的# 数也坫 处处为 正的. 所以〆是对十所有^的增闲数和连续闲数， h 打 

极限 

lim e* =： 0 和 lime 1 - » 

…此推 i I! . $轴 （ V = 0 ) 足 ■ y =〆阳形的水 f- 渐近线， 

M 公式 （6) 等价的积分是 


I JV— = «/、 c 

■ - - - - - - - - -- ■ ._ 

5.7.7 指数函数的法则 

尽管表而上 〆 足川一种辻回方式定义为 In 、的.似足它服从代数上熟知的指数闲数的法 
则. 定埋8 讪明， 这些法则足 h * 和 f 的定义的推论. 


定理8对十任意的数*， t ，和自然指数 闲数 〆 服从下列法则： 
( I ) 〆 ' ■ 〆 . V ' (2 ) e 1 =- L . 

{4)( e ' }-=^' ,如果 rjg ： 有理数. 


法则 （4} 的证明令：》• = ( 〆 _)'.那么， 

In y = In < 〆 ■)， 

= Hn ft 1 ) (对数函数的幂法则） 

= A ( In e " = u . 取 u = . t ,) 

这样，在两端取幂， 

y = e'"' ( e '°' - y) ■ 

法则 （ 2) 和法则 （3) 由法则 （I > 推出，而法则 （ I ) d 在 4. 2节证明. 

法则（4>实际上对于任意实数 r 成立，同在对数函数的情形一样，把法则从有理数推广到实 
数依糗于实数系的完备性性质（非形式地陈述在附忒 A . 7中）.证明见十高等微积分教科书中. 

5. 7.8 —般指 数函数 a 1 

由于对 f 任何正数 a 有 a = ,可以把 a 1 看作 （ e l "T = e '^. 因此我们给出下面的定义. 


定义对于任意数 a >0 和 *, 以(■为底的指数函数是 

a - =… 


当 《= e 0._ f , 此定义给出 a 1 : 〆 1 "*: 〆 1 。'： 〆 ' 1 = 〆 . 

定理8对于以 a 为底的指数 函数 〆 也成立.例如， 

rxTWf ’- P “ 的定义） 

…(法则 （1)) 

= (提出 因式 ！ n a ) 

= （ a 1 的定义） 

至此，我们对于任何 ■* >0 和任意实数， i 可以把，定义为/ 所以，在公式 l n . t " = 
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n In * 中 n 的值不冉必须为有理数一它可以取任何 J >0的数： 

In I ' - [ N ( e ~ ln *) = n In * ( In (；■ = “ ， “是任 意数） 

把法则 a'/« f =a _ 卞_1 定 Xx ' = e " 1 "' 结合起来，可以证实，指数闲数求导数幂法则的最终形式 
对于仝部实数指数^成立： 




(r In a :) 


r r- 

—=rx 

X 


从定义 ( u >0> 出发，我们得到导数 


d „ d « i n4l 

£ a = ST 


(In a}e ，L ^ - (In a)ti' 


所以 



另一方面，通过应用对数函数求导数得到同样的导数法则： 

a ’ 

\ ny = x\ n a (两端取对数） 

— ^ = In a (对 x 求导数） 

y a * 

^ ， y In rt ^ a In ft 
ax 


应用链式法则，得到更一般形式的求导数公式. 


如果 a >0, 并 Ku 是:^的可撤函数，那么 ，是1 的可微函数， 并且有 


dx 


a 11 


a u In a 


du 

dA 


同最后这个结果等价的积分形式为 


卜 ⑻ "ih + c 


5.19 以 a 为底的对数函数 

如果 a 是不为1的任意正数 . 函数 Y 是一对一函数，并且在每个点有非零的导数，因此. 
它有可微的反函数，这个反函数称为： r 以 a 为底的对数函数，并且 i 己为1呢 


定义对于任意正数 a / l ， 


是 i 的反函数. 


'og . 1 


函数 r = log ^ 的图形可以由 r = Y 的图形通过对 45° 直线 7 = * 反射得到 （ SL 图 5. 32 ) ■ 当 a = e 
时，我们有■的反函数 = ln *. 由于和^为反函数，它们按任何一种顿序构成的 
复合函数都是恒等函数. 
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对于 Y 和 Io ^ jc 的反方《 


s (所有文 > 0) 
log a ( a J ) = it (所有 j ) 


闲数实际上不过是 In 1 的一个数值的倍数.为 
看出这一点，令>=^。*，然后在其等价方程两端 
取 ( N 然对数，得到 = 求解 r 给出 




In x 
In a 


由此容易推出， logy 满足的算术运算法则和 In I 是 
相同的.这些法则在表 5.5 中列出，它们可以通过对自 
然指数函数的相应法则除以 In «给出 证明. 例如， 

In xy = \nx + lny (自然对数函数法则 （1 )) 

(用 “除嘯 



log„*r = log .* + log .? (给出以《为底的对数函数的法则 （ 1 > ) 

_ *5.5 以《为底的 对數函 數的法 M (对于任钶《 I >0和 JT >01 


法 则 

公 式 

法 剛 

公 式 

(1) 积法則 

+ loe-r 

蜊教法 « 

lo «-y = 

(2) 商法則 


(4) 冪法則 

] ng ^’ = T^x 


5-7.10 涉及 log,x 的导数和积分 

为了求涉及以 a 为底的对数函数的导数和积分.我们把它们转换成自然对数函数.若〃是 ： t 
的正值可微函数，则 

^ <los - u) = = i^£ (lnu) = nfr+S 

所以，一般对数函数的导数公式为 


：( l « Ko u ) 


a u dx 


例 2 

(a) £l 0gl „(3* + l) = + = ( lri io)(3*4l) 


=« du (u = In r,du -丄 di ) 


丄 Z 

HT 2 Y + 


c 


1 dn^) 2 丄 r _ (Inx) 1 

In 2 2 ° " 2 In 2 
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5-7.11 小结 

这一节我彳 n 利州微积分给出对数闲数和指数呐数的特別定义.这种方法和过大处理多项苁 
病数、打理闲数和 （角 闲数的//法宥所不同 i 以前，我们 ff 先定义珀数，然后研究 它的# 数和积 
分.本竹由 --■ 个积分汗始，从它获得我们所关注的函数.采用这种方法的动 tfLft 于，，我们 umi 
定义像^这样对于仟意实数（有理数和无理数 U 的函数时避免出现数学上的困难.通过把] n 1 
定义为阐数〖/〗从 / = 1 到的枳分，鱿能够继续定义全部指数函数和对数闲数，然后推汙它 
们的主要代数件质和解析性®. 


在 4 题 1~46 中， 

水积分 . 


/:?. 

2 .广 

3 dx 

3x -r 

[hAi.. 

i y 2 - 25 


f 3 們、 上 

J 6 + 3 [an i 

6 七 

「 J ta ” dy. 

1 + sf <； y 

\ 如 

g. f- 

nf.c, x dx 

J 2^ +2* 

**■ J ， 

/ln( src x + tan 

/:>■ 

10 f 

n 

J H，+ " 心 . 

-! 

2^' l) dx. 

[，心 

14 *J! 

: V 4 dt+ 

^ dr ' 

16 ■/ 

7T l,r ' 


18 •/ 

(V 〜(- 

/v- 

20. | 

- e'" 2 . 
了虹 

Je m ^ser- 7ft lari irt 

Hj. 


L Je [ - rifrrj c a <.- (tt 4 j 

!)C0t ( Tt H 

卜 f)<k 

y J 2e r coH e v dn. 

U 'l 


5 -Irr7 dr - 


Ax 

1 + e 1 ' 

t, J L 2' tf di?. 

1 广 x2 /%i, ( k. 

30_/ 

5 f da 

、产 

L. 广 7"-、irW d(. 

-/； 

-( +广一 

i. f^(l + In x)dx. 


C 心 . 

4 - 1 )^ik. 


， 3 卜 ■ 心 . 

7.f!^d, T 

38. f 



42. f 


> x log l0 x J rdo^*) 

在4题47~52中，求解初馆问题， 

^ = f [ sin(〆-2) , y(in 2) = 0. 

盖 = p' J sec 2 ( ttp"' ) , rf In 4) = 2 /tt. 
d -^' = 2e \ y{0) - L Kl y r («) = 0. 


52. - fiec^x, y(0) - 0 和 ） 70 ) ， ]■ 

OS 3, ln(l + JC | 在 Jf =0 的线性化我们在 : r 士 0邻 
近逼近 〖 n ( 1 + *) 而不是在 J = I 邻近逼近 】 n Jt . 
用这种方法得到更简单的公式- 
{ a } 推异在 jt =0的线性化] nU + .0 

估计在区间 [0, 0i l] t 用 i 代替 lnH +J ) 
钽含 5 位小数的误差. 

tO —起_出[^ (L + x ) 和」 r 在 K 问0耷 V < 0, 5 
上的图形.如有可能，用不间的颜色绘 〖U 
]n( \ ^x) 的遇近看起在什么点最好，汴什 
么点最差？通过从闬形读出坐标湞，求绘阁 
器所允许误差的一个实际 t_ ■界. 

从 f 在 x = 0的线性化 

(a) 推导在; t =0的线性逼近， - 1 + 

O (b) 估计在区间 [o,o.2: 上用1 代替〆包含 
5 位小数的误差值. 

D (C) 一起_出〆和1 在区间 - 2 馬 ：r$2 上 
的图形.如有^能，用小 同的颜 色绘吼逼近 
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敁现在什么 DCIH LAm〆， 在什么 K 问 k 
低估计〆？ 

筇.证明：对于任意数《> 1, 

J^ln x tii 4- j dy = ]ti a 
(參见附 I 礼） 



56. 几何平均、对败平均和算术平均的不等式 

(«j 证明 p 的 m 形在 x 值的每个叹间上是向 』 . 
I 11 】的 . 

|b} 参考附 围证明，若 0 < n C 6, 則 

， (1„ i _ L n a ) < 

l] a Jri 

< - ~~^ - (In t - In n) 



第 5 章复习指导问题 

i . 在某些情况下怎样用有限和估计像运动距离、面 
积和平均值这样一些量?为什么可能需要这 样做？ 
1 求和【己号是什么提供什么便利?举出一些例子. 

3. 什么是黎曼和？为什么吋能裔要考虑这样的和？ 

4. 什么是-个闭 E 间的划分的范数？ 

5 . 什么是函数/在闭区间 [ a , A ] 上的定积分?什么情 
况 F 吋以断定它的存在？ 

6. 定积分同面积之间有什么叉系？试描述对定积分 
的某些其他解释1 

7-什么是叶积函数在闭区间上的平均值？函数必定 
取它的平均值吗？ 予以 说明. 
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( c ) nm<h ) 中的不等式推断 

/-*• t - a a 今 b 

^ ah < —2- 

这个不等式说明，两个 IK 数的几何乎均小； p 
它们的对数平均，而对数平均又小 f 它 fn 的 
算术平均. 

( 艾尸这个不等式的史深人 w 论.参见 
Frank BurL/'Th^ I>i>mplrir , I-oganlhmic ,and 
An(hme(ic Mean Inequality"( 儿何 f 均、对 
数平均和算术平均的不 等式） , A ni erican 
Mathenuitical Monthly( < 丨 W 数学月 pj> }, 
第舛畚 f 第 6 期 t 】 987 年 fi 7 月 ，527 5及 iJ l ) 
HS7. V 和 e •娜一个 更大？ if- 算器己经揭幵 T 这个 
j 度拭有 桃战性的问埋的某种神秘性 .（mu- 算 
器进彳 i 检验，你会发现，这竞然是很难得到答案 
叫） 不过，你可以 不用计算器冋 答这个问顷. 
fa) 求通过原点同 y = 】ni 的闬形相切的方枵. 



t-3,6] x [-3,3] 


( b ) 根据 r = In :^的阁形和切线给出一个沦据， 
说明为什么 in I < je / e 对于所有正数 x ^ c 
成立. 

{ c ) 证明对于所有正数 j 〆 e 有 】1 

( d ) 推断对 T 所有止数* # e 有:< e ' 

( e ) 所以， tT 和 〆 啄-个史大？ 

58* e 的小数褒示通过用 4. 7节的牛賴法求解方 g 
= i， 用汁算器求 e 的值，达到你的计算器所 
允许的小数位数. 


8. 描述适用于定积分的法则< 表5, 3 ). 举出--冲钶子. 

9. 什么是微积分的基本定理？这个定理为什么这么 
重要?用例子解释基本定理第1部分和第2部分. 

10* 当/是连续函数时，基本定理怎样提供枋值问題 
- fix ), y ( z 0 ) ^ r 0 的解， 

11 - 积分是怎样通过代换同链式法则建立联系的 7 

12 . 在某些情况下怎样通过代换求不定积分。举出 - 
些例子. 

13. 怎样把代换方法用于定积分▽举出 - 些例子1 

14. 如何定义 和计算 M 个连续函数图形之间区域的 
面积 9 举/个例子. 




0 2 4 6 8 10 

时 M ⑻ 

io io 

3. 假设 g 

( a ) 石士. ( b ) ^ - 3 aJ . 

⑷石 （ d ) 名 ( I _ M . 


a , = - 2和= 25.求下列和的值; 


附阁敁水 枚棋塑 火箭在发射； Ti 的8秒的速 
度 （ ftAO 的阁形 . 火箭在前2秒 tt 向上加速 . 然 
后惘性飞 O 并在 f = 8秒时达到它的最大岛度. 


(a} li 、 

( 4 d - t )- 




l. ；K K 列和的讥 


M - 


-2). 

4: ㈠ 题 5 〜 8 中，把毎个极限表不成定积分.然 
G 计算枳分求极限值.在每馳中/足给定 K 间的別 
分, r t 是从 p 的子 K 间中选抒的数 t 



( a ) 假定火箭是从 地平面 发射的，它大约达到什 
么高度 H 这 M 3 i 3节4既17考察的火箭，但 
是在作本题时不 m 用作耶个习题 的力法 .） 

( b ) 在区间0在卜_脚出 火箭离 地面髙度作为 
时间函数的草亂 

2- U ) 附阁显 示物体从（=0到（=10秒时间区间内 
沿 J 轴运动的速度 （ mA ). 物体在这10秒期间 
大约移动多远？ 

( b ) _出区间0在/在⑴上 I 作为 f 的函数的草 
m , 假定 H 0) = 0. 


S ， 上士圮 

則分- 


:私， 苁屮尸足[: 


*■ ( _ I ) 1/5 ， 玮中 P 圮 ：1 , 3 : 的 

7. ■ [mi ^ COB ^ Ax i ，其中尸足 L - T 丸的 
个划分， 

8* lim ^ ( sinq ) ( crosci) Aa 4 • 其屮厂是 ： 0,tt/2 :的 
一个划分. 

9, 假设广 3/U)ft^ ]2,f /[x)dx 广成 U)dv = 

2,求 h 列积分 的值： 


⑷厂 /U)dt. 


(bl j ^ U ) tit . 

( c ) J g(x)6x. (d ] ( - Tig{ x) ) di . 

10. 假设 £/(; r)dx = - tt , j ^7^( x ) tb : = 7, j ^ U)di = 
2, 求下列枳分 的值： 

( a ) 


ic)ff{x)^ 

及 U ) -3/( x )) dt . 


{h)fg(x)^ 

{6}f^/{x)dx, 


在习题 11~ W 中,求函数 / 的阁形同: c 轴之间的 
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is . 怎样把把 n 然对数威数定义为■个积分〃它的定 
义域、倘域和 味数足 什么？它 H 釕什么运箅件质？ 
对丁它的 m 形作11:说明. 

16, 什么积分导出对数涵数 v 举出埤例子. 

17. 怎样定义指数闲数 d 它的定义域、值域和导数 
足什么？它服从什么指数法则？对 T 它的阄形作 

第5章实习习题 


第5章 

出说叫 . 

怎样记义闲数，和又 r n 心任何限制 
\ o^ X f *.| In ^ 的阳形奵什么关系？ %U \. U < Hi : . 
种指数 忒数和 种对数 兩数这■命娌玷茛述 
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积分法 
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K 域的总 ifiiftL 

1 1./( x) - % - 4a： + 3 1 f) 安； i 

ii/U) = 1 - (*V4), - 2 ^ X 3. 

13. /U) = 5 - 5r 3/1 T - 1 

14. /( i ) = I - s/t t 0 在 ； t 莓 4. 

在 W 勘 15 〜 26 中，求由曲线和立线包闹的 K . 域 
的曲枳. 

I 5_ y = :, y - \/ x 2 , x - 2 . 

16. Y = X , y - ]/ Jx , X = 2 . 

17 t /x + /r = 1 , i =0* y ; 0, 



I 8 + x 3 + n/7 - 1, x = {), v - 0,0 ^ i ^ 1. 
v 

V^' - I. 0 ^ ^ I 


19. x - 2y , x = 0, r = 3. 

20. i = 4 - r\ i=0. 

21. y 1 - 4^ t y = 4x - 2. 

22. / = 4x +4, y = 4x - 16. 

23. y - sin x, >= 戈， 0 € x ^ tt/4. 

24. r = I nin ^ I t y = I ,- 勿 /2 ^ x K tt /2. 

25. y = 2 sir x,y = sin 2x r 0 ^ ^ ^ -tt. 

26. r = 8 cos x, y = 3 cc 2 jc » - tt/3 莓 a： 吝 tr/3. 

27 - 求左边以 x + y =2 为界、右边以 y = ； t 2 为痄和上 
方以_> = 2为 界的" 三角形”区域的面杌 

28- 求左边以= A 为羿、右边以 6-* 为界和下 
方以 r = 1为羿的"二角形"区域的面興 

29. 求函数 /(d = / -3^ 的极值，并且求由/的图 
形和 I 轴包围的区域的面积. 

3«.求屮曲线 /I + r '^ 从第一象限切割 

的区域的面积. 

31. 求由曲线 ; t =广 7 以及直线戈= 7和7 = _ 1包闱 


的/域的总面 m . 

32* 3 tt /2 h 介 Tlttl 线） = 士 ：和 

V = rnsi 之间的区域的总面积， 

33* 面积求 曲线？ =2(^:0/^ fox 轴之间从 a ， 

I 到^ = e 的面积， 

34* U ) ilE 明： 曲线 r = 1 A 和 r 轴之叫从^ =⑴到 
^ =20的面积与 M —曲线和 t 轴之间从;^， 

1到 I = 2的曲枳相等， 

fb ) 证明：曲线 r = 1/1和1柚之间从 Jtn 到 W 的 
面积 ST 同■曲线和 | 轴之间从 J ， 

b(0 < a < b, k > 0) 的曲把相事 

35. ii ^ J ] ? + ( +山是初值问既 

:^ = 2 - ’ ⑴， 3 t v( 1)=1 


的觫 

36. 呸明： r = £(1 +2 yW7)df 是初值问题 

= yi lan > "(0) - 3 ,> ( 0) = 0 

的解. 

在巧题 37 和 3S 中，用积分表示枋值问题的解. 

37. ^ = ^；y(5) =-3. 

38. ^ =、/飞 - sin" 3 ^ ； j( - 1 ) = 2. 


在 >J|g39 〜42中+求解初值问题. 
dy 




dz - 


1;>(0) 


dv 

右 - ,v^r 


JC > h V( 2 ) = ir， 



在习题 43 〜 72 中，求积分的值 1 


.J 2( c«s jt) 


44+ J(ian ij dx. 


45,j(29 + 1 + 2 (20 + I) )dft 


47 -/ (卜 I ) 卜+卜 

4*. f '- f + ^ ~ — dt . 49. sin {2 t 3 ^ }d/. 





J ■/ ( 1 + y 1 、 

汴 d 题 73 ~ 】 12 中，求积分的值. 

73. j' (.V -4x + 74, |'(8^ - 12/ +5)(b. 




. 广 n 

r 4 (1 ■h/O 1 " 


广 36 

81, -PH 82*[^V(l ^9x 4 )^6x. 

83. J ftin 2 5f dr. 84 j*" cos^ (4f ， 子 ) dr 

85* J ser 5 ^ A&. 86. csc J x Ar. 

87. J* 3 rot £ -^~ rLc. 88* j tan 3 ~~ dft 

89. ^ sec x tan x tLr. 90* esc z cot z d:. 

91 - 「 5 ( sin a：) 3/2 cor x djt. 


W. 广 丄， f ( U， 94 . r - - ,, 

v 1 + rtin' t J " n + 7 urn i) 

4 卜. 卜 

97.J dx. 98. f 

99. + 1 > 100. - n 

01. J: * (I + 7l nI ) ' ',h. 102.((U)r' 

O c -' 

d 1 叫 



I y I v 5 y 2 - ^ 

13, 求闲数 / U ) ^ mx + b 在下列区间」:的平均 

( a ) 在1<间 [- L J ] hi 

(b) 在芮间 L-tW 上- 

14, ^ 卜列闲数在冈间上的平 均值： 

( a ) v = /37^ KN ；0,3] [.； 

(b) .v = ，/^ 在 [《间 [0, a ] 上. 

iS _ 令 / 是 K 间、 j ] 卜_的吋銥函数，在第 2 章把/在 
上的平均变化率定义的 

AAI _- A «) 

h — a 

片且把/在 i 的瞬时变化窄.定义为尸 U ). 在本 
章定义 r 函数的平均值.为使平均的新定义冋 
过去的定义保持一致.应有 

/(6 !,~ /(0) = r 在[«彳：上的平均值 
b - a 

情况果然如此吗7提出答案的理由」 

11*. 可积函数在长度为2的区间上的平均值等于函 
数在这个区间上的积分的半，这个结论成立 
吗 V 提出答案的理由. 

117. ( a ) 证明 

j ^ xdx ^ x ^ x - x-^-C 
(b) 求函数 Ini 在区间 [ K 上的平均值. 









私分法 


1>®-求函数 / U ) = 1/*在1<间11,2]上的平均值. 

HU 9. if ■算. If ： 365入的温度函数 

/(i) = .17 »in ( - 101)) + 25 

的 f . 均值.这是在阿拉斯加州费尔班克斯镇川 
来佔 it •年 f . 均气溢的-■种方 &. 关家飞象 
M 的官方数字®不，那坦常年 fl f 均气温的数 
值是25.7°『,略高亍/(；0的平均值 . 闬 3. 28 M 
4: fi 现这种羌 异的原 W . 

B1120. 气体的比热比热 C. 是给; i 质 fi 的气体在愔 
定体积I•'温度升高 IT 所®的热量.热嫌以 
.： a |/-l, B - nl ol,.( )：-/ 度克 分子） 为单位.氧气的比 
热依 赖十它的温度 7 ■，并 1L 满足公式 

c , =8.27 + 10 '(26r- 1. fHT 1 ) 

求铒气在 2d 在 T ^ bliX ； 范围内 C. 的 -f ■均 
ffi ，以及在达到这个值时的温度. 
rt-JSg12l- 128中，求 ,1^/d!. 

12 J . V = ~/l + ™ sr '(( l ，. 

122. y = j -/l + ciw 1 * d/. 

l23y = (d, 以 ， = Ui d, . 

125, y = 山- 126* > = In (r + 1 ) di . 

127 — r]%. 

129. 在冈间[„,6]上每个 a ] ■微 函数; =/( x ) 本身是 
1'. 某个函数的导数，这个结论正确吗？提 
出答案的理由. 

130- 假定 fU) 是 /(*) = 反导数.用 f 表 

示积分 f /TT7" 也，并且提出答案的理.由. 

131.设 y = jVi - T ? 山，求办 / Ac . 说明计算的主要 
步骤. 

m . 设 」 v = £_ ( i /( 1 -< : ) )士，求 d r / dx . 说明计算 
的主要步骗. 

133. 建新 ff 车场为满足 ff 车 S 求,你所在的城市 
划定如附图所示的场地.作为市政工程师，市政 

第5章补充和提离习题 

1- ( a ) 设= 7,是否有= 1? 

< b ! = 4及 / U > 5= 0,是否有 


3J5 

委求 你汁算 能否川 10000 J5 几在耶炔场 
地1_.迁 设停今 :场.假设场地洧除费川为毎 f .// 
英 K 0. 1关几,地面埔设费用为毎 f -// 英 K 2 Xi 
几.项 H 能否用10000无元这成:' utJti f - 
和 tt i f_ 夸察•（不 M 荇*之 N 4能略打; w . 取 
决_厂_采叫何种估 if ". > 



134. 跳伞运动 M A 和 H 坐在在_ 英尺 麻空盘旋的 
fl ； 升机 1-.. 运动员 A 跳下并且在降落4秒后打 
开她的降落伞.15升机然后爬升到7000英尺的 
商空盘 旋. 运动 M B 在 A 离开直机机45 秒后跳 
下，并 II 在降落13秒后打开他的降落伞.两名 
运动 M 用张开的降落伞以]6 ft / 8 的速度降落. 
假定跳伞运动员在他们的降落伞打幵前 ft 屮 K 
落（+受空气阻力的影响）. 

( b }A 的降落伞在什么高度 打开？ 

<b>B 的降落伞在什么高度 打开？ 

(c) W 位踐伞运动员先着陆。 

135. 质点沿曲线 r = In * 向右上方运动.它的1坐私 
以速率 l/d< = A rn/s 增加.质点的 j' 坐标在* 
(^.2) 以什么速.宰变化 •/ 

13(1. -位姑娘在一条形如曲线 .v = ge - 3 的滑道上 
向下 滑行. 她的 >■ 坐标以 d r Ai < = ( - i /4) 
v / 7 r 7 ft / s 的速率改变.丐婕达到 ； t = 9 ft 的滑 
道底部时.她的*坐标大约以什么速幸改变^ 
(取^ =20,并且把答案舍人到同 ft / s 最接近 
的数 .） 


人 ■//(*■) di = V? = 2? 

2 - 假设 





[/( x)dx = A^fixVh = 3,〔g(x)dx ^2 
b ' 面唧驻结果是正确的 （ 如果有）？ 

i9)f/(x)6x =-3. 

ih)f ( Ax ) + g ( x }) ^ 9. 

(c) 在 IX. 间 \： J ( x ) ^ g ( x ). 

3. 初值问覼证明 

y = /(Own h < x - Od( 

求解初值问題 

= /(*)， 盖和 ？ = o ( 当 ； t = a Ri ) 

(提示： sin(at - at ) = sin cos at - coe ax sin ai.) 

4. 比例假定: t 和: r 的关系由等式 

,= 

J ° /m? 

表示. liH 明心/以同 r 成正比，并且求比例常数. 

5. 设 

(a) /(f)dz = I co» jtx, 

(b) 广 t 2 dt = x cos wt, 

求 /(4)i 

6. 根据下列条件求 /( tt /2): 

(iU ■是正值连续函数； 

(11) 在曲线 y = fix ) 下方从方二0到尤= a 的面 
积为 

专 . + 子 sin 13 + 子 coa a 

7. 假设在 v 平面内由^轴和曲线7 ^ 

0) 以及直线; t 〗和 r t 包围的区域的面积等 

于 / P~TT -及，其中6是大于1的所有数. 
求 

8. 证明 

£(£/{i)df) Hit = £/( u)(t - a)du 

(提示：把右端的积分表冶成两个积分之差.然后 
证明公式两端具有对于^的相同导数 -) 

9. 求曲线方裡 在 v 平面内求通过点 （！* - 1) 的 
曲线的方程，假定曲线在^的斜率恒为3/ + 2. 

10. 铲泥土 从土坑底部以32 ft/ s 的初速度向上抛 

掷一铲泥土，泥土必须上升到抛出点之上口 & 
才能越过土坑的边缘.这个速度已足以抛出泥土 
或者笛要用更快的抛掷速率？ 

分段连摟函数尽管我 们主要 关注连续函数， 


m 是应用问题中的许多涵数是分段 is 续的1 如果闲 
m(x) 在闭 区间 /内仅有有限个不连续点，在/的毎 
t ■内点「存在极限 

lim f(x) 和】 im/U) 

沖11是钉限的，^时在/的 W 点存在相叫的中.側极 
限.并 R 是冇限的，那么函数 /U) 是闭区间 J 上的分 
段遙*函数1所有的分段连续函效都是吋积的.+连 
续的点把/分成开子区间和半开子 [oi./ri: 这岬子 
K 间上是 连续的 ，而 h 面的极限条件保证/汴每个子 
冈间的 闭包上存在连续延拓.为 f 求分段连续函数的 
积分，我们求每个延拓的积分 . 并且对结果求和 t 忒数 

{ L - X * - 1 ^ J < 0 
x 1 . Q ^ x < 2 
-] ， 2 ^ ^ ^ .1 
(兄闬 5.33) 在 [-1, 3] 上的枳分为 

j)H i = j* ( L - jOdi + J^tLc + J" ( - I 

1 +普即 [ H : 

3 8 . 19 

n - 卜 y 


y 



如果加上要求<^/知）£/(0 士仅在 / 为连续的点 
等于 /u) 的约束条件，基本定理适用于分段连续函数. 
对于莱布尼茨法則(参见习题杯）有同样的约束条件. 


在习题11〜16中，画出函数的闬形，并且求它 
们在其定义域上的积分. 

， - S ^ Jf < 0, 

1-4, 0 ^ i ^ 3. 

y^x , - 4 ^ jt < 0 ， 

r ^ 3 


n./(x 


ii / u ) 


f - ^ 

U 2 -4, 0 : 
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相分法 


^ 2. 

14,/iCz) ^ { ■■ /Vrr ~ £ ' 0 C < 1 T 

L(7z -6) ' \ I ^ ^ 2. 


13 .〆,）={ ( ， U …】， 

Um Trt , \ ^ t 

{ 

L 2，] S 

{;，—,： 

^ I I , 


1 S ./ U ) 


: t 耷 2, 


16 , h(r) 

17. 求在附阳中阁形的函数的平 均值, 


18. 求在附阁屮_出闬形的函数的平均值. 


19 . 验证表 5. 6中的积分公式. 

*5.6 双曲函败的积分公式 


= roah a -*- C 

I da = ifinh u + C 


J fM ' ch 1 [< du - (anh n ■+ 

J f'«f , h i U dli = - roth u 
j flprh u tanh u du = - 

Jcsch u rnth u dti = - t 


20. 验证表 5, 7 中的积分公式. 

_ 表 S . 7 反双曲 g 数的积分公式 

= ■(十 卜… 

= ™ h _(子卜 ' u … 0 

— tanh T, ^ — ) + C, u 2 < a 2 
~ - colh _L ( i)+ C* n 1 a 2 




f ilif 

1 

「 _ du _ 

1 ^'Tv 


「 h_w 


_ 0 和 a 


在习 ffi 2 l ~ 28 中.通过卜—列闲数求 积分： 

(*} 反双曲 S » ; ( b ) ft 然对数闲数. 

一 f 



24 * 


32. 


/ r + 9? 

£ 占. 

f - 生 —一 

J[ X yi + (In xf 

住 4 题 29 - 32中，求极限. 

v ^- ^ t /； 0 " ，( d, - 

™(^'l r + ^ T 2 + - + i ) 

m 丄 十 /■ + ■. + e " + 


用积分通近有，和在傲积分的很多应用问 
题中，把积分用丁-通近有限和——这是用有限和通 
近枳分这种常见过程的逆过程. 

例如，〖卜我们估计前 n 个止整数的平方根的和 
+ 72" +…十 A 积分 


是卜和 


= T^\ a = f 

v ?. + + vT . + + … + 


vf 


/i + J 2 
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第 5 + 


的极限- W 此，3 〃 是很大的止整数时，\将接近 
丁 -2/3. 并 R 有 

平方根和 = /T +及+…+ A = V ，- 
卜表 显汝通 近能够达到何等精度+ 


n 平方根和 

(2/3 U 1 。 

相对误 fe 

LO 22 . 468 

2 L 082 

i . 386/22.468*6^ 

50 239.04 

235, 70 

1,4% 

100 *71,46 

666 67 

0. 7% 

1000 21 097 

21 082 

0,07% 


33. 通过证明极限 

I * + 2 J +3’ + … + 

等于积分 

和汁箅积分，求极限的值. 

34. 泰 见习题 33 t 求极限 

liiii -^-( L 11 +2 3 + 3; + …+ « ? ) 

的值. 

35. 假设/(幻是连续函数.把极限 

巧 1[’(+)+’(|) + —’( 子 )] 

表示成定积分 T 

3«.利用习题35的结果求下列极限值： 

( a ) lim -y (2+4 +6 + ■■■ +2 n ). 

( b ) lim -^ ( i l 5 + 2 15 +3 15 ..■■+/)【 

( c) Lim 丄 / 9in — +sin — + sin — + … + 3tn — V 

j»-« n \ n n n n ) 

关于下列极限町以得出什么结论？ 

(d) Lim-^ (l ]i +2 1J +3 13 +… +n 15 ). 

n 

( ejlim -^ (\ ]i +2 13 +3% … + n 15 ). 

37. ( a ) 证明： 在半径为 r 的®内，正^边形的面积 
久为 

. nr 2 . 2ir 

1 = T sm T 

(1|)求义当71—^«时的极限.这个答案同你所 
知的关于圆面积的公式一致吗？ 

3扎令 



为 ru 算极限乂，此明 

； HL 把解押成积分 

iy ■心 

的遏 近和. （提示：把 F 「 h 】[ OJ ] 划分成个长度 
相笮的 fK 间，并 J 1 K 出内接矩形 的逼近 和.> 

39. 求曲线 V =2( lng 2 x)/x M t 轴之 (\!j 

从 = ，的曲机较大 ift 积和较小面积 
的比是多少？ 

40. 什么 DO 满 M 方程，■” = 提出杵案的 

理由. 

41. 今 / U ) = 〆 ，“和 ffU ) = 

42 . 令 


/(:) =〔 2 -^山 


( it);R df / dx . 

ib )； R /(0). 

[«：) 艾丁/的囝形吋以得出什么结论9提出答案 
的理由， 

43. 用积分定义 的函数 函数/的田形包含如附阁所 
示的个半®和两条线段.今 gU ) = £/( Odf . 



U 1 求 -1). 

( d ] 求幵区间（ -3,4) 上取枏对极大值的 
全部 r 值， 

U ) 写出同 S 的图形在*= - I 相切的切线方程. 
( fl 求 g 的围形在开区间（ -3,4) 上的每个拐点 
的: c 垩标. 


( E ) 求名 的值域 ■ 

44, 徽分方程证明：钕分方程 


满足下列条件： 


j nos "It dt ^ [ 





积分法 


( i ) y v = - sin x + 2 sin 2%. 

-2. 

«. 利川附作 明： 

J rtin x <ix ^ ^ I sin 'j rLi 

v 

s ； 

2 r .v : sin 丨 j ; 


y sin v 



Jl 


舶- 纳皮尔不等式卜向以对 

* > a > o ^ _L < Z <」 

b ti - o n 

的叫种 mA ii !： ill |. m 杼 W 种 ill : 明坫 im 何进“的』 



t 长游 ： Hitfirr JJ. NeWi b Catl^g^ Maihemotid 
知洲 WUA ： 学数卞杂忑第 2 4 卷，第 2 
期 . ；j b 165 i；;.) 


菜布尼 f 法则 汴应用 问题中 t 有吋会遇到橡 
/U) = { I +t)i\t 和 g(x) = j^sin t 2 dt 

这样的函数*它们是由间时具有 " I 变积 ^ h 限和叶 
变 m 分下 m 的枳分定 z 的. 第一个枳分可以 k 接计 
箅，何是第一 t 积分不 能在接 计算.然而.我们吋 
以通过称为莱布尼茨法則的公式求每个积分的 
导数. 
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丨 菜布尼茨法 W | 

I WJ I 的 il: 绰 ㈤ | 

! 州 HO 圮作卜 ,/ ，丨内取 tfrt 的 nfm 咱数，邶么 | 

| 4 C ’(" <L =/( ’心-’(’心)）2 | 

ra 5. m 冶出裝布圮茨认则的 』l m 解衧.它砧 
小 • SUAjd *； 度/(|>的地毯.■端铺汗地 
a 的 m •时刻 I 仵左端在起地 a . (作这个《«屮 
川 -V ifii 不川 f ^/ j ； irt | ir |. j A ： n ， hji | 1 . 地 K 由地 (£ 从 
M 9 SJi | r ( O - 小 必贽求 苍起地泫的速 4； 

W 铺汗地毯的迚肀 .1,/rf.T tt||n|, H 泠定时刻 

山地的 ifii 召!为 

■ t ( i ) = f'finAt 

( t & 


/ hxt )» 


m 5. 34 在起和铺汗 .-条 地毯：莱 ft 尼茨达则 

S :匕- /(, 心 )) 悲 

的比 何解释 

地毯覆孟面枳变 化的速 +:迠什么？ ftntsi ) t , , i ( , ) 
记按铺 ff 地芘的宽度 / U . (. T )) 乘埔 ff 地毯的速平_ 
山 ./ HtW 加的' 就足说， ju ) 以速半 


增加' ~此卜|时. 4*>以 速肀 
/( uU )) ^ 

喊少，这个速韦左端卷起地毯的宽度 /( uio ) 
同卷 起地法 速宇. du / clr 的乘积. ，*1 U ) 改变的净速 
串为 

S =/(<_")) 浩 _/ U ⑴) f 

这正是菜布妃茨达則. 

为了 证明这个法则，令 f 培/ 仵区 Nh.AM 
的-: h 反导数- f 是 

£ f{t)At ^ F{v{x)) ^ F(u{x)) 
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果 5 聿 


在这个公式两端对I微分，给出我们需要的 公式： 

£ C > ⑽ 

= ^[ F («(*)) - FU ( J ”] 

= F '( v ( x )) ^ - ^-{1,(*))^ (链式 法则） 

= /(«(*)) ^ -/(■*(*)) ^ 


在 NSS47- 54 中，利用莱布尼茨法则求 函数的 


导数. 

47./“）U di. 48-/(x) = 占山 . 

*9.g{y) = j^sin ( : H(. 50. ^(j-) = ~ di. 


51 . j InTi J：. 52 * y = In ( di, 

53. y = j s ' n ^ ^ 54, y = Ln t <!f. 

55. 利用莱布尼茨法則，求使枳分馅 

厂 “5 -Odt 

达到最大的像这样的间騸出现在政治选牛的 
数学原理中，请参见 Stcvm J T Brams 和 Philip 
D. Straffin, Jr- p ** The. Entry PmMpm in a l^nlitiral 
Rac / (政沧竞争中的#选问® h 栽 i : 
Ordeshook 和 Kenneth Shepfle 主编 Poiilicui Eguilibrutm 
((政 治均势 >), Kluwer - NijhofffHte , 波十铕. m 2 
年 + 181-195 ill . 




第 6 章定积分的应用 


概述第5章 a 经见到.在闭区间上的達续函麩具有定枳分’它是这种函数任何黎受和的栈 
限.找们 证明 了可以利用微积分基本定理求走积分.同时发现，一条曲浅下方区域的面枳或者两 
某曲戍之 H K 域的面枳可以作为定枳分计算. 

在这一章.把定积分的应用扩展到求立体的体积、乎面油浅的长度以及旋转曲面的表而枳. 
此外，讦要利用定积分求解其他问题，其中 包括求 指教坩长与指《衮减，由力作的功，物体的质 
心位 資，以及解简单的微分方 ft . 


6. 1通过绕轴切片和旋转定义体积 


这1竹.我们对横黻面为平匝 K 域的立体定 X 体枳. t 体 . S 的横截面是由乎面4 .个 s 相 
交形成的_7向_[><域（阽闬6. I ). 


«定谣要对像阁 (>.1 屮那样的立体 . S 求 体积. 我们从 
推广阀柱体的定义开始.把经典几何学屮阒往体体枳的定 
义推广到底部为彳 f : 意形状的柱体 （ 见阁 6 .2). 如果朴 体只. 
打已 知的成面积 J 和高1那么柱体的体积为 
体积=底面积 x 01 = A x ft 

这个公式构成许多、>:体通过切片方法定义体枳的基础，这 
些立体汴不是柱体. 

如果 . 体 S ftKI ' Dlta , 61内毎个 点1 的横截由_是面积 
为 AU ) 的,并且/(是*的连续闲数，那么可以 
按 F 面提出的方法把立体 S 的体积作为定枳分来定义和 
".算. 

我们把 K 间 [(1 , (■] 划分成宽度 （ 长度）为的子 K 
冏，并吐像对一条面包切片那样.以在划分点 a ^„ < 



[«>] 内 的点* 垂 KT ： •轴的 
平《厂问立体 S 相交构成 


' <〜<*, =6同*轴垂宵的平面对立 
体切片.在划分点垂宣于*轴的平面 
'把 S 切成” 薄片”（像一条面包的切 
片）. 一块典型的薄片如图 6. 3所示. 
我们用底 Si 积为/1(~)和高为= 
\ 的杜体逼近在，的平面和& 
的平面之 faj 的薄片（见图6.4>.这个柱 
体的体积 V * 为 /! O t ) ■私，它近似等 


面 fH 为已知的 T 面 L 域 WR 域为底 的^沣 

体枳=咲血积 

图 ns 柱体的体枳始终定义为它的底面 m 乘高 


丁薄 片的 体积： 


第占个薄片的体积= V , = A ( Xi ) Ax t 
因此，整个么体>的体积 r 由这些柱体的体积之和逼近.即 

V a 艺 h 



Ifl 6.3 体 S 内的曲型薄片 


(不按比洲 


阐6, 4阁 6 .3中的立体薄片由面枳为的吭 
和高为 ir* =J t -*1-,的柱体退迈 

这是闲数在 [ a ， A ] 上的黎曼和，我们要求当 [ a , H 的划分的范数趋近零时这些和的逼近 
得到 改进. 取一个把分成 n 个子区问的划分匕当 || P |1— 0时给出 
lim ^ /l{x A ) ^^ ( x)di 

所以，把它们取极限的定积分定义为立体 S 的体积. 

| 定义已知可积横截面积 /(*) 的立体的体积是 w *) 从；*的积分.即 
| ^ = ^ A { x)dx 

只要 m *) 是连续闲数或者更一般的可积函数，这个定义就是适用的.为 r 应用定义中的公 
式计算立体的体积，采取以下步骤： 

I 立体的体积 | 

| (1) 画出立体和典型的横我面的草图. （2) 求典型橫截面面积 /1U) 的公式. 

| _ (3) 求积分限. _ (4) 利用微积分基本定理求 4(^ 的积分. | 

例 1 一个3米高的棱柱体的底部正方形的边长为3 
米.棱柱体在距离顶点*米处同顶垂线垂直的横截面是 
边长为 * 米的正方形.求棱柱体的体积. 

解 

(1 丨画 草图： 画出顶垂线沿 * 轴和以原点为 m 点的棱 
柱体，在图中包含典型的横截面（见图 6.5). 

(2) 求 A(r) 的 公式： I的横截面是边长为 * 米的正 
方形，所以它的面积为 

A ( X ) =算 2 

(3) 求积 分哏： 横截面的正方形位于从*=0到 r=3 

的平面上+ m 6.5 例】的棱柱体的横截面为正方形 
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( 4 ) 计算积分求体积： 


f? 


= 9 m 3 


_ 人物传记 _ 

邦纳凡丘尔 ■ 卡瓦列里 
{ Honaventura Cavalieri , 1598— 1647) 


例2卡魷列里原理指出，高度相等和在每个商度上横 
截面枳相等的立体 ft 有相同 体枳 （ 5 SLffi 6.6), 这个结沦“接 
从体积的定义推出，因为两个立体的横截面积兩数 A (幻和 
是相间的. ■ 


例 3 川两个平面从半径为 3 的圆柱体切割下一个曲面 
楔形体.第一个平面垂直于面|柱体的轴，第一.个平 面在岡 柱体的中心以 45。 角和第一个甲.面相 
交.求楔形体的体积. 

解_出楔形体并出垂 il 于 I 轴的典型横截面的草图（见图 6.7). ：c 的横截面是面积为 


A ( x ) =( 卨 H 宽）= (^)(2^9 - 
的矩 形.这些矩形从 x =0 延伸到:* =3,所以有 

^ =_[%(*) d* = f2 X y^-P d* = _ |(9 

(令“ =9-* ; ,如=-21心，积分，并 R 代入枳分限） 

= 0 + |-(9广=18 ■ 



图6.6卡瓦列里原这两个立体具有相同的体积 T 埘以 阁 6.7 例3的楔形体，垂直于^轴 
把它们解释成叠在一起的一* 硬币 切片，横截面是矩形 

6.1.1 旋转体：圆盘方法 

在平面内绕一条轴旋转平面区域产生的立体称为旋转体.为了求如图 6.8 所示旋转体的体 
积，我们只需注意横切面的面积 4(*) 是半径为 /{(*) 的圆盘的面积，(幻是从旋转轴到平面 K 
域边界的距离.于是，横截面的面积为 

AM = TT (半径尸= nMU )] 1 

所以体积的定义给出体枳 公式： 


V = fA( K )Ax = 



这种计算旋转体体积的方法通常称为圆盘方法， W 为横截面是毕柃为 /?(*) 的岡盘. 



例4绕*轴旋转曲线>-6(0矣*专4)和*轴之间的1 ： <域产生一个旋转体.求它的体积. 
解_出显示区域，典 Si 半径和所产生旋转体的图形（见图 6. 8). 旋转体体积为 
V = J 1 -ir[/f(*) ] 2 d* 

=^ t[Jx ] ( R{x) = -Jx ) 



例 S 绕:^轴旋转圆 * 2 +/= a 2 产生一个球体.求它的体积- 

解我们想象用垂直于 * 轴的平面把球体切成薄片（见图 6. 9). 在-^和^之间一个典塑点 
z 的横截面的面积为 

A(i) = -ny 1 = ir( a - s ) 

因此，球体的体积等于 



图 6-9 绕*轴旋转产生的球体，半径为开 ( jt ) =)_= yV (例5: 
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- -- -— —- - -- --- -- - 

面的例子中，旋转轴不 M ； (轴，似足计 算体积的准则相同：求 7 t (节作相你积分限 
之 M 的积分. 

例6绕托线 r = l 旋转以 ; r = 厶与/£线 r =〖 和*=4为界的 K 域，求产生的旋转体体积. 

解_出 M 示区域 、典裀卡抒和所产生旋转体的闬形 （ 阽阐 6. 10). 旋转体的体枳等于 

v = J^tt[ R(x) ] ! d* = - 1 ] J cli = Trj^[a - 2jx + ] ] tit - ir[^ - 2 - 如 + = y 



对于绕 r 轴旋转在; V 轴和曲线文之间的区域产生的旋转体，为了求其体积， 
我们采用问样的方法，其中用 y 代替 :*. 在这种情况.圆形横截面的面积为 
^( y ) = ir [ t ■径] 2 = TT [ fi ( v)] J 

例 7 一绕) 轴旋转在 j 轴和曲线* = 2今（1在 r 在 4) 之间的 K 域，求产生的旋转体体积 . 

解_出敁示 K 域 、典铟 半径和所产生旋转体的阁形（见图 6. 11). 旋转体的体积等于 


V =fir[Jt(y)]^ = fn(^dy = =4^[- = 4^[ J] = 3lr 



4 IX 域 



图匕 1 i 例 7 中的区域和部分旋转体 


例 8 绕直线* = 3 旋转在抛物线*= 〆 +1和直线*=3之间的区域.求产生的旋转体体积. 

解画出显示区域 '典型 半径和所产生旋转体的图形（见图 6. 12>.注意横截面垂直于直线 
*=3. 旋转体的体积等千 


3? 6 


： r 7 r [/ f <，)]' 卜 
* n 

： J^ -rr [2 - /) J d r (K(v) = 3 -(〆+" = 2 - y) 

: ^[4-V + /] llr = lr [ 4 ,-^, 1 + ^f = ^ 


-vl 


ff(y) = 3 - o 2 4 - l) 

\ 扣，心 




(3.-V2) 



i 2 例 s 中的 h 域和旋转体 


6.1.2 旋转 体：垫 圈方法 

如果用来旋转产生旋转体的区域同旋转轴 小邻接 或者心相交，那么旋转体屮打-个空制（见 
图6.〗）.屯酋于旋转轴的横截面的形状是塾 ffi (见图 6. 13中的环状曲面） rfu + 足阒盘.典彻帮阐 
的尺、:[为 

外径： R ( x ) 

内径： 「 U ) 

喵圈的面积为 

4(a) = 7l[/f(*) ] 2 - irtrf^) ]' = tt( [ /f( J：) 1 " - fr( x)] ： ) 



闬6. 13 产牛图中旋转体的横截面是免圈而不是 N 盘.所以枳分釭异出略微不 M 的公式 
听以+体积的定义给出体积 公式： 

「 V = j^4(r)iLic = J*tt( [ W(i) ]' - l_r(i) ] ' ) d j 


ih 算旋转体体积的这种 A 法称 为垫團方法， ㈥ 为横截面薄片是外径为 W O 和内径为 Kx ) 的 
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阆形爷胭， 

例 9 绕轴旋转以曲线厂/ +丨和 /]； 线为痄的 K 域产生旋转体.求这个旋转体 
的体机 

解 

(11_出 K 域的 ffl 形， JHLWi— 条穿过 K 域 M 旋转 轴垂迕 的线段 （见阐 6. 14). 

(2) 求帮阇的外柃和内柃，垫圈足由线段同 lx : 域一逍绕 ^ 轴旋转以出的， 

外枝和内径廹从旋转轴到线段两个端点的距离 （阽阁 6 . 14 ). 

外衫： K ( X ) = - I + 3 
内校： r( i) = i ： + ] 



a ) 由 ® fl 〗■旋转袖的线段生成的 K 域 b } 轴旋转 时线段产生一个垡圈 

ffl6. 14例9中 的区域 和垫潮 


<3|通过求图 6. 14 a 中曲线和直线交点的: t 坐标.求积 分限： 

x 1 + I = - t + 3 
x 2 + ± — 2 =0 
(! +2)(! - 1) =0 
* - -2, x = I 

<41求体积积分： 

V = j ^ ir ( [开 U ) ] 2 - [ r (. i ：) ] 2 )(1* 

= 1^((-* +3 ) 2 - ( x - + I) 2 )(k (由第⑺步和第 （3) 步获得的值） 

=|^(8 -6 x - x 2 ~ x l )dx = ir [ g , ^ 3 a : 1 - y - y ]' = _ 

为了求绕 J •轴旋转一个区域构成的立体体积，我们采用例 9 中的同样步骤，但是计算体枳是 
对 y 枳分而不是对 * 积分‘在这种情况，线段扫出的典型垫圈垂直于；^轴（旋转轴），龟圈的外径 
和内径是7的函数. 

例10绕 y 轴旋转第一象限内以抛物线 y = * 2 和直线 >■ = 2* 为界的区域产生一个旋转体求 
它的体积. 

解首先画出区域的草图，并且作一条穿过区域同旋转轴 (j ■轴） 垂直的线段 （参 见图& i 5a) . 

由线段扫出的垫圈的外径是 /；(*) :石, 内径是 「( y ) = y /2( 见图 6. 15). 

线段同抛物线在; r =0 和 y =4相交，所以积分限是, '=0 和 =4. 计算积分求体积： 
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第 6 幸 



习题 6.1 

ftjJ ® l - 10中，求立体的体积. 

1. 夂体位 丁_在 * = 0 W JT =4 IriU 轴垂扛的两个 f - 面 

之 M . ood t : 垂 ft r * 轴的横截 

正方形.它们的对 ft 线从抛物线 r= -A 伸展到 
抛物线 y = 厶. 

2. 0:体位 T-ffii = - 1和* =丨 M* 轴* fit 的两个 f 
面之 M. 垂扛1^轴的横《面是阒盘.它们的《 
径从抛物线： >■ = / 伸堝 到抛物找 J =2-* 2 . 



3. t 体位于在:<= -1 和 i = l | pU 轴垂茳的两个平 
面之 W . ft 这 W 个平面间垂轴的横截面是 
士:方形.它们的底 边从乍 P ，■= _ v y l 伸展 
到丰岡 ）■= 

4. *体位 f 在* = - l 和 ；>：=1 同 * 轴 垂直的两个乎 
面之间.在这两个甲-而间垂 苠于* 轴的横截面是 
正方形，它们的对角线从半阆7= - '/' 伸 


展到 t:W - /. 

5. 《体的成部 fi 文轴 t : 介 厂曲线 > = 2 vMnTftK 
I ' hUO . wI 之问的 K 域.垂 ftTi 轴的横截而 足： 
( al 底边从^袖伸展到如附 ra 所小曲线的等边「 

mi ; 



<10底边从 1 轴伸展到所尔曲线的 1 ]_:方形- 

6. 、>:体位 T - 在*= -*/3 和； r = u /3 垂灯丁-^轴的两 
个平面之间.垂柚的横截面足： 

( a ) 拉从曲线 r = ian * 伸展到曲线 _v = set ’ . t 的 
网盘； 

( b ) 底边从曲线 y = tan I 伸展到曲线 y = ser I 的 
正方形. 

7. :体 位于 ft r = 0和？ ■ =2垂 P y 轴的两个平面 
之间. 乖貞丁 _ >■轴的横裁面是 直径从 . v 轴伸展到 
抛物线*=万/的圆盘. 

8. ,7 .体的底部是岡盘 V +r«l- 通过在 .v=-l 和 
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r =】 之间垂直于 y 轴的平面切出的横«面是那呰 
…条边在阓盘上的等臁 fi 角1角形，如附囝所示. 



9 ,立体仪 丁在 和 : t =〖 垂立于 t 轴的两个平 
面之间，垂直于*轴的横截 曲是： 
(»|/[径从曲线>--〖/^^伸展到曲线？- 
]/^4^的®面； 

(b) 底边从曲线 r = -1/^/T ^伸展到曲线 y = 
]/vT77 的垂直正方形. 

10* 4体位于在;^ =-及/2和 I =v^"/2 垂直于 * 轴 
的两个平面之间，垂直 于：* 轴的横截 面是： 

(*) 直径从 * 轴伸展到曲线 y 的 

圆面； 

[b] 对角线从 x 轴伸展到曲线 r = 2/ %二？的 
正方形， 

11•挟曲体一个边长为4的士:方形位于同直线 L 垂 
直的平面上.正方形的一个顶点在 L 上.当正方 
形沿直线 L 移动一段距离/ •时绕 i 转动一周，产 
生■个具有止方形横截面的类似蠼旋形的柱体 t 

( a ) 求柱体体积 ■ 

(b] 如果正方形绕直线 f, 转动两周而不是一周， 
其体积是多少？提出答案的理由. 

12. 卡瓦列里原理立体位于在I =0和* = 12同文 
轴垂直的两个平面 之间. 通过垂直于: t 轴的平 
面切出的横截面为圆盘，它们的直径从直线 r = 
1/2伸展到直线 y = 如附图所示.解释立体 
同底半径为3和岛为12的直圖锥体为什么有相 



同的体积. 

中.求绕给定轴旋转阴影 W 域 

产士的旋矜体体#1 
13. 绕: t 轴. 



在习题 n，26 中，求绕: T 轴旋转以给定直线 
和曲线为界的区域产生的旋转沣体积 1 
17. y = X: . > ^0 T X - 2. 18* y -x\ ， - =0. x =2. 

19. y= /9 -i : ， y =0. 20^ = i - 1 : , v = 0. 

21. y = Aos x _ O ^ i ^ ir /2, } =0 T Jt=a 

22. r = sec x , )=0 ，x = - - tt /4, x = t /4. 

Z 3. y = e 1 , y =0, * =0, x = 1, 

24 - 在 _ 线） =y^oTx 和： r 轴之间从 x = tt /6 到； t = 
tt /2 的区域. 

25. 在曲线>=1/<2々）和 x 轴之间从^ = 1/4到;^ = 
4的区域. 




350 

26, l y Xx ^ mnx =9 -sm 9, r = 1 rosO^J 
供形为界的 K 域. 

(技示： <W = TI 7 ： Hi = Try 2 { d */ dp)dft ) 

在巧题 27 和 23 中，求绕给定饩线旋转区域产 
f 的旋转体体积， 

2 X 第一象限内」.方以直线为萍、 F 方以肼 
线厂 suntan x 为界和 左边以 r 轴为界 的汉域； 
绕 tl 线7 =及旋转. 

1 A 第一象限内上方以直线 y = 2 为界， F 方以曲线 
v -2 Hiti 1, 为界和左边以 Y 轴为萍 

的/域；绕直线旋转. 

在习题 29 -34 中，求绕 y 轴旋转以旦线和曲 
线为痄的区域产生的旋转体体积< 

29. 由 r = v 5 V ， pO , 厂-1，包 ffi 的区域 + 
3«. 由* = 〆 ' ；t 二 0, 厂2包围的区域. 

31. 由丨 = »in 2 y ， 0^ y ^/2, *=0 包围的区域 

32. 由 ;I = y ™ ( ny /4) T -2^ r ^0, * =0 包围的区域 + 

33. 第象限内以坐标轴以及立线 y =3和曲线 j = 
2/ y 7 Tr 为界的 K 域. 

34. 由名=斤/(/ + 1), *=0, j = l 包 m 的区域， 
在习 M 35 和36中，求绕指定轴旋转阴影区域 

产生的旋转体体积. 

35. 绕 * 轴. 



第6幸 


在巧城37 -42 中，求绕*轴旋转以打线和曲 
线为界的区域产生的旋转体体积1 
37, y - x t > = I . * =0. 38, r = 2 A , y ~2 . x =0. 

39‘ ) = x] + 1. y = x + 3. 40. } = 4 - , y = 2 - x. 

41. y = ^ x, y =J2 , ， ir/4 忘文萇艽 /4. 

42. ^ r, y = tan jt, x =0, 丨 =1 ， 

在~题 4 3~46中，求绕 r 抽旋转每个 K 域产 
t 的旋转体体积. 

43_以 （1,0). (2,1) 和（]，1)为顶点的：角 形包阑 
的 R 域. 

44. 以（0,丨）， U.O)^I(l. 】 ）々Kr：^ .角形包闲 
的区域 T 

«.第-象限内上方以抛物线> =?界 * T 方 lU t 
轴为界和右边以直线^=2为界的 K 域. 

«■ 第一象限内左边以阓: t 3 +/ =3为界、々边以 
直线 * ，乃为界和上方以立线』=75为界的 
K 域. 

在>』题47和4«中，求绕给定轴旋转毎个 KH 
产卞的旋转体体积. 

47. 第一象限内上方以抛物线）二V为界 、 VJTVU 
轴为界和朽边以直线 * = 1 为界的 K 域；绕直线 
^ -1 旋转 ■ 

48* 第二象限内上方以曲线7= 为界， 卜方以 x 

轴为界和左边以直线-】为界的 区域； 绕白 
线* = -2 旋转 ■ 

»- 求绕下列轴旋转以抛物线 A 以及直线 > =2 
和 x =0为界的区域产生的旋转体 体积： 

(») 绕 r 轴； （b) 绕 y 轴： 

(c) 绕立线 ） =2: (d) 绕直线 *=4. 

so. 术绕 F 列轴旋转以直线 r 二: U, y ^ o^x = y % 
界的角形区域产生的旋转体体积1 
(幻绕直线 x = h 绕直线 1 = 2. 

Sh 求铙 下列轴 旋转以抛物线 r = V 和直线,=】为 
界的区域产生的旋转体 体积： 

(W 绕直线 r = l: (b) 绕直线 r = 2 ; 

U1 绕直线 r = -1， 

52* 通过积分，求绕下列轴旋转以 <0,0) (6,0) 和 
(03) 为頂点的三角形区域产生的旋转体 体枳： 
ta)* 轴； [b]rtt + 


6.2 用圆柱壳定义体积 

在 6. 1节把立体的体积定义为定积分1^ = |^(；0心,其中/1(：0是立体从* = <1到^ = i ■的横 
截面面积的可积函数.面积 XU ) 是通过用垂直于*轴的平面对立体切片得到的. 然时 ，这种切片方 
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法打时 难以应 ) fK . iH 如作下面第一 个例+ 中说明的那样.为 f 克服这种困难，我们对4体的体杉! 
采用同样的枳分定 X ， fH 是利用一神不同的切片方法获得而积. 

作这 - 节，我们用像闻包模+那样半杼逐步增加的阑柱而对立体 ffl 片.我们向立体 I :下方切 
片，所以每个圆性面的轴 M r 轴平行.所有圆柱面的堆.作轴是卩 ;1 一条直线，但是每个切片的岡 t ! ■:而 
半行依次增加.采用这 种力法 .把立体切成掙度阂定的薄 IW 柱壳,它们的半径由共同的轴从内向外 
增加，像树 r - 上的环形年轮 那样. 把一个岡柱壳展幵 ，显 示它的体积同面积为 4(*) 和厚度为 Ar 的 
薄矩形片的体积近乎相等.这使我们能够像从前那样对体积应用相同的积分定义.在导出--般方 
法之前，下面的例子为我们提供某些见解. 

例1绕垂直线* = - 1旋转由 * 轴和抛物线 _y =/(*) = 包围的区域产生如图 6. 16所 

i 的旋转体.求它的体积. 



闬 6. 16例1中的 区域和 旋转体 


解在这里难干使用 6. 1节采用的垫 M 方法，因为需要通过 y 表示抛物线的左支和心-支的 ；( 
值‘（这 两种* 值是典型垫圈的内径和外径，将异致复杂的公式 .） 我们旋转一个厚度为 Ax 的垂 


直长条而不是旋转厚度为 Aj ■的水平长条.这种旋转 
产生一个圆柱壳.它的高度是垂直长条底边内.一 点' 
上的髙度;>',，而厚度是 A *. 團 6. 17中的中间阴影区 
是圆柱壳的一个例子.我们可以把图中所示的圆柱壳 
想象为逼近旋转体的一个切片，它是通过围绕接近内 
部空洞平行于旋转轴垂直向下切割旋转体得到的.然 
后围绕加大的空洞切割下一个圆柱切片，接着再切割另 
外一个切片，如此 下去， 获得 n 个圆柱切片.圆柱切片 
的半径逐渐增加，而它们的高度随着抛物线的周线改 
变： 从内向外由短变长，然后再由长变短（见图 6. 16 a ). 

每个圃柱切片位于*轴上一个度 （宽 度）为加 
的子区间上，它的半径近似等于〔1 +〜），而其高度 
近似等于如果铺开在的圆柱切片，并且 
把它展平，就(近似）变成厚度为的矩形薄片（见图 6. 



图 6. 17绕直线 *= - 1旋转厚度为 A * 
的垂直长条获得高度为_>，的 
圆柱壳. M 壳柱的外径出现在 
*,，抛物线在郎里的离度为 
fi =3*, -4( 例 7) 

18). 第 A 个圆柱切片的外部周长为 2 ttx 


(半径 ） =2tt(1 +〜> ,而这是展开后的矩形薄片的长度.它的体积近似等于一个长方体的体积： 


=( 周长 ）x ( 髙度 ） x (厚度 ） = 2 w ( 1 + rj - (3*, - i ^) - Ax 
把区间 [0,3 ] 上各个圆柱壳的体积 Ah 加在一起，给出黎曼和 
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筘 6 章 



取当厚度 A^-0 时的极限给出体积积分 


V = lim ^ 2 tt(^ + 1 ) (3x a - 4 ) As = J 3 2tt( 
=J 3 2 i rr(3x 2 ^ 3x - x 3 - x 2 )dx = 2 ttJ (2t* 

=2 ir [ y r ，+ t * = y 11 


x + L) (3* - i ! )dr 
+ 3* - Jt ? )ili 


下面我们来推广例 1 中采用的方法. 


圆柱売方法 

假定在有限闭区间 [«,A] 上以非负连续函数 r=/(*) 的图形和*轴为界的 K 域位十垂苜线 * = 
乙的右边（见图 6. 19 ^. 假设所以垂直线可能接触 K 域，但是不穿过它.我们绕垂直线 i 
旋转这个 K 域产生旋转体 5. 


垂 Hte 转抽 



SH 旋柃袖 



图男绕垂直线* = i 旋转 a 中所示的 K 域时，产生可以切片成 
圆柱壳的旋转体：一个典型的圆柱壳显示在 b 中 


令 P 是区间上由点 a = *« <气 < … < 气 = (> 构成的划分，并且令 Q 是第个子 K 间 
的中点.我们用基于 [0.6] 这个划分的矩形集合逼近图 6. 19a 中的区域.一个典型的 
逼近矩形具有高度 /(Q ) 和宽度如果绕垂直线 * 旋转这个矩形，那么扫出如 

图 6. 19b 所示的阏柱壳.由几何公式可知，由矩形扫过的圆柱壳的的体积为 
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" —-- ■■- — - _ _ - _ 

队 =277 X (平均必 t : 衫） X (A 商度） X = 277 • ( r , - n ./(,.,) . A tl 

我们通 H 对祸 ni 分 p 的 ts _: 形 " hH 的 [« i 柱忐的体积求和過近旋转体 >. 的体炽： 

y = ^ 

这个黎铂和当 II /I -0 时的极限给出作为定枳分的旋转体的 体枳： 

v'Wh 如 A t •径 ）（4 A 度 ）< l. t = f 2ir(x - 1.)/( x),h 

式的枳分变 Mi 称为厚度度置.我们用第一个枳分 ifif 不叩第 个包含被积闲数公忒的积分.仆 
r ' 强调阏代壳//法的过枉.这样也容许绕水 f . 线 a 

I 绕垂直线旋转的圆柱亮体积公式 一 一— "" 

I 通迸绕 ..® 线 I =乙旋转汴；(轴和连续蚋数 V =/( 幻 5=0( /, o = s /, ) 之 | itj 的 K 域产屮的旋 
转体体枳为 

-------——___ _ 

例2绕7轱旋转以曲线 . Y = 以及 I 轴和 it 线 .V =4为界的〖 X :域产生旋转体.求它的体积 . 

解 W 出 K 域的草 m , 作一条平行于旋转轴片穿过区域的线段 （见阁 6.20 a ). 标明线段的岛 

度 (壳高 度）和到旋转轴的距离(壳肀抒).（我们在 m 6. 20 b 中 | Bi 出圆柱壳，侣是读苦不必这样做 .） 



«分[义>| 


hi 4ia 山宽 [s /jAv 的 « Sf 」出的： S:f ?：:■； 

阁 6 . 2 « 例 2 中的 R 域和网柱壳 


圆 t . t 壳的厚度变靖为 *， 所以壳体积公式的枳分限是 (I =0和 6=4( 见图 6. 20). j .. 是体积为 

「=(2打（壳半枝 ）（ 壳 高度） 也= f2 ^ x )( r x)dx = 2 ^^ = 2 1 r [ A - I ^ J ， = ^ ■ 

迄今为止，我们所用的是垂直旋转轴.对于水平旋转轴.在公式中用7代_/ 

例3 _绕*轴旋转以曲线？ =6以及 t 轴和直线: >. = 4 为界的区域产生旋 转体. 求它的体枳. 

解 画出 区域的草图’同时作一条平行十旋转轴并 且穿过 K 域的线段（见图 6. 2 U ). 标明线段的 
长度(壳高度）和到旋转轴的距离(壳半径).（我们在图6 21 b 中画出阏柱壳，但是读荇不必这样做 .） 

A 这种情形，壳厚度变量为）■，所以壳体积公式的枳分限是„ =0 和 6 = 2( 在图6 21中沿 v 
轴）.旋转体的体积为 

V = | 2 tt (壳半径 ）（ 壳高度） d )」 = ^ 2 tt ( j ) (4 - j")df = (2 tt (4 _v - v ! )dv = 2- n - J ^ 2 v ; —上 J _ = 8 tt 





阁 6. 21 例 3 屮的 K 域 WM 杵* 


圆柱売方法小结 无论 旋转轴处在什么位置（水平位置或垂贫位 a ). 实现阓柱壳力法的 
步骤 如下： 

<1 丨凼 出区城的草 ®, H 时作一条平行于旋转轴并 H 穿过 K 域的线段.标明线段的高度或 
K 度（壳髙度）和到旋转轴的距离（壳丰抒）. 

|2)求厚度变错的相分限 - 

13 ) 求乘积 2 ir x ( 壳半径 ） x ( 壳高度）对呼度变# U 戍 r ) 的积分计算体枳. 


3用两种方法计算区域旋转体的体积时，圆柱壳方法给，屮,与牮圈方法相同的答案.我 们仵 
这里对这个结果不作证明，但是在习题3 7 中给出证明的概要.实际上，两种体积公式都足我们 
在第13章 H ■论二重积分和二重枳分中考察的一般体枳公式的特例. - _股体枳公式也可以 W 十计 


算那些不是由旋转 K 域扫出的其他立体的体枳. 


习题 6. 2 

在习题1~6中，利用圃柱壳方法求绕指定轴旋 
转阴影 K 域产生的旋转体休积. 



5._，轴 6 ..V 轴 


1 

「V _ V ^- T /| 

|5 

^ ^ V3 

1 

. ^.i 

- V 

» y 


i — ^ j °i 

\ 



在■^题7 ~ 12中，利用圆柱壳方法求绕>_轴旋 
转以曲线和直线为羿 的区域 产生的腚转体体积. 

7, v = ^, y - -x/2 y x = 2. 

-2x. y = x/2 ，太 =!_ 

9* y - , y - 2 - x, jc =0 对干戈赛 0 的部分 ■ 

10. y^2-x 2 , v =jr 2 t i =0. 

1L y - 2 x - ] , y = -Jx , x =0. 

12, y = 3/( ijx ) ♦ v = 0 , x = L, x 



定积分的应觅 


13.令 /(*) = f <ainl)/1 ' 0 < * 笔甘 

1 】，X =0 

(alii} ■: 明 ： ) =sin a ：， O^jc^tr. 

(b) 求绕 y 轴旋转附闱阴彩区域产生的 旋钤体 



[a) 证明： xg { x ) =(tan ^) 1 , i )^ x ^/4. 

(b) 求绕; r 轴旋转附阁阴影区域产生的旋转体 
体积， 



! 


在 15-22 中，用阒柱壳方法求绕 t 轴旋 
转以曲线和直线为界的 K 域产牛 . 的 旋转体体积 . 

15. x=^-, x= -y, y = 2. 

16. * =/ , x- -y, y = 2, 

17. * = 2 r - t 2 , *=0. 18. r = 2 r - r 3 , z-y. 

19.y= III ， y = 1. 20. j- = 1 , y = 2x, y-2. 

21. y =7i, J = 0, y-x -2. 

22. y=.f^, r =0, y = 2~x. 

在习题 23 和 24 中，利用圆柱壳方法求绕指定 
轴旋转阴影区域产生的旋转体体积 . 

23. (a)i 轴 . （ b) 直线 } ^ = 1. 

(c> 直线 j' = S/5. (d) 直线 ; r= -2/5. 
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M. U}* 轴. （bl.ft 线 v = 2. 

Ulft 线 .v=5. (d) rLnr= -5/H. 



对 T* 些 K 域而言， 用毕 阇方法和阆柱壳方法 
M 样能 够计算 绕坐标轴旋转 K 域产生的旋转体沣 
积.然 rti, 并非对7■'所有区域都是如此.例如 ，'气 
绕 r 抽旋转区域并 M 用垫 ffl 方法时，我们必须对.V 
积分.0〖能出现尤法用^•来表示被积函数的 
情况.这时 "f 以改 fHM 柱壳方法对: t 枳分- ,-J|fi 25 
和況提供 玷些阽 解. 

25 - 汁算绕每条坐标轴旋转以直线 r = ；t 和抛物线 
r = V 为界产生的旋转体体积.利用 
U) 脚柱壳方法； （b) 单明方法. 

26* 汁算旋转以直线 2 y = x + 4, _ T = t 和 * = 0为畀 
的一:角形区域产生的旋转体 体积： 

(»1绕：《袖， 用垫屬方法： 

1«>)绕7轴，周圖柱壳方法； 

( C ) 绕直线* = 4 ,用 圆柱壳方法； 

( dl 绕直线, v =8, 用垫圈方法. 

在勺题27~32中，求绕给定轴旋转区域产生 
的旋转体体积.在任何给定的实例中.如果你认为 
最好采用垫阐 A 法，请随意使用. 

27. Wd . I ), (1. 2) 和 （2. 2> 为顶点的二角 
形，绕 

Uh 轴； （ bl /轴； 

U ) B 线 r = 10/3; (d > 肓线 - v = 1 . 

W - 以抛物线; r = A 以及直线 y = 2 和 i =0 为界的 R 
域，绕 

IW * 轴； （ b ) j •轴； 

(cl 直线 *=4: ( d ) 直线 r = 2. 

29. 第一象限内以曲线; （- y * 和>■轴为界的区 
域，绕 

(<*)■* 轴； （ b ) 直线 y = l . 

30- 第一象限内以曲线 isj - y 3 以及直线 * = 1 和 
>=1 为界的区域，绕 
(■卜 轴； （ bb •轴： 

(«0直线 pi ; ( d ) 直线 r = l . 
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3 L 以曲线 7 = 4和>-//8 为界的 K 域，绕 
(ah 轴； （bb 轴 T 

32. 以_线/=以-/和 K 线厂 为界的 KfeL 络 

( ah ，； （ bK [ 线 m ， 

33. 绕; v 轴旋转第象限内 t . 力以 曲线 ） =1/， 4 为 
界以及左边以打线1/】6为界和卜方以 ft 线 
y = l 为界的 K 域产1:旋转体.用下列力‘法求旋 
转体体枳： 

( a )^ Rfl ；;7 i ； (blEHl 柱壳方先 

34. 绕 r 轴旋转第象限内 1. 方以曲线 yd / A 为界以 

及左边以 .1* [线1 =】/4为界和 卜方以打线 > =1 >； 
界的 K 域产屮旋转体■川 K 列方法求旋转体 体积： 
( a ) 墊圈方法： （ b ) 圆柱壳方法 ■ 

35. 绕 x 轴旋转附阳所示 K 域产乍旋转体.你能够 
用圖盘方法、挚 W 方法和阓柱壳方法中的哪种 
方法求旋转体体积9在每种情况霈 要求多 少个 
积分？ f •以说明. 



36.绕 y 轴旋转附围所域产生旋转体+你能够 
用圆盘方法1垫阇方法和圆柱壳方法中的哪种 
方法求旋转体体积？在每种情況需要求多少个 
积分？提 m 答案理由. 

n 3 ^' 


第6章 


37. 用垫圈方法和圆柱光方法求体积的等价性设/ 

>0) [的4微泌教和增闲数* 
件 K 假災/存在吋微的反闲数/、绕 r 抽旋科 
以/的围形以及 S 线* = a 和） =/ U ) 为界的 K 
域产十旋转体.那么 ， fh 帘方法和阒+卜&方 
法给出的旋转体体右 U 4< r 相等的沆： 
f t Tliif'iy)) 2 - a ： )(^ = J 2^xi/(h) -/{.0 )cU 
%j n [【. 叫这个等式，定义 

mt ) = fj iriAf - iy ))' - ) t h 

vS ( f ) - j " 2 ttx (/{ i ) - fix)) rfx 

然 V7i£ 明喊数 『和 > : 在的 - 点 - 致 . 
片且在 [ a j] 上 M-h 相 M 的导数 .I 卜 : 如在 4.8 IV 
126 见到的那样 +这将保证对 Tl 中的 

所有，值有 ffu) =s(o. 持别足， r ⑴二 
S{h). ( 来 ift: Waller Cariip. “ Disks find Sh^lln 
Rpvisired "(冉讨论岡盘方法和岡拄 A //法1 
Am^rictin Mathenuitiral Monthly ( ( [^] 数 f U 

m.) ， 第弗卷，第 2 m. i99i 年 2 i54 — 

]56 ) 

38. 绕 ，轴旋 转曲线和 _x 轴之 ㈣ 从 i 二 I 
到 i = 2 的区域< 如附 m 所水） 产牛旋转体.求它 
的体积， 



39. 求绕_1轴旋转由曲线）_ = ( '~以及3线_ 1 _=0.- 1 = 
0和: r =〗的 ffl 形所包围 K 域产生的旋转体体积. 

40. 求绕 r 轴旋转由曲线 r = f^ 以及 a 线 ,v = i 和 
T = l n 3的用形所包围区域产卞.的旋转体体积. 


6.3 平面曲线的长度 

我们对十直线段长度的含义是 J - 解的，但是如果不用微枳分，对于一般的弯曲曲线的长度 
就无法确立准确的概念.在这一节，首先把从点>1延伸到点的曲线细分成许多段，并且) H 直 
线段联结相继的分点-然后对所有这样线段的长度求和，取线段数目增加时的极限.并且用这个 
极限值作为曲线的校度. 

6. 3. 1以参数方式定义的曲线的长度 
令 C 是用参数方式由方程 

*=/ 0 ) 和 >"= 苕（ 0 , a ^ t si b 
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给 fli 的曲线. 假定 函数/和#在 K 间 [ a . A ] 上是连续可微的（表示它们 H 存连续的汙数）.此外， 
假定汙 数/和 〆 不 | H ] 时为眾，由此排除曲线 C 包含任何角点或片尖点.这怍一种曲线称为光滑曲 
线- Hi 许把这种曲线想 象成如 阁 6 . 22 中的质点运动的路抒足打益的. 质点从 ,=„时的点/!= 


(/(«). 片（《>)运动到 <=A 时的点《 = (/(<>)， g { b )). 
我们在点4 =心，/>,, …. P , = fl 把路杼（或者 

弧)<4«细分成 n 段.这鵪点对地十[<间「《,(<] t : 由<1 = 
l » < ( i < L …/，确定的一个划分，其屮匕= 
(/((.), 川 tr 线段联结 这个划 分屮的相继各 a 
( W . S 16.22). ■个代表性线 段抟有 K 度 

= y ( Ax,y + 

= /T/u ( ) "-KoT + [^( o < 二 )r 

(参见图 6. 23). 如果厶 (1 钻很小的童. l ^ SL , 近似等 
卜弧巧.,/%的长度.根据中值定理，在乂，，~]中疗 
在数 < 和 （ r , 使得 

=/(<*) -/((*.,) =/'(<； ) it , 

^ 8(h) - ^(^-i ) = g ( {ty )At k 
假定当 <从/=«增加到 i=A 时、质点恰好遍历从4到 
的路径一次，其间没有折返或者倒退，曲线“长度” 
的-个逼近值是所有扶度△，之和： 


Pi 



0 | 


m 6. 22屮#数方式由方程和 

⑴ ua 在 6) 迮义的曲线 r ; 
曲线从 J 到《的 k 度 〖 u 从1 =/^ 
开姶经过 p ,. 匕，…到达 s = 
f \ 终结的折线路径< 红线段免 
合）的长度之和逼近 



定义如果曲线 C 是用参数方式由方程1=/(^)和）=片(0( 0 名;英6)定义的，其中/和， 
是 K 间 [a,H 上的连续函数井且不同时为零，并 且当； 从增加到 f = 6时恰好遍历 C 一次I 
那么曲线 C 的长度是定积分 


—条光滑曲线 c 在时间区间 [ a ,6] 上的质点运动方向不会折返或者逆转，因为在整个区间上 

(/f + c〆 ） 1 〉。. 






J5H 


第 6 幸 


(当0茛 < 茛 tr /2 时< 


第一象限部分的长度 


人物佑记 ep 4(3/2)=6. _ 

- 6. 3.2 曲线 y = " x ) 的长度 

格雷戈里.至文森特 给定一个连续可微函数 y =/ U ), a^x^b , 我们可以 

[Gregory St . Vincent , 1584-1677) 指定 *= ，作为一个参数.这样一来，函数/的图形就是以参 
数方式用方程 

叉 =f 和 v=/(0 ， a d & b 


如果;那么使用莱布尼茨记 〖 i ， 我们得到文十弧长度的下述 结果： 

卜 Ul) r :TM s 、 ⑴ 

如果曲线打 网种 的参数衣示形式， A : 求长度时采用哪一种表示形式是 要紧的 亊吗？ 答案 JB 
仲 定的. 我们选抒的参数表尔形式满足曲线 K 度定义屮提出的条件 （ -个例子参见习题 36). 

例1利用曲线的长度定义，求川参数方式由方裎 


x - r con r 和 y = r sin ( t 0^(^ 2-tt 

定义的半抒为 r 的阏的 K 度. 

解当 i 从 0 变化到 2 tr 时.恰好遍历圆一周.所以周 



解由干这条曲线对坐标轴的对称忡，它的长度是曲线在第一象限部分长度的4倍.我们有 





定狃分的应用 J59 

山义的曲线 f:, 刖这个方稈是前面考虑的参数方枵的特例. 

i = '- i =^ ] 

从3, 5卄的汁算.我们办 

办 = 吋/ 山- 
Ax ~ 4] x/dt ~ j { } 

滅削 i (^)' + (^-)' =1 + :/’⑴：、I + (^)' = 1 + :/-(*)] : 

代人公式（〗 ） 给, 'h y =/(*) 图形的弧长公式. 


曲线: r =/ U ) [« 忘矣 4} 的长度公式 

如果/是闭 K 间 [«>] 上的连续可微闲数，那么曲线（图形 ） r =/ U ) 从； V =« 到* = & 的长度 

卜 + t fT di = Z /i 7 「 7^ 七 (2) 


例 3 求曲线 } = 2 --( e * +,■ ■), 

的长度. 

解利用公式（2)和 0 =0, 6=2,以及 



1 +(£)、 i (’ +2 +e：,) = [ 2 <e， +e ">r 

曲线从^^到^^的长度为 

^- U^W ^ =d(f + e -*J(k (用公式 (2) 及《 = 0』= 2) 

= +[〆 -e -1 ]^ = y(e- - e 3 ) = 3. 63 ■ 

6.3,3 处理 dy/dx 的不连续点 

在曲线上 d r /cU 不存在的点， d^/dy 有可能 存在. 在这种情形下，通过把I表示成 r 的函数， 
我们可以应用 冋公式 （2) 类似的下述公式求曲线的 长度： 


曲线赛心的长度公式 

如果兵是区间 [〃，U 上的连续可微函数，曲线从 r = c 到 > = d 的 K 度为 

l O —+( g ) 3 # = £ yw^xTrrdv (3) 


例4求曲线:> =&/2广从;^0到1 = 2的长度 t 

解 导数 ^ t ( t ) 1#； I =0 无定义，所以不能用公式 （2) 求曲线的 




K 度， 

W 此，我们把"裎改 V 成 Hj y ^i<x 的 形式： 

-(■ff 

= X 2 (两端 A 乘 V2) 
t - 2y v ^ (求解又） 

从这中 . ft 出，耑要求 K 度的曲线也足 : t =2 r 12 从 y =0到 
J = * 的阁形（ m ^] 6 , 25). 



帥 Z = 2 ( yV ^^ 

在;: cm ] k 是连续的.所以，呵以川公式（3> 求曲线的 
长度： 


r = “/2产从 1= 0到^ =2的 
m 形也是 * = 2/=从 r = (> 到 
T = I 的阁形（例 4) 


(公式 （3) 取 c = 0 ,<f = ■) 

= i ' f C1 +9 > )1 ']' (今 u = l +9)., du /9 = d ，., 积分，并 tl 代人枳分限） 


( 10 Ao " - 1 卜 2 . 27 ■ 

6- 3.4 短微分公式 

时常把公式 （1) 写成微分形式而不是导数形式.这在形式上焙这样实 现的： 在公式中用根兮 
下的（山） ； 代替根兮外 的山. 然后把根式屮的两项表示成 

( d !) (d，)i = ( f di ) = (d " )2 

按照惯例也要取消（心） ： 中的括号而改写为心 2 .所以公式 
(〖）变成 

L = J ,/ dx 1 4 dy 3 (4) 



为了计算积分，心和 dy 都必须用同一个变最表示，而且必 
须提供公式 (4) 中相应的积分限. 

有助于 iC 忆公式 (4) 的一个方法是把它写成 

els = y dx 2 + dy 1 ( 5 ) 

并 R 把心 当成弧 K 的微分，它可以在相应的积分限之间积分给出 
曲线的总长度.按照这个观点，所有的弧长公式就是公式 = J ■山 



的不 N 表达式.阁 6. 26 a 给出对应于公式 （5) 的心的确切解释.- 

图6+ 26 b 不是完全稍确的，但是它被视为图 6. 26 a 简化的近似表示， b ) 


习题 6.3 

在习题1 - S 中，求曲线的长度. 


m 6.26 i 己忆公式山= 

/ di 2 + dr : 的 m 示 
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定积分的应用 


Lx=l -t, y^2 +3t t 

2_* = ooflf* y + sin t, 0 务 fsSir, 

3, * = r 1 , y - 3i J /2 , 

A.x - t l /2, j = (2f + 1 )^/3, 0^f^4. 

5. x = (2£+.T)^/3 t y = /4/ j /2 t 0^r^3. 

6. j =8 f +8/ sin i t - 8 nin ( -8( ma (, 0 专 f 莓 tt/2. 

7. x = e* -t, y =4^ , 0^(^3h 

y = ^Hin t, 

在巧题 9-H 中，求曲线的长度.如果你有绘 
囉, 吋以绘制这些曲线的阁形.观察它们的形状. 

9. r = (l/3)(x 2 +2) i/2 M.x=omx = 3. 

10. y = r^ 从 jt =0 flj i =4. 

11 … it ， （ 〆/])+ 1/(#)从7 =]到 y = 3. 

(提示：] + ( dxAW )^ 为完仝甲方 O 
12. x = ( y ^/3) -y^hky^l 到， = 9. 

(提示：丨 + (tk/d y > 2 为完全平方 .） 

J3. *^(//4) 4 i/(S y 2 ) 从 y = l 到 j-2. 

(提示： 1+( 如 /dyf 为完全平方 ■) 

14. x = (//6) +1A2 7 ) 从厂 2到: y =3. 

(提示：〗 +(tU/d r ) 2 为完全 f 方-) 

1 5. r = (3/4) r ^ -(3/8)^^ +5, i ^ x^ r 
16- r = { X s / y ) + X 2 + x + 1/(4^ 44) , 

17. J = ^/\ - x ' , - ]/2^ x ^\/2. 

18. x = j 。 y%e.ct - 1 di, - tt/ 4 ^ r ^ tt/4. 

Q 在 4 题 19-26 中，执行 F 列处理步骤： 

(a) 建立曲线长度的积分. 

(1))_出曲线的图形，观察它们的形状了 
(c) 利用绘图器的或计算机的积分计算器求曲线长 
度的值. 

19. 7 = i\ - 1 ^ x ^2. 

20 . 7 - Ian ^ ♦ - ir /3^ ac ^0. 

2L x = sin y, 

22. a = /T^, -l/2^ r ^l/2. 

23. 〆 +2r = 2 J + L 从点 （-1，-1) 到 (7,3), 

24. y = sin x - x cos x, 0 在； r 在 it * 

25. y - tan t d/ T 0 在 ； i 笔 tt/6. 

26. j = J ■yW 、 - 1 tit, - tt/3 ^ y ^ tt/4. 

27 - 是否存在这样一条光滑（连续可微）曲线，它在 
区间0忘 r 备 fl 上的长度始终等提出答 
案的 理由. 

28- 利用切线雄片推导曲线的长 賡公式 假定/在 

区间 [^6] 上是光 滑的，并且用通常方法划分 
[«^]-在每个子区间 [h-uA：： 上的点 Uu, 


A 、 ,)) 构造切线翅片，如附 ffl 所/ rt 
UHiH 叫： 在第; t 个切线翅片 
的 K 度等丁 ■ 

/( 4 ifix ^) a^v 

( b ) M ； 明： 

(第 A 个 tJJ 线翅片 长度） 

=£ /l + (/ 

这足曲线 .r =/( W 从《到 A 的长度 i . 



W^/j 


職翅片 


- ； Hft'tl 率 

-—^r~ 

1 

\ 

~1 /U *- |) 


**-1 J * 


^ U> 求一条经过点 （M) 的曲线 T 它的长度积 
分为 



tb ) 这样的曲线有多少条？提出答案的理由. 

30. [ W 求 - 条经过点 （0 J > 的曲线，它的长度积 
分为 

L ; l^V 1+ 7 dr 

tb ) 这样的曲线有多 少条？ 提出答案的理由. 

31■求一条经过 V 平面内原点的曲线，它从 *=0 
到 i = l 的长度为 



32■求_条绞过点（ I , 0) 的曲线，它从1 =]到 1 = 
2的长度为 

U 求曲线 

x = In (sec t + tan f) - sin t 
v = cos 0 氐 f 在 tt/3 

的长度. 

34. 求附阁所示摆线 

: t ， a{9 - sin 0) f y = a{ l - cos , 0 在没在 2tt 
-个拱形的长度.攥线是由沿直线（例如 * 轴） 
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滚动的 1 的圜周 h ■点 P 描出的轨迹1 



o ] ~ 2 jw 


35. 求曲线 

i =〆十 p 『， y - 3 - 2t, 0 ^ ^ 3 

的氏度. 

36. 长度独立于参败表示为了说明我们得到的曲 

线长度的数值不依赖于参数表术 （前面 提到防 
Ih 曲线折问的适度限制除外）这个，实，川卜 
面两种 不同的 参败表小计算半圆 y = 的 

K 度. 

(a | 戈= cos 2f ， r = sin 2i, O^/^tt/2. 

(b)^ = sin -nt, y - crw tt( , - l/2^/^]/2. 

计算 机探究 

在 4 题 3 7 ~物 中，用神 CAS(H 算机代数系 
统）对〒在闭区间上给定的曲线执行下列处理 步骤： 


筘 6 章 


(a 丨绘制曲线以及在闭[X:间』.取„=2,七《个 
划分点的折线遑近路抒的阁形 （卷见 

(b) 通 Hit ■算线段民度之和求柑应的曲线拉度 
逼近. 

(c) 利川积分求曲线的 K 度.把《=2. 4. *1 的 
折线通近同由积分给出的实恥 K 度做比较. 
，〃增加时实际长度㈣通近的比较结粜 4U 
何？对你的答案作出解释< 

胤 /(*) = j 1 ' 1 + 

39*/(j?) = ^in( tt^ ：" ), 0^ 

40- f ( x ) - x 3 rws x 7 

41 ' /(I) -+■ 

42./(x) =x'-x 2 , -l^isl. 

43 - i = t , 1 ' - l= y i! - 。 ^ 备 1 . 

44 t ^ =2f j - I6r 3 ^25 y + 5, y^r + f - 3 , 

45. x = r - oos I, y = l + sin (, 

46. j = In ^ r = -/t +2 ，丨 幻备 4. 


6.4 旋转曲面的面积 


当人在眺绳时，绳子在空中环绕人体扫过的曲面同所谓的旋转曲面相似.这种曲面的“闻 
积”取 决于绳子的长度和它的毎一段同旋转轴的距离. ft 这一节，我们定义旋转曲面的面枳.更 
复杂的曲面将在第14章讨论. 

6 . 4,1 定义曲面面积 

我们要求对旋转曲面定义的面积同经典几何学中对子球面、圆柱面和圆锥面这样一些曲面 
面积的已知结果一致.所以，如果此处讨论的跳绳所取的形状是绕 i 轴旋转的半径为 a 的冬圆 
(见图15,27)，它产生的是曲面固积为的一个球面1 

在考察一般曲线之前，我们先从绕: c 轴旋转水平线段和倾斜线段幵姶.如果绕 x 轴旋转扶度 
为 Az 的水平线段4趴见图 6.28a>, 产生一个面枳为 2irrA：r 的岡柱面.这个面积同边长为 h 和 
2iry 的矩形的面积相等（见图 6. 28b). 长度2,是由绕 ，轴旋 转线段4五上的点 （D ) 产生的半径 
为 y 的圆的周长. 

假定长度为&的线段是倾斜的而不是水平的.这时绕 T 轴旋转产生一个阏锥平截头（见 
图 6.29 a ). 按照经典几何学，这个平截头曲面的面积等于 ^ ry _^， 其中，= 1： ^ Zi 是倾斜线段 

在1轴之上的平均高度.这个曲面的面积同边长为和 2 irr + 的矩形的面枳相等（见图 6+29 b ) + 

让我们在这些几何原则的基础上定义绕 x 轴旋转更一般的几何图形扫过的曲面面积.假定需 
要求绕*轴旋转非负连续函数 y =/ U )， 的图形扫过的曲面面积.用通常的方法划分闭 
开间 [ a , 6]，并且用划分中的点把图形细分成一些短弧段+图6,30显示一个典型弧段以及它 
作为函数/图形的一部分扫出的环带. 






结 i 轴旋 W 长度为 Aj 的倾斜线段 Mf- 卞 b ) UUfffrr 袖之 J ■的乎均高度 

的圆锥平截头. R 面枳为 27tv，Mv v4> , 

>*-" 为边长的坧形的 [Hft! 

ffl 6 . 29 

当弧段 P (> 绕 i 轴旋转时，联结/ '和 0的线段扫出一个阓锥平截头，它的轴在: * 轴上 （见 
图 6.31). 这个圆锥平截头曲面的面积逼近由弧段 p<? 扫 出的环状带的面积.图 6.31 屮显_示的圆 
锥平截头曲面的面积为其中，是联结的线段的平均高度， L 是它 的民度 （叼前面完 
全一样）‘由于 / SO , 从图 6.3 Z 看出，线段的平均髙度为，=(/(〜_,) + / ( ft ) V 2, 而倾斜线段 



围6-30绕^轴旋转非负函数的 

图形产生的曲面；这个曲面由像那样 图 6.31 联结尸和 (？ 的线段扫 

的弧段扫过的环状带合并而成 出一个岡锥弘截头 
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的长度为 y(^) 3 + (^；)" r 闪此， 

f 截头曲面面积 =2 tt ' /(U、(W 


=Tr(/(i t _, ) +/(x k ) ) /( A.x t ) i + (Ay t ) 2 

原来曲面的面积 M 像这样的弧段妇出的环状带面枳的和， 由平® 头曲面面积的和 

g 77(/(^-.) + '(1^7 ⑴ 

逼近.我们耍求这个逼近当 UJ ] 的划分变得更细时得到改进.此外 t 如果函数/牯可微的，耶 
么由中值定理，在曲线[:的/^和(？之间存 在一点 （ r iT /( c t ))， 此处的 切线冏 线段 f 行（见 
m 6. 33). 仵这个点， 


fU \) 


Ay t = f {^ ) A - r , 


4 段氏度 



^ - 1 

h - - ^ — H 







me . 22 同弧段 p <> 和线段 p (? 相关的尺寸 m 6. 33 如果 / 是光滑的，中值定理保证存在 

此处的切线同线段 py f-n 


用这个结果代换 Ay, ,公式 （ 1 ) 中的平截头曲面面积取下述 形式： 

+ c/tw 

= +/{* 4 ))yi + cr( c ,m <2) 

这种和不是任何函数的黎曼和，因为〜_,，〜和 C, 是不同的点.然而可以证明，当： a ,6] 划分的 
范数趋近零时，公式 （2) 中的和收敛于积分 

卜/(幻 A + (/'(.*) ) 2 d * 

因此，我们把这个积分定义为由 >■=/(*> 从《到《>的图形绕*轴旋转扫出的曲面 面积. 

定义如果函数 /(*) 多0在区间 〔fl,6] 上是连续可微的，由绕 * 轴旋转曲线 _V=/(d 产生 
的曲面面积为 

S = (2iry + ( 盖) d * = J * 2 tt /(*) -/l + di (3) 




定相分的犮用 


公式 （3) 巾平方根3 竹公式 （ 2 )中出现在汁算曲线 K 度公式的平方根是一样的. 
例1 求绕; (轴旋转曲线 y = 2 石名 2) 产生的曲面面积（见 ' 

|?1 6. 34). 1 ' ■- \、 

解在计算而枳公式 (| 

s = 广2町 /7 T ^ ,k "w f * n 、 r 


= 2 ^= 2 ^ d-f 


(£) %/' + (i) 


〜 V * V .jx S 6.34 在 Ml 中计箅这个 

利用这 A 代换. 曲 Si 的面积 

s = j^2-n- - 2-Ii 1 <ix = 4ttJ^ /* +T Ji = 4tr - y(i + 1 - yOTJ - 2v^ ) ■ 

6. 4.2 绕 y 轴旋转 

为了求绕 y 轴旋转的曲 Iftf 闻积.在公式 （ 3 ) 中 交换;（和 

对于绕 J 轴旋转的曲面面积 

如果函数*= 4 >)& 0 在区间 [ c ， rfl 上是连续可微的，由绕 y 轴旋转曲线产生的曲 
面面积为 

S = ^2ttx J] + (^) dy = j^lTTgiy) J\ + {g\y) ) 3 d>- (4) 


例 2 绕 y 轴旋转线段 * = ! - J (0 矣 y 在 1) 产生图 6 , 35 中的圆锥面.求它的侧面积（其中不包 
括底面 积〉. 

解在此，我们有 一个可 以用几何中的公式作检验的汁 算： 


側面积=( 底面$周长 ( 斜高)=4 
为了看出公式 (4) 怎样给出同样的结果，取 


l^v 1 + (S) 办=九冰 1 _，)及办 



-] = 2 tt V 5 ( 1 - 


=TT J 2 

正如应有的那样, 


^6.35 绕 J 轴旋转线段] S 产卞…个圆 
锥面，它的侧面积如今可以用 
两种不同的方法计算（例 2) 



366 


第 6 聿 


6. 4.3 参数化曲线 

不管用哪个半 标轴 作为旋转轴，在公式 （3) 和公式 （4) 屮出现的平方根， M 6.3 节弧 长公式 
中出现 的平方 根一样.如裝曲线是由方程1=/(0和 r (矣 /») 衷示的参数化曲线， 其中 

/和是 K 间 [ U , fr ] 上的连续可微闲数，并 [1 (/' ) : + ( 〆 ） ： >0 . 耶么出现在弧长公式中的对疴 f - 
//根是 


这个观察结果，对于光滑参数化曲线的旋转曲面导致下述 K 枳公式. 


参敝化曲线的旋转曲面的面积 

如果光滑曲线 y=gU), ，（从《增加到6时恰好遍历-次.那么绕两 

条坐标轴旋转产生的曲面的面积如下. 

(1)绕*轴（>^0) 旋转： 


(2) 绕} ■轴 (* 3=0) 旋转： I 

_ ^1>、僧 :(念)、_^ 


同计算曲线长度一样，我们可以用满足所述条件的任何 
方便的参数表示计算曲面面积. 

例 3 # 平面内阏心在点 （ CM ) 半径为1的圆的标准参数 
表示为 

x - cos f ， / = 1+ sin Q ^ t ( 2 ir 

利用这个参数表示求绕 i 轴旋转这个圆扫出的曲面的面积（觅 
图 6. 36). 

解计算面积 公式： 

e [ 7 d ^? ~ TdTf , (绕 i 轴旋转的面积公 

s = L 2 ir - r V ( d 7) + ii ) d( 式⑸ ;y = l+sin( > 0) 

,/( - sin 0 2 + (cos 0 2 士 


- 2 ir [ t - cos f ] - 4 tt 2 
习题 6, 4 



m 



SI 6, 36 在例 3 中计算由这条 
参数化曲线扫出的旋 
转曲面面积 


在习 Ml 中： 


Dfc ) 利用绘闬器的或计算机的积分计算器求_面面 


(<0建立绕指定轴旋转给定曲线产生的曲面面积的 积的数值. 


积分- hy = tAnx r O^ j ^ ti /4； x 轴. 

H(b) 画出曲线的閉形，观察它的形状.如果可能， 2 .y = x \ 

同时也画出曲面的阁形. Xxy - \ t 1 莓 j 芎2: : v 轴. 


定积分的应用 

4.x = ,sin y , O ^ r ^ jr ； \ 轴- 

+ v '- =3 从点 （4 + l ) 到 （1，4) ; ^轴. 

^ y + 2jy - x, I ^ v ^2 ； / 轴. 

7.，t = I lun i tlf ,Q ^ ^ tt /3 j y 轴， 

«• r = I - \ df f l 霉 j 矣 /5i；r 轴 

9. 求绕 x 轴旋转线段 y = 1/2, 产十的 阏锥 

凼的_向枳.利用儿何公式 

侧面积=^ X (收面周长）X (科商 ） 

检验答案. 

10. 求绕 r 轴旋转线段 v = V 2, 名4产生的阓 
锥面的蒯面积+利州/ I 何公式 

侧和积 = +x (底命周 K ) x ( 斜商） 

检验答案< 

11. 求绕： t 轴旋 H 线段 y = (i/2) + (1/2) , I备I忘3 
产牛 的网 锥平截头曲面面积 ，利 所儿 H 公式 

平截头曲而面积= tt ( r , + f 2 ) x (斜高） 
检验结果. 

11求绕 r 柚旋转线段+(1/2 )， Idl 
产肀的圆锥平截头的曲向面积.用几何公式 
平截 头曲面面枳= 7 r(rj +5) x ( 斜高} 
检验结果. 

在~题13〜23中，求绕指定轴旋转曲线产生 
的曲面由积 t 加果你冇绘阁器， nj 以绘制这鸣曲线 
的阁形，观察它们的肜状 T 
13. y-x^/9, j ： 轴」 

14*y-/x s 3/4 在; 15/4; i 袖. 

15. y - s/lx -x 2 , 0. 5 莓; s^l 5; jc 轴. 

16. y = ■/* 4 l , I ；s a ： 名 3: 文轴. 

17. s ”’/3, O ^ r^l ； r 轴 + 

iit . J ： = ( l /3 ))u - V 1 ' 1 ^3 ； y 轴. 

19. X =2/4.^-J T 0^ y ^ l 5/4； y 
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22 * v = { 1 / 3 )(^ + 2 ) 3 ' 0 吳 j 莓 A ; 轴. （搓示： 
mAt 灰小山 = /dP~ ^ d " 7 , 并 n . u 箅带相 Q 积 
分限的枳分 S = / 2 tt ^ ^ ) 

23. 1，(//4) +l/(S/)， I 矣 ，备 2: I轴 - (提示： 
用办表示心= yd, ; +d〆 •弁旦计算带枏应积 
分限的积分5 = | 2 tty dj.) 

24. %出绕 j : 轴旋 转曲线 Y = cos j , - tt /2 ^ i ^ tt /2 
产卞的曲面面积的积分.在 X3 节将仝看到如何 
求这样的积分. 

25. 检迪新定义证明，利用公式 （3) 求绕 j 轴旋 
转曲线_> = ^/a - x ^^ a ^ x ^ a 产生的曲面 
面枳 ，结果 依然是半径为 u 的球面的面积 

26. 检 tt 新定义 髙为 A 和底半径为 r 的圆锥面的测 
面积等于 Tir/^T^， 即底面的半周长乘斜商， 
证明，求绕1轴旋转线段 y = ( F / h ) x . 0 ^ X ^h 




； -~ V 



f ; V 

I 

20. i = -Jly - \ , 5/Ssjs；l : j •轴. 


产生的曲面面积也是这个结果. 

027. 上 * ft 设想你的公司决定在你设计的炒锅|.-. 
涂一层瓷釉.计划在 锅的内 壁塗白 K , 外壁涂 S 
瓷.在烧制前把每层瓷柚的厚度喷到5 mm (见 
附图）.制作牟间要求了解批量生产5000只炒 
锅浦要准备多少瓷釉.你如何回答他们？（忽略 
洧费和未用的材料，在答案中用公升作为申.位. 
i 己住 1 cm 1 = 1 mL ， 所以 1 L = 1000 cm J .) 

2* •切面包片 你是否知道，当把球顶形状的面包 
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切成宽度相等的 薄门时 ，每片含 a 等 it 的 mu 
皮 7 为弄濟原闲，假定绕 I 轴旋转附出所 7 j < t-m 
y - vV - / 产少- -个球面.令玷 t 岡4 i 
轴 I :长度为 A 的区间 I :的■段弧.证明 ：巾」 川杓 
出的面 m 同 k 间的位置无义.（这个面枳 n 依赖 
T K 问的 K ： 度 .） 



— *1 A h — 


29. 附 m 所示阴影环形带是用两个相距 A 中位的 f 
行平面从半径为 K 的球此 切刺出来的.证明这 
条带曲面面积为2订拙1 



30. 附图是关闵 N 家气象局在蒙大拿州波兹曼建立. 
和投人使用的气象雷达的90 ft 穹顶示意阁. 

( a 〖穹顶外部表面的油柒面积（不汁底部）是 
多少？ 

0( b ) 用最接近的平方英尺数表示答案. 

31. 曲面面积公式的另外一种推导方法假定/在 

区间 [«， A ] 上是光滑的 T 并且以 常用方式划分 
[ a r k ]. 如附图所示，在第 * 个子 K 间 
Aj ] 的中点％ = ■+ ati )/2 岡: H 曲线的切线. 



(a)UI; 明： 

r i = /< 

厂： =/<^i 


( b ) iif ; 明：第 t 个子[<间的切线线段的 K 度为 







卜 ,（) 


(c) 卟 明：绕 j 轴旋转切线线段扫出的阀锥平截 
尖的側囲积为 

2 /l + 

(d) 〖E 明： 绕 [ a ,&] 上的」 t 轴旋转 、 =/U ) 产生 
的曲面面积为 

Hmt (第 i 个平截头側面枳） 

^ ■* * T | 

= fiTi /( x ) /rvXfUyfAx 

32* 里状线的曲面求绕1轴旋转附图所示的吊状线 
=1 —部分所产生的曲面面稞 (.提 示： 
绕 I 轴旋转星状线第一象限部分> =(i / l ) i： , 

然后对结果加倍） ■ 

在4题 33-38 中，求绕指定轴旋转曲线产生的 
曲面面积. 





定积分的廒用 



3J, j = rofn r, y = 2 + sin / , 0 在 f 赛 2tt: ： t : 轴， 

34. ^ = (2/3)r^\ >■ = 2ji . ； r 轴」 

35. x={ + 72 , v = (f J /2) +J2t. -J2^\^J7 ； > 输 

36. x = a{t -^in 0 , y = a { I 0 , 0^/^2- ft ： i 

37. X -t, y =4f' J ^ , 0^^ 1 : T 轴 + 

65 指数变化与可分离微分方程 
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38. I = ln ( sit I + tjin () - ■tiri f, i = r(>s i. (1 备 f 备 it/_l ； 
i 轴. 

39. El 锥平 « 头浇. t 抽旋矜联纪 / U().l Hm 2.2> 
的线段产-个阀锥 f - M 头.利川线段的％数 

J - ( + I . 0$莓1 求这个 f.K 头的 
衣面 m . 川几何公式 = + r； ) x 【斜“） 

检验结采. 

40. in 推面 *S J ： 轴旋转联结原 a 和点 U , M 的线 
段产卞. ■ 度为 A 和 r 的肫 ffirtj . 
利 JHfta 的# 败方 ，如 ， v = rf . O^srsl ;ft 
阆 w m 的衣而积.用 几何 公父 ifti su w x ( 斜 
rfi )) te ! 財 / i 见. 


在 1.4 )； i 用 囹形方 忒介绍了栴数增加和指数哀础的概念，我们用函数; v =).,,*> 作为这种变化 
的模 喂： 如果/ £>0. 衷4按指数 增加； 如果 t <0. .表示按指数表减.现在.通 H 对定义变化 
d . r / tl < 的一 个方程的枳分来考察这个概念.这使我们能够 K 新決得对于 v 的指数表达式. 

6.5.1 指数变化 

在对观实世界环境违 i 的许多模型中，存在这样一种埘）.它的增加或者减少的速率同它在 
给定时间（的 数童成 比例.这种量的例+包栝放射忭物质的衰变《,牛.物种群的数域+以及热物 
体同它周 m 介质之 N 的温差 ■ 把这样的燉称为约受指教变化的 M . 

如果把在时问 f =« #在的讨称作那么通过求解下面的初值问题可以求出 y 作为时冏/的 
响数： 


微分方稈：^ = tj 

dl ( I ) 

初值条件：当 f = 0 H-l > = 1-„ 

如果）'取正值并 M 是增闲数，那么 /t 为正数，我们用方程 （1) 说明 y 的增加速申_同已科的累积 M 
成 iE 比.如果 y 取正值并且是减闲数，那么 i 为负数 T 我们用方程 （]) 说明）.的衰减速宇还存 
留的讀成正比. 

立刻春出，如果.知=0,方稈的一个解是常值涵数 y=0. 为了求非苓解.川 .v 除方程 （1): 


Jd / =|Ack ( 对 （ 积分 ） 

hi I y I = + C (|( l/^)du = Inlul + C ) 

1/1=，" （取指数） 

I .V I = e * 7 ■ e> (e 1 ^ = 〆 -〆 ） 

— >.=±eV ‘ （若 I . W = 「，则 : v = 土 r ) 
y =/1/ (4 代表 ± <■’） 

如果>1除汁取全部可能的 值 *〆 '以 外，还允许取0,那么可以把 y =0 这个解包括在方 程中. 
通过在 r = y „ 和 i = 0时求解_4 . 对于初值 I ' D ] 題求出4 的值： 
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㈨ 此 t 仞 MM 题的解力 

厂 >1， (2) 

如果把按这种方式变化的坩称为经受指数增加的爾：如渠把这种时你为％受 
指数寰减的 M . 数 A 称为变化的速幸常数. 

A 程 （2>的4数还说明.这种常数倍指数嘁数足等卜它们 H 身¥数的仅右 忒数. 

4:举,4!指数变化的若 r - 例+之前，让我们考黎川卜推味它的过枵. 

6.5.2 可分离微分方程 

捐数变化用形式为办 = 的微分方程辻立模拟，其中々为某个非芩常数.更一般地假定 
有一个形式为 


的微分方程，其中/同时是 A 变 it 和 H 变坫这两者的闲数.方程的一个解是，定义在 _t 值的某仑 
(可能无限的） K 间上的一个可微函数 y = y ( x ), ^ Kfuj 上满足方程 

^ rU ) =/(*,>'(- V )) 

就 楚说， ，把 yU) 和它的导数 /U) 代人微 分方程 a.f, 得到的 A' 程对于求解区间内所行： r 成立. 
方程的 通解是包含全部可能解的一个解; yU), 并且始终带有一个任意常数. 

方程 （3) 是可分离的，是指/可以表示成 -- 个 _t 的函数和一个 y 的函数的乘枳.这时，微分 
方程具有 F 述 形式： 


^ = g(x)H(y) (#是*的函数，付是>■的函数） 
当我们把这个方稈改写成 


£ = f(7) ( H(y) = kiy)) 

的形式时， ft 它的微分形式中 nf 以把所有 ？ 项和 d 7 合并在一起，而所有 X 项和心合丼 在起： 

fi{r)dy = g{x)dx 

现在直接对这个方程的两端枳分： 


J / i ( y)dy = f g ( x ) 6 x 

求积分后得到解 h 这个 j 足隐式定义的1的函数 t 

我们可以直接在方程 （4) 两端积分的理由是基于代换法则 （5. 5 节）： 


例 

解 


/i(r)<v =J h(y(x) } ^ dx 
=/ h ( y ( x ) 

^ J t ) At 


求解微分方稈 






:微 


f = (1 

于不可能为零，我们可以通过分离变量求解 方程： 


(4) 
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dy 

cU 


办 =( 丨 + r ) r\h (把 d)/，k 作为两 个微分 的商并吐对两端乘 6) 

七 、 = ( AU ( 除以 （ l +y : )) 

1 +7 

j , '^-r =j <•■<)-* (对两端积分） 
lan 'r =«'* + ( c 代表介并的积分 常数） 

方程 lan ' y = K - + C f^；H 7 作为; j 的隐函数.当 - it /2 < <■' + f : < tt /2 时.通过对两端取 m W W 以 
解; liy 作为： V 的诚咱数： 


— V) 


例 2 求解方程 




(V" 


解把 方程改 V 成微分形式.分离变童， tt.fl 积分： 

(I + ]) 办 = t ( v ! + 1 )tk 

tttn ^ =s； - In I .x + 1 I + C 

初值问题 

栗 = V , >'(0) = n 

包含一个可分离微分方程，它的解表示指数变化.下面举出这种变化的几个例子. 

6-5.3 无限制的种群增长 


严格地说’在一个种群（例如人、植物，动物或苒细菌的种群）中，个体的数置是时间的非 
连续函数，因为这种个体数量取离散值.然而，当个体数量达到足够大时，种群可以用一个连续 
函数逼近-在许多环境下，另外一个合理的假设是这种逼近函数具有可微性.这样便可以利用微 
积分建立神群规模的模型，并且用来预测种群的数最. 

如果繁殖个体的比例保持为常数 • 并且表现为一神恒定的生殖能力，那么在任何时刻 （ ， 
出生率同观存个体数最成正比.如果进一步忽略脱离种群和加人种群的个体，增长率 dy / 山等 
于出巧率减去死广率，这是在我们的假设条件下两个比值的差.换句话说， dy / d , =1.所以 
y = 其中 r ,! 是种群在时 N t = o 时的数量.正如所有类型的增长一样.种群增长可能受 
到周围环埯的限制，但是我们在此不考虑这种闪素.比洌式 dy/dt = t;r 是无限制种群増长的 
梘型. 


在下面的例子中，用这个种群模型考察在一个漫延疾病的已知种群内，个体传染疾病的数 
量在疾病得到适当治疗的条件下是如何减少的. 

例3考虑一种在妥善治疗下疾病消失的模塑，假定疾病传染人数的变化芊 d _ y / df 同人数 V 
成 正比. 受治疗的人数同传染疾病的人数 J ■成正比.假定在 任何已 知的一年中， 一 种疾病的患病 
人数减少20%,如果当前有10 000个病例，患病人数将在多少年后减少到1000人 V 
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解我们利用方程 .r =>■,/‘. 擗要求 个愤： .>< ，的伉， i 的值，以及当 ）=1000 的时间 t 
h 的值：汗姶时 N 楚我们随意想要设记的仟何时 N . 如果想从今天 开姶.那么， < = 0 W 
)0000, 所以； v „ = 10 000. 这时的方稈是 

y = n_ 一 （5 

A 的值：当 ； =]年时，患病人数将诂，前人数的80%,或苫说足8000人. W 此. 

8000 = I0 000t-' n> 

e =0.8 (作力•程 （5) 屮代入 t = I和> = 8000) 
ln( e l ) = In 0.8 (两端取对数） 


使 7 = UXW 的 t 值： 在方程 （6) 巾令 y= 1000. 冲 f|. 求解 


使患病人数减少到 lt »0 人需要10年多一点时间. ■ 

6. 5.4 放射性寰变 

ft 然界中 I ；些元素的原子是不稳定的，它们能够自动辐射质 M 或片射线.这个过程称为放 
射性表变.原子 ft 动经历这个过程的元素称为放射性的 元索- 有时，当一种元素的通过这令 
过程辐射它的某些质 M 时，原子剩余部分转化成某种新元素的原子.例如.放射性碳 i 4 w 变 
为 M ; 镭妗过-些中间放射步骤衰变为铅. 

实验证明，放射性元素在任何给定时间的 s 变速率（用单位 
时间内原子核变化的数目測定），近似同放射性原+核的现存数 

目成正比.因此，放射性元素的衰变用方程 dy/dt= -AjU>0) 描 #争黎萆为 〆 
述.按照惯例，使用 -4 和*>0表示，在于强调 y 是在减少.如 纛 ii : =4_3x«rV 这# 
果九是 （=0 时的放射性原子核的数 B, 那么在以后任何时间 翁搋#用于章抹绅表《« 

讎在的 原子核数目将是 光 


冋忆 1.5 节，放射性元素的半褒期是一份样品中的放射性原子核衰变一半所需的时间.人们 
发现一种元素的半衰期仅依赖于衰变速率常数的值，汴且由公式 


给出.例如，氡222的半衰期为 


例 4 放射性元素的衰变有时可以用来测定地球上过去发生事件的年代.在活的有机体中. 
碳14这神放性碳同普通碳之间的比在有机体的生命期中完全维持不变，近似等于当时周围环境 
中这两种碳的比值.但是有机体死亡后不再摄取新的碳，而遗留在有机体中的碳14却由于衰变 
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用碳14测定年代的科学家们确定碳14的半衰期为5700年.试确定 一份龢 本存作的平代. 
其中10%的原有放射性原 f 核匕约哀变. 

解我们利用衰变方稈 j - h ，' 需®求两个值： A 的伉以及与 ）• 等十 0.9) 。（尚 存90贫放射 
ft 原 f 梭）时的 （ 愤，就 M 说，求当 r ,,« 11 =0.9 时的 i 值. 

炎的值：利用半 ft 期方程 （7>, 


使的 t 值： 


In 2 
平衰进 I 


In 2 

5700 


(约为 1. 2 x 10 J ) 


*■ 11 =0.9 

=0,9 

'57 TO £ =ln09 (两端取对数） 

t _5ZO0 1n 0.9 m866 
In 2 


标本#在的年限大约为 866 年. ■ 

6. 5.5 热 传递： 牛頓冷却定律 

一只马 n 铁杯中盛的热溶液会冷却到周围空气的温度.一块浸人大水槽屮的热银锭会冷却 
到周闹的水温.像在这样一些场合 f 物体在任何给定时刻的温度变化，大体同 ft 身温度弓周围环 
境温度之间的差成 正比. 这个观测结果称为牛顿冷却定律.不过，它也适用千物体变热的 
现象. 


如果//是物体在时间【的温度. 仏 是恒定的环境温度，耶么物体温度变化遵守的微分方 

稈是 


dH 

~dt 


^- k(H - H ,) 


(8> 


若用 r 代换（打-圮 h 则 


r (//- W 5 ) 


_± 

~di ~6t 


= d 7 


-0 是常数） 




_dH 

= d 7 


= - k(H - H ,) (方程 （&)> 

--b (H - H, = y) 

现在知道方程 d 7 / df = 的解是其中 y (0)=) d + 用 （ tf - 圪）代换 y , 这说明 

H - H s ^ (//„ (9) 

其 中乂是 时的温度.这个公式是牛顿冷却定律的解. 

例5把在981煮熟的一个鸡蛋投人 1 ST 的水槽中.在5分钟后，鸡蛋的温度降到兇 
假定水槽中的水没有可察觉的升温+使鸡蛋降到 20 T 需要多长时间9 

解求解鸡蛋需要多长时间从98 尤 冷却到20%：，再减去已经过去的5分钟，利用方程 
取和仏^98,鸡蛋在投人水槽（分钟后的温度为 

打二 18 + (98 - 18 )e ^ = 18+80 
为了求 A t 利用 （=5 时 ff = 38 这个条件： 
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38 = 18+80 e u 

u _ 1 

4 

— 5k - In -】.=-In 4 
4 

k = ^ In 4 =0.2 In 4 (约为 0. 28 > 

鸣蛋 4: 时 N / 的温度为// - I 8 + 8 (J t * f( ;ln _ f -现作求 S if = 20 时的时 M 「： 
20 = 18 + KOr … 4 _ r 
8(，e Mhll,l4，J = 2 

^ In-tip _ J 

4 ' = 40 


- (0. 2 In 4)； = In - •• = - Jn 40 
40 

In 40 ，- r 

1 = 0：2 1 n 4 = 13 m，r， 

鸡蛋的温度在投人水槽冷却大约 〖3 分钟; T ； 将达到 2 0 t . 由于鸡蛋花费 f 5 分钟达到 38 t ，所以 
它大约需要8分多钟达到 2 QV . ■ 

习題 6. 5 

在七题〗和2屮，证叫毎个凼数 r =/ U > 是 ff : 在4题9-18中.求解微分方枵. 

随做分方程_」 ”、 n 他 【bW 

K 2> ( +3 r = f * J . 

( a)y = { h ) v-H 1 

(cjv = ^ ' W 1 〜 


a)r= - 


tb }” 


(cJr = 


在习题 3 和 4 中，证明函是给定微 
分方程的解. 

3* y ^ -y- T x 2 y f + xy - e' 1 . 

4. v = 1 f J\ + t* dr. r f + - X ' d v = I」 

^ ./ TT ^ J . ’ 1+广 


在 4 题 5~8中. 证明毎个忒数蛙给定初值问 
题的解. 

两分方程 初值条件 候选解 



=八. 7 , 




=]^ .v(-ln2 一 
■ 2 -2xy r (2) =0 


).=^加-、20 

= 0 -2 }〆 


n h 面大多数 4 翅的 答案是通过指数函数和对数 

函数表示的.使用 H 算器可能有 助丁使 你把荇案表 
示成小数形式. 

19. 人类进化在继读由密欵根大学人类学搏物馆 
C 罗伦 * 布雷斯及其同事们对人类牙设缩+ 
所作的分析表明，人类的牙齿还在绝续变小， 
不像许多科学家所争辩的那样，这个过程大约 
在3万年以前已经停止.阕如，在北欧地区， 




，(号 H 


人类牙齿的大小当今正以每千年1%的速率 
减少 

U) 如果 i 表示以年为单位的时间， y 表 7H 牙肉 

r( p ) - ^ 

r =\h 

的大小，利 m 当〖=]000时 ）=0. 99v。 的条 
件，求方程 r”〆 41 中的4值，然后用这个 
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kiann 卜面 a) 和 （d 屮的 问 娌. 

(b> 人类牙尚的大小大约在多少 年后将迠现今 
牙街的90% Y 

(c) 件:今 2万年后，我们后代的牙两的大小将 
姑多少 （按我们现在牙齿大小的百分败汁 

褲）？ 

fSA Mag^UlSA 杂 A》）. 19S9 年 
存乎， 第】2卷，第2期 . 19仇 ' Arm Arh>r T 
Ml .) 

20. 大气压力地球的大气 fK 力/ »通常采用的模咄 
是： 假定 P 随海平曲之 〖： 的商度 A 的变化申 
咖 /M 同 p 成正比.假定在海平面的汛力足 
UM3 奄 U! (约 14.7ft5^f 在悔抜20 
公里处的高度是90奄巴， 

(a) 求解初值问题 

微分方程：如4是常数） 

仞值条件：，>! = 0时 P =巧， 

通过 A 夫布 h 从给定的海拔高度的戊力数 
据确定 p n 和力的值- 

(b) 在 ft = 50公里的大 HH 彳力足多少 ^ 

U) 大气在什么海拔髙度的压力等于900奄巴？ 

21. _级化学反应在某些化学反应中，反应物质 
随时间变化的速率同物质当时的数置成正比. 
例如， S 葡萄糖酸内脂变成葡萄糖酸的速率为 


其中（以小时度最.如果^0时存在100 克 5 
葡萄糖酸内脂，在第一小时后还剩下多少克？ 

22. 糖的转化粗糖加【.中有 道 工序称为“转 
化' 就是改变糖的分子 结构. 加丁一旦开始 f 
粗糖数量改变的速率同粗糖剩余量成正比< 如 
果在时10小时内粗糖由】000公斤减少到800 
公 rr +洱过 W 小时后将会剩余多少粗糖？ 

23. 水下作业在海洋表面下 r 英尺的光线强氓 
乙 ( x ) 满足微分方程 


潜水员凭经验知道，在加勒比海下淆18英尺 . 
光线强度减少一半.当光线强度降到低下海洋 
表面强度的十分之-时，如果没有人 T . 照明将 
尤法进行水下作彳 K 在海洋多深的地方能够在 
不用人工照明的条件下工作？ 

24* 放电电容器的电压假定电容器放电的速率同 
跨越它两端的电压 V 成正比，并且如果 时间/ 
以秒度置，那么有 


川 I . 

d 7 = - 40 ' 

;解这个方程中的 V •州 h 衣小气 f =0时的 I 
at 电容器的电吒将需要花费名长时叫卜降钊 
它原 a 浪的 騰， 

25. 霱乱茴假定在薄落屮，祺乱歯在不受控 
制的条件卜按栴数变化繁飱，闻落从■个尚珠 
开始，扑吐时 f - 小时翮一番. 24小时 G 曲落屮 
将包详多少细阐？ Ui : 有利尸细阑繁玳的文盼 
年条件卜，霣乩凿的数廬能够在每30分钟翮 ■ 
番，在受传染的病人身上，许多细菌被泊火， 
m 是这个例 f-4i 助7■解释病人为什么在上 T 」 感 
觉良奸. 而在傍 晚町能疝状加审. ） 

26* 细菌的壩长 ■种繭落在实验室的理想环埯卜 

繁殖，所以繭群陆时间按指数增加.细菡 ft ] 
小时 G 达到〖0 000个，汴5小时 G 达到 
40 000 f -. 实验之初的细菌畋 ti 是多少/ 

27. 发病幸（練铜 3) 假定在任 MlL 知年份，圯病 
人数能够降低25%而不是 2im. 

U ) 患病人数将在多长时间内减少到1000人？ 
( b ) 疾病需要经过多长时间才能根除，就圮说， 
患病人数降低到1人以下9 
2 S . 美国人口波上顿白然科学博物馆展览美 M 总 
人 N 的 演变. 到1993年5月丨1 人[〗总数 
按每14秒一人的速半增加.在这一大卜午3点 
45分显币的人 U 数字为257 313 431人， 

U ) 假计人 n 按恒定速率的指数增加，求人 n 
增长 （ 每365天年的 人数） 的这个速平常数. 
( b ) 按照这个速率，美 N 在波十顿时间2008年 
5月 I 】日 F 午3: 45将达到多少人 n ? 

^石油产量的萎绾假定从加利福 M 亚州惠#尔 
地 K - n 峡芥油井中抽出 的心油 以每年100的 
速率持续下降.油井的石油产置将在什么时候 
降至当前产量的五分之一？ 

30. 连《价格折扣为了鼓励颐客采用100件方式 
定昀商品，你的公司销售部采用连续折扣的销 
俜办法 * 使商品申价是订购件数 * 的一个函数 
P ⑴ 这个折扣以每件订昀商品】羌分的速率 
降低价格.100件订单的每件商品价格是 
^(100) =20,09美元. 

(a) 通过求解下的面初值问题求 P U): 

微分方程 : J =- 念？ 

初值条 ■件： p (300) = 20.09 
( M 求 〗 0件订单的单价 〆 10) 和90 件订申 .的单 
价 P(90). 
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U } 销忾祁毋 $ 你 作明，对 1 ⑻ 件记中.这忭人 
的折扣处々会使公 Kl 的收人 f U ) = r ■ pU ) 
将艾际低 F 例如 采川如 件汀午的收人 > 通 
mm r^x = m 时存作最大值使他们 

放心. 

( d ) 刺出收 人闽数 rU ) =^(^)^t J0^x^2G0 
的阁形. 

3 [补 239 这种钋 M 位索的 t 汆期为 24 360 
如架在-次梭亊故中打1(】 s 钋释放到大气屮. 
爾势多少年才能使这种 M 位索衰变如保？ 

32. 朴210 钋的半 叙期为 L 刊天，似是送达的柞 
品在放射性核袞变80%后才是釘川的.在样品 
到込多小人后你才能用这种钋？ 

33. 放射性顾子核的平均寿命 利用放射性方秤 
y = r ^ _的物押学家们把 1 A 这个数竽称为放 
射性原子核的平均寿命 t 氡原子核的平均寿命 
约为1/0」8=5 6大.碳14原子核的 f 均寿命 
超过8000年. 证明： 在一份放射性凡索的样品 
中嚴初放射性原子核的95%将在平均寿命3侪 
长的时间内食变，即所铕的时间为闪 
此，原子核的 f 均寿命给出估计-份元素样品 
的放射性能够维持多长时间的 神 快速方法. 

34> 锎 252什么物质的价格能够髙达每克2700万 
美元，井且可以用丁医治脑癌.分析煤碳的贪 
硫受，以及检测行李 十的爆 炸物？这种物质躭 
足-锎 252. 它是一种极其稀有的放射性同位素， 
fj 从格伦■西博格于1950年发现它以来，两方 
肚界已经制备的这种元素仅有8克-这种问位 
素的半衰期为2+645年——这个时段氏到足以 
用来维持人的生命，短到使毎单位物质具有足 
够高的放射性 . 1微克锎同位索每秒释放出 ■ 
亿7 T 万个中 f . 

( a ) 在这种同位索的庚变方枵中， A 的值是 
什么？ 

( b ) 这种同位柰的平均寿命是多少9 (参见4 
题 33). 

( c ) 在份样品中衰变95%的放射性原干核需 
鸷多长时间？ 

35. 冷却溶液 假定放在室温 20 T 的屋子内的一杯 
溶液 ，<£ 10分钟后从原来 90 T 冷却到 6( TC . 

6.6 功 
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川屮顿冷却定 Hu"m bmm ： 
t a 丨洧液将在多氏时间冷却到 W ? 

(b) 如粜把溶液放在温度々 -d 的冰 筘中而 
不审内，山90^：冷却到 35T: 要多长时叫？ 

36. 铝条 的未知 m 度 把根铝条从寒冷的窄外 m 
进齟度保持在65下的 m 作川分钟V：.铬 
条的温度上升钊 35T， 冉 H U) 分钟溢度 I . ；t- 
钊 5 Qy . 和 mi 牛铕 冷却土 痄估汁咿来钔条的 

urn . 

J7 .环墉介质的未知滇度把 盆赳水 （461：>放逬 
冰筘.在10分沖水温降到3的： ； 内过⑴ 
分钟*水溫为331,州牛钝冷却定捸佔 U 冰筘 
低到什么温度. 

58 .在空气中冷却的银锭 假定块银锭的 溢度， 
前比宇溫商 60T. 在20分钟前+它的溢度比 
室温商70尤. 

(a 丨距现在15分钟后，银锭的温度将比宰温 A 
出多少？ 

(bj^ 现在2小时 n T 它的谌度将比丰温岛：!！ 
多少_/ 

U) 银锭的温度将在什么时候比室海商出101， 
39. 火山 口湖泊的年龄 在俄勒冈州由火山爆发形 
成的火山 n 湖们中，发現-棵被摧毁树 木的屮 
物碳含有活生物体 44 r 5%的碳 14. 这个火山「1 
湖泊的年龄大约是多少7 

W . 用碳14灤定年代的灵敏度 在用于测定年代的 

标本中.为了宥出怙计碳】4含量比较小的次左 
的影响.考虑下面的假想 情景： 

( a ) 在伊利诺依州中邢发現 块 公兀前2000尔 
的动物化石，它保存 哚有碳 14泠虽的 
n%. 佔计这个动物死 r： 的年代. 

(b) 重做中的诂计，假定动物化石的碳14 
含是比例为〖3%而不是17%. 

(W 重做 U) 中的估叶，假定动物化石的联苫置 
比例为16%而不是17贫. 

41.芝术赝品 -幅被 当作荷兰画家弗美尔 
(ID2 — 1& 75 ) 创作的 油刺， 含有的碳 W 为原 
有含量的 99 t 5%, 而不是具品应该有的+超过 
原有含量的96.2%.这件 艺术赝 品大约存在了 
多少年？ 


在口常生活中，功意味着某种需要消耗体力或者脑力的活动.在科学技术中，功这个术语特 
別用于指作用在物体（或者对象上）的力以及随之引起的位移，这一节讨论如何计算功1功的应用 
范围很广，从压缩铁 路午厢 上的弹簧和清除地下室油库+到迫使电子聚集和把人造卫虽送人轨道. 
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6. 6.1 由恒力作的功 

如果物体沿 i ‘ t 线移动一段跗离 d Miti 大小悅 定的力作川十物沐移动方向上引起的.那么 
我们用公式 

W = FA (功的恒力公式） (I) 

定义作川 i 物体上 的力所作的功. 

从公式（ I ) 舂出， 仵任何中.位制屮，功的单位是力的单位乘 ^ 
tfh 离的 单位. 在 M 际单位制 SI ( SI 代灰 Syslfmc Inltrnwti<inal 或 C > •奪成 J 

Imtrnmliornil System ) 中.力的 单位造 牛顿，距离的单位是米，因此.煥作>««1", JMI 美，输 
功的单位是牛顿-米 （N ■ m ). 这个组合单位经常出现，所以它有 jjMMHMf \昝》^ 料特> 
-个特殊的名称焦耳.在英单位制中，功的单位坫英尺-時，这是 

丁.程师们制的-神位. 隼良 * x * i*>"*S 

例 1在更换汽车的轮胎时，如果川下斤顶抬起 一辆® 2000 1 ft 尔 -(1 麥额） 

磅的汽车半边乍身1 . 25 必须对汽车垂丑施加约〖000 ib 的愤 «等表来戒 X<1 * > 

/ j ),>(^. MC 4=^%1000 xl .25 = 12 5 0 f t - lb . 在 SI 申- 位制中，所 . 1 J.l N -m 

用的力为 WS N , 移动的距离为 0.3 HI m , 所作的功为4448 x 

0. 381 =1695 J . ■ 

6.6.2 由可变力沿直线作的功 

如果对物体施加的作用力是可变的，像用力 fR 缩弹簧那样.公式 》' = «必须用一个积分公 
式代宵，其屮把^的变化考虑进去. 

假定作功的力作用在沿立线运动的物体 L ， 我 们把苴 线取为 I 轴.假定作用力的大小是物体 
位置 ■( 的连续函数 F . 我们需要求 F 在从 : t = „到，= 6 的 K 问上所作的功.用通常的方法划分 
[=•*]. 并且在每个子 K 间选择任意一点如果子 K 间足够地短，连续函数 f 从〜， 
到* ，的变 化是很小的.越过这个区间所作功的大小接近 Tfk ,) 乘距离 . 就像 f 是恒力 - 
样，于是可以应用公式 （1). 因此，厂从<!到 (■所 作的总 T . 用黎曼和 

功 = g 

逼近.我们要求这个通近当划分的范数接近萼时得到改进，所以把力 f 从 (1 到( 1 所作的功定义为 
厂从 a 到6的积 分： 

JimX 

定义可 变力厂 (*) 在沿*轴的运动方向从1 = «到 * = A 所作的功为 

W = fF(^)dx ( 2 ) 

如果/■'的单位用牛顿和 * 的单位用米，功积分的单位是 焦耳； 如 果尸 的单位用磅和 I 的羊位用英 
尺，功积分的单位是英尺-磅.所以，由力 =1 A ; 牛 顿沿; c 轴从 x = l m 到 i = m 移动物 
体所作的功为 

=-4 + 1 =°.” 

6.6.3 弹簧 的虎克 定律： F=kx 

虎克定律 指出.使弹簧从它的 S 然（不受外力作用的）长度伸长或者压缩^个长度单位的力 /' 
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成 〗T: 比.川符 

f = kx (3) 

常数 AM 弹贅 的一个特忭，称为弹簧的力常数（或#弹簀常数），以每单位 K 度的力申位数 
度馕-虎尨定忭（公式（3>)能够给出很精确的结采， H 要外力不使弹簧的金域变形.在本竹我们 
股记作用乃 M 很小的，不至于1起金诚畸变. 

例2求把弹簧从 [4 然长度1 ft/R 缩到 0.75 ft 诺要 
作的功，假定力常数为 A = 

解画出来压缩的弹簧沿I轴置放的图形，把它 
的可移动垧置于原点，固定端置于: c^l ft 处（见 
m 6. 37). 这样使我们能够用公式 f 描述把弹簧 
从0压缩到：《所搭的力.为 r 把弹箴从 o ; k 缩到 
0. 25 ft, 力必须从 

F(0) = 16 x 0 = 0 lb 
增加到 F(0, 25) - 16 x 0. 25 - 4 lb 
由 F 仵这个 K 间上作的功为 

^ \6 x i\x = 8 a 2 ] = 0. 5 ft-lb 

(在公式 (2) 中取 u :0J> = 0.25 t F(x) = 16^) ■ 

例3 —条弹簧的 (4 然长度为1 m, 用24 PS 力拉 
氏到 1.8 in. 

(a} 求力常数1 

(b 丨把弹簧拉到超出然 K 度2 m 需要作多少功？ 

( C ) 用 45 N 力能够把弹簧拉长多少？ 

解 （a} 力常数：从公式 (3) 求力常数，24 N 力使弹簧拉长 0.8 m， 所以 
24 =4(0+8) (在公式 （3 ) 中取 F = 24, x = 0.8) 
k = 24/0. 8 = 30 N/m 

(b) 拉长弹簧2 m 所作 的功： 设想沿*轴悬挂不受力的弹簧，其自由端位于 i=0( 见 
阍 6. 38). 把弹簧拉长到超出 A 然长度 r m 的力等亍把弹簧 A 由端从原点拉长I单位所 需的九 
对于弹簧常数 A =30的弹簧，虎克定律表明这个力为 

F(x) = 30* 

由 F 对弹簧从: m 到 m 所作的功为 

^ = 15^]' =60J 

(c) 45 N 力将把烊簧拉长多少？在公式 F = 中代人 f' = 45, 得到 

45 = 30x 或 x - 1,5 m 

45 N 力把弹簧拉长 K 5 m. 求出这个结果不需要用微积分. ■ 

计算功积分对于求提升物体所作的功是很有帮助的，在这种提升中物体的重董随它们离地 
面的高度而变化. 

例4 一只重5 lb 的桶由一根 20ft 长的吊绳从地面以恒速拖动升到空中（见阁 6.39). 绳子 
的 .1 [董为 0.08 〖b/ft. 提升桶和吊绳需要作多少功？ 

解桶的重量为常数，所以单独提升它所作的功为 




A 




阁 6. 37为 f 保持弹簧处7 1 汗:缩 h 
所需的力随弹簧的乐缩而 
线性地蝌加（例 2) 
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38 2 4 N tt 最的力把弹簧拉 到扭川 

它的不受力 K 度 0. 8米（例3 ) 


m 6. 39提升例4中的桶 


(重量） x (距离）= 5 x 20 = 100 ft-lb 

吊绳的$最随桶提升的高度而变化，因为它的白由悬挂部分在减少.丐桶离地面^^时，吊绳坩 
续提升的剩余部分的 重景为 （0.08) x(20 -x) lb. 所以提升吊绳所作的功为 
对吊绳作的功 " ~ 


对桶和吊绳所作的总功为 


(0. 08)(20 -3()djr = [ (1.6 -0.08*) d* 

0 J(i 

=[ 1-6* - 0. OAx 2 ] = 32 - 16 = 16 ft-lb 

100 + 16 = 116 ft-lb 


6.6.4 从容器抽出液体 — 

从一个容器中抽出全部或者部分液体需要作多少功？ 为了# 求答案.我们设想一次从液面 
向外提升一个薄层液体，并且对每个薄层应用公式 IT = fy. 然后计算当每层越来越薄和层数越 
来越多时由此导致的 积分. 每次获得的积分依赖于液体的重量和容器的尺寸， fn 是氺积分的方 
法始终是相同的.下面的例子说明如何进行. 

例 S 在图 6.40 的闽锥体容器的顶部2 ft 之下汴 
人重57 lb/ft 3 的橄揽油.把油从容器顶部抽出需要作 
多少功。 

解设想通过 J ■轴上区间 [0,8] 的划分点，用垂 
直于 y 轴的平面把容器中的油分成薄层. 

在 r 和 r + Ay 的平面之间，典型油层的体枳约为 
AF = u (半径) 2 (厚度）= 7r [^ y)\y = fy^y ft 1 
提升这个油层需要的力 f (. r ) 等于油层的® M 
F{y) = 57 AV = 5J f~y^y lb 

(重擞=每单位体积重量 x 体积） 

/■(?) 必须把这个油层提升到圆锥容器顶部平面的距离约为（ 【 0 所以提升这个油 S 所 

作的功近似等于 

(10 - y )y 2 Aj ft-lb 
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«设有《个 薄以与 [0,8] 的划分相关，灰水 M 第 A t 薄层相 X 的平而.这个 W 的厚度 
为 Ah , 我们可以川黎曼和 

h 客 5 "^( 10 -r*)r ； Aj, ft-lb 

逼近提升所有这些薄油层所作的功.从容器顶部抽出揽油所作的功是这些和3划分的范数朽近 
芩时的极限： 

w= lim ^ ^ (10 - n ).^ = { 5 :开 (10 ■’))々’ 

= ( 10^ : - ) cir = [ -^ - - ^- ] ™ 30 561 ft-lh ■ 


习題 6. 6 

1. 弹 簧常败 耗费1800 J 的功把-条弹簧从 Krt 
然民度 2 m 拉长到5 m . 求这个惮簧的力常数> 

2. 拉长弹簧弹簧的 A 然长度为〖0 in. 用 3W】h 
力把弹簧拉长到14 in. 

U} 求力常数. 

(b} 把弹篑从10 in 拉长到12 〖 n 作了多少功 v 
(c) 用】600 】b 力将把弹簧抆长超出自然长度 
多少 

3. 拉长橡皮带用2 N 力将使一条橡皮带拉长 
2 cm (0.02 m). 假定适用虎克定律， 4 N 力将 
把橡皮带拉长多少9这个力把橡皮带拉到这个 
长度要作多少功？ 

4. 拉长弹嫌如果用90 N 力把一条弹簧从它的自 
然长度拉长】 ni, 笛要作多少功才能把它从 S 然 
长度拉长 5 m? 

5. 地铁车 厢弹簧 对纽约市公交局地铁车厢上的 
盘旋掸簧部件，用21 714磅力将其从自由高度 8 
英寸压缩到完全任缩的髙度5英寸. 

(a) 掸簧部件的力常数是多大？ 

(b) 把弹策压缩到第一个半英寸需要作多少功？ 
冉压缩到第二个半英寸需要作多少功？答案 
精确到最接近的英寸-镑 * 

(BombaMier 公司公共交通部惠允许使用从1985 
到1987年提交纽约巿公交局的地铁车厢弹簧部 
件数据 O 

6-浴室磅秤 位体重 150磅的人站到浴室磅秤 

上，将枰压缩1/16英寸.假设磅秤俥弹費一样 
具有服从虎克定律的特性.如果某人把磅秤压 
缩1/8英寸，他的体重是多少？把磅秤压缩 1/S 
英寸作了多少功？ 

7. 搌升吊绻一位爬山运动员向上拖50 m 长的吊 
绳.如果绳子重 0.624 Ps/m, 需要作多少功？ 

8. 漏沙的沙袋以恒定速率提升初始重置为】44磅 


的沙袋，在沙袋升高的过程中，沙 Y ■问財以 fn: 
定的速率泄漏.，沙袋上升到〗8灸尺时.沙千 
漏出 Y —卡.把沙袋提幵到这个岛度作 f 多少 
功？ （忽略沙袋本身和振升设备的重 fit.) 

9 . 提升电 梯嫌索 一架在顷端安装电动机的电梯 
使用重 4.3】h/ft 的多股缆索. 气 电梯梯箱在楼 
的底层时，外《的缩索长度实际为0 ft 在电动 
机把电梯从楼的底层提升到顶 层时. 仅付提升 
缆索作的功是多少？ 

10. 吸引力当一个质最为 m 的质点位于点 U，0> 
时.受到来 ft 原点方向大小为 bV 的力的吸 
弘如果质点在;^=6从静止状态开姶移动.并 
且不受其他力的作用.求在它到达 

时吸引力对它作的功. 

11- 还 缩气休 假定在横截面积为 ^ 的岡柱体中的 
气体被活塞压缩-如果 P 是气体受到的以】 

为单位的 S 力， f 是以“为单位的体积，证明 
把气体由状态(外，V,)压缩到状态 （h.M 作的 
功由公式 

给出1 (提示：在附围 jtSt 1 的坐标中. Si =Adx. 
气体对活塞的反作用力是 


12,(续 习題 11) 利用习題11中的积分求把气体从 
V； =243 in 压缩到匕=32 in 3 所作的功，假设 
Pl =50 1b/m\ 并且 p 和V 服从气体定律= 
常数（时于绝热过程 ）i 
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13.漏水的檷嵌定例 4 中的桶是漏水的.它开始 
盛兩2加仑 （16 磅）水，并 R 以悄定速率泄漏. 
在桶 I .升到顶斓时水正好漏完.笋独提升桶中 
的水作 r 多少功？（槎示：不把吊缉和桶包括 
在内，并且求桶在*英尺的高度时所剩水的 
比例 .） 

M . (埃习超13)把例 4 和习越 1.1 屮的桶换成史 
大的盛5加仑 (40 磅）水的桶，但足新桶的泄漏 
电大，所以在桶 I .升到 m 端时也漏完水 . 假定 
水以稳定的速率泄单蚀提升水作了多少 
功？（不把吊绳和桶包括在内 >) 

海水的重量 

由丁 地球的 h 转和它的 m 力场的变化，在 
海平面上+同地点的 海水轚 最也是变化的.在 
赤逍 1:毎立方英 R 水的重置大约为 62. 26磅，而 
在接近南北极的地方大约为公 .59 磅，有将近 
0.5%的改变.在墨尔本和纽约市 I 立方英尺水 
重61 4磅，而在阿拉斯加的朱诺和斯德哥尔縻 
达到 62 J 磅. M 然 62. 4 是个典 型数字和教料 
书中通常 M ■到的值，佝是存在 M 著的差异， 

1 S . 抽水附阁所不长方体蓄水池是用于拦載雨水 
的，它的顶部与地面持平.假定水的重量为 
62.4 lb / ft 1 . 

( a ) 3水池酋满水时，从地面把水抽空 X 要作 
多少功？ 

( b ) 如果用 （5/11) 3力 （ h P ) 电动机（功输出250 
ft - ] h / s ； K 把水抽到地面，抽空满池水 X 要 
多长时间？ 

U } 证明： 在前25分钟 （ b ) 中的抽水将降低木 
面 10 ft ( 蒿水 池的… 半） 

( d ) 水的重置在水的重量为26 ib / ft 3 的地 
方， U ) 和 （ b > 中的答案是什么？在水的重 
量为 6 Z 59 1 W 的地方答案是什么7 

]0ri 以 

地4 1 面％ 



16. 抽空贮水池附阁所示的长方体贮水池 （r 存 
雨水的水池）顶部低于地平面10 ft. 池中 t 满 


r 水.为/检修 T 从地平面抽宁池水. 

(a) 抽空 r 水池埔®作多少功？ 

(tom 1/7 hp(G 力）抽水机（饈定功申为275 ft- 
ik / s > 柚十 r 水池需要多长时间？ 

(C) 用 （h) 中的抽水机抽上- f 池水需要多长时 
間V (这个时间将少于完令抽空池水所怎时 
间的 -% ) 

水的重邏在水的 t 置为 62. 26 Ui / Y 的地 
h \ U > 至（「）中的答案是汁么9在水的畈 
&为 6 L 59 \ h / ie 地方答案是什么？ 

nr --- 地 ㈣ f 


n ■从容 》 抽油如果在例 5 的容器中灌满了橄故 
m , 从容器顶部平面把油抽出溶®作多少功9 
18. 从半满的容*抽油假定例5容器中所迹橄视 
油是半满而非全满的.从容器顶部之 1.4 英 R 
抽出油需要作多少功？ 

19* 柚 空舂玀 一个 S 立的岡柱体 容器涮 出高30 ft 
和直校 20ft. 在容器中灌满 t 51.2 IW 的煤 
油.从容器顶部 f 面抽出煤油甫要作多少功 ■? 
20. 附阁所示 M 柱体容器可以从低于容器底面15英 
尺的湖 中抽水灌人.有两种灌水的方法.-种 
方法是通过同容器政部一个阀 H 连接的软管抽 
水，另 种 方法是把软管接到界器顶部 ih 水注 
人.哪一件灌水方法史快9提出答案的理由. 



2L U) 从容瞿抽牛奶遐定例5中的岡锥形容器 
注人的是牛奶（重 64 t 5 而作橄揽油. 

从容器顶部抽出牛奶需要作多少功。 

{b} 从容器抽油在例5中从圆锥形容器顶部之 
上3英尺的高度抽出微榄油需要作多少功？ 



3 H 2 


22 ■抽海水为 r 设计个大纲不锈 m 羿器的内 
咿，浇 y 轴旋转曲 = o ^ j ^ 4 . 作以水 

为单位的这个 k 寸的容器中灌 w 海水（巾: 
10 m) N / n .'). 从界戕顶端把海水柚 々 x 费作 
多少功？ 

23. 抽空贮水»我们仿照从】 t 他荇器抽水 的泞法 
从球体 f 水器袖水.以球的电1* |: 轴作力枳分 
轴，利⑴附 ftl . 尕 X 要作多少功才能作:荇器 f ¥! 
部之 M 米岛处把 t : K 为5术的潲满水的_卜球 
体扯_:水胙袖令:？水的屯陡为明00 N / n ,\ 



U , 定你被指定负打消除和修砰附图所小的砧 

罐，储罐是乍径 A 10 ft 的十、球体， H 中装满.电 
Mlh / ft 1 的朱. 你接洽的-家公 M 】 表尔能以每 
1 「 l-lb 功支付1/2美分的价格淸除储罐.求办 
储罐 m 端之 t : 2 n 的出 M 袖爷笨 X 要作的功. 
如果这项任务有 5( X )0 美儿的预苒，你能答 Q 
雇请这家公司叫？ 



25. 动能 加果 大小可 变的力厂（幻沿 x 轴从 & 到 
\移动质最为爪的物体.那么物体的速度^7[ 
以州心 /小表承（其中 t 代表时间） T 利用1■顿 
运动第二定律 F = m(dV7 也）和链式法则 

dr _ dr d* _ di. f 
Hi ~ dv i\t _ (k 

旺明.由这个力把物体从 A 移动到所作的 
功为 

价，//(幻心 士 士 mt 4 -士 

其中&和&是物体在力和七的速度 . 在物进 
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7:t. '1 甩设为 m 的物体以速度I,迗动时 ，表 
达式（1/2)咖_ : 称为物体的动能.闵此.由>「变 
力作的埼等于物体动能的变化. 

汴4牲2|^32中，利 HI 七賊25的纪采， 

从网球 Ml IftOftA (约 _[W m P M 的迚度发 m 
' H 2 盎 "1 的 N 球.使网球达到 这杆 快的速申, 
吋网球作 f 多少功？（力/…网球的咄砧求 H : 
质费. m 磅 （ m ) 友尔承 w . 4 除以 1 t ( o 加唑 
m n ft / s ; .) 

27. 樽球以90 mph 的速度投撺沣球 X 贽作功名少 
fi - u _? t 搾球氓 S 盎 " h 夂 a 3 J 25 

M- 商尔夫球 VX 2 m ft/s( n 191 mphHKl 迚度从 
球座 I.A 出 t I■ 6 盎 d 的 A 尔人球 .使 A V 九 
球腾屮作 r 功多少 ft -山" 

网球汴 】9 W 年太阁男 / M 球公汗赛 t . 皮特 
•榮 扦拉斯荣获尬军，他作 次 发球中丄出 j _ 
个惊人的球， kl 斌卜的球速 AM 24 1 叩 k 为 
r 获得这个速度，桑按拉斯必沏讨屯2益 mi 的 
球作多少功？ 

30,橄椾球 1 名四分 球员以 88 fl / s (60 mph ) 的蛣 

速掷 t 中： 14.5 & n _ j 的 橄搲球 .力 r 伖拇这个迚 
度.对橄描球 S 耍作功多少 

3K 软式捧球 必沖对承盎⑺的软放搾球 ft 名少 
功才能使它的投掷速度达到132 ft/s(90 mph) / 

32. 滚珠把 颗 f 2盎 FTj 的钢滚珠罝放 ft |W 的 
弹莳I.，弹簧的力常数为 A = 18 Itm 把押脔 n:: 
缩2奂寸松汗.滚珠人约弹到多大尚度_/ 

33. 吸冰淇淋牛奶附 m 所小:力截锥荇器，盛满屯 
4/9 Win 1 的草莓冰淇淋1奶， f 如所 M 的耶 
样.荇器深7 in , 底部横跨 2.5 i n . 顶部横跨 
3.5 in (在波 t : 铕布雷汉姆的择准规格）.叫竹 
贤插在容器〗.:方1 m 的位 Si 通及赀吸 I 冰 
淇淋卞奶大约 X 要作多少功（忽略磨揀力}?芥 
案以英 .1 盎司为功的 单位. 



以英+为单位的容器 
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34 - 水塔假记你所在城市决定挖 .-.11 并增加水的 
供炖.作为山_«〖:稈师，你已确定水塔必胡'提 
供为配送水所™ 的压力 ，并 n 设 i hii ta 附阁所 
小-的系统.水从 -100 英尺深的井中抽出，通过 
a 柃 4 英屮的爭扛水钾汴人 a 径20英 w 和高 
2 5英 kwrain 体 r 水池中. sr : 水池的庇部在地 
伽之卜 .60 英 K . 抽水采用3 q 力抽水机，额定 
功率为 IfcSOft - lUA . 按最接近的小时 it ■，第 - 
次沣满 r 水池笛茕名少时 （ 包括汁满水竹 
所 J U 的时间 .） 假定水的屯: 最为 62. 4 



35 - 把人 a 卫墨送入轨 at 地球重力场的强度随离 
地心的距离 r 变化，质量为爪的人造卫星在其 


3 S 3 

发射期发射以 后经受 的地球 S 力为 

f \ r ) 

K-'f* M =5.975 x 10 M kg 坫地球吨 ft, <;= 
6.6720 xl 0 M N - m 、- 2 足万有引力常数 . rU 
m 度 H . 闶此，把一 BS 1000 k B 的人选 从 
地® 送人距 离地心 35 780 的阏形轨逍所 X 
的功由下面的积分给; i_, : 

功__厂 

J ~37oooo r 

求这个积分.积分下限 e 地球汴发射场 位酋以 
m 为单位的串径.（这个 it ■算不考虑运载火箭 
L 升消耗的能緻或者使人造 [(M 获得轨迫速度 
消耗的能 a.) 

36•强迫电子 * 拢两个相距，米的电子和 :棑斥. 
斥力为 

F = S 牛钾 

( al 假定一个电子被闹定在:^轴上的点 n , (1) 

I 坐标轴的 K 度以米为单 位）.把呙 外一个 
电户沿 轴从点< - I . 0) 移动到晚点孟要 
作多少功？ 

( b | 假设在点（分别尚定 - f ■电 
千 ' 把第三个电子沿; t 轴从点 （5,0) 移动到 
< 3 ,0> 需要作多少功？ 


6.7 矩与质心 


许多结构和机械系统呈现这样一种特性’它们的质最仿佛集中在一个称为质心的点（见 
图 6.41). 重要的是要知道如何确定这个点，而求质心基本上是一个数学上的 问题. 我们暂 H 处 
砰一维和二维对象的质心问题.至于三维对象，最好是用第13章讲述的多重积分解决. 



图 6. 4 1 在冰卤上滑动的扳钳绕质心的转动就像质心在一条直线上滑动 


6- 7.1 沿直线分布的质置 

我们用分阶段的方法建立求质心的数学模型.第一阶段，设想质鼋 m ,, 和％像下囝那 
样分布在一条刚性的 x 轴上，这条轴由在原点的支架支撑. 

^1 0 

庄原点的支架 
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这样形成的系统可能是平衡的，也可能是不甲衡的，取决十这哼质最的大小以及它们! 《1 何排列 
坷个®飧％对轴产生-个向下的大小为® 讨％ 乘屯力加速度#的力 m /( E!P 叫的 
毎个这样 的力) i 钉绕原点转动 * 轴的趋势.记转动打扦的一种 方式. 这种转动效应称为转矩.川 
；； m lg HJj 作用点到原点的带符9距离的乘积度 M , 仵原点左边的质#产生负的（反时 n //向） 
转矩.在原点心_边的质馕产生汜的（顺时针方向 ） mi 

转矩的和足对系统绕原点转动 e 势的度 《. 这个和称为系统 转矩： 

系统朽矩= + + m , gx t ( 1 ) 

系统将 Mf •衡的，当 .! L 仅当它的转矩为岑. 

如果在公式 （ 1 ) 中提出 W 子# f , 荇出系统转矩为 

g ■ + } 


因此，转矩是®力加速度及同数 （ m ,*, + m 乂十 m , x ,) 的乘枳.前者是产生系统的环境特性 . d 
足系统 A 身的特性（这是-个常量，无论系统出现仵什么 地方都 保持相同）. 

数 + m 3 ; t : 称为系统对原点的矩. 它足 各个质嬡的短 m /, , m ,. t ； , ni , i , 之和： 

= 系统对原点的矩= 

( 这 m 改換成 z e 疗是为表示可以对更多的项求和 .） 

通常我们镅要知道何处是 s 放支架使系统达到甲衡的位说，就是说，在什么点 is 放它迚转 
矩之和等于零.请#图形 


达 a 甲衡的 m ： 位 a 


在图中这个特定的位置，每个质 M 对支架的转矩为 

m, 对 i 的转矩= ( m t f\\i 的带符号矩离 ）（ 向下的作用力） 


=(I, - x)in t l! 

当我们写出说明这些转矩之和为零的方程时，得到一个可以求解^的 方程： 

2；(h-i)mj=0 (转矩之和等 f 零） 

(求解 y 

2.m t 

上面这个公式表明，用系统的总质童除系统对原点的矩求出 i : 

- 系统对原点的矩 (7 .. 

I= T^7 = ~系统质最 

这个点*称为系统的质心. 

6.7.2 在平面区域上分布的质量 

假定有一组分布在平面内的数冃有限的质摄，质量叫位干点 （U,)( 参见图6.42>.系统 
的质量为 

系统的质 - W= 

每个质童％存在对每条轴的矩.它对*轴的矩为《山，对）_轴的矩为整个系统对两条轴 
的矩分別为 

对尤轴 的矩： M. = 

对）.轴 的矩： = Y.m iXi 




定积分的应用 


系统质心的*平标定义为 

nv ⑴ 

采的这个选杵，像作-维的悄形-样，系统对 f •[线 .I = i 是平衡的 （ a 围 6.43). 质 M 对立线 
:» =i 产4:的转 妒消失 . 





!¥i 6. 42每个质 ft m t 具钉对每条轴的矩 ffl6. 43 ®fi 的二维阵列对丁-它的质心 (rr_ m ) 是平衡的 


系统质心的 r 坐标定义为 


采用}「的这个选择，系统对直线: K = i 也是平衡的-质量对直线 r = ^ 产生 的转矩消失. 

W 此，就平衡而论，系统显现全部质最仿佛集中在点 U ，的特性.这个点称为系统 
质心. 

6. 7.3 薄平板 

在很多应用问题中，需要求薄平板的质心，例如铝圆盘或者角形薄钢板的质心.在这样! 
情况下，我们假定质量是连续分布的，用来 计算； t 和.卩的公式包 V 

含积分而不是有限和.积分用下面的方式建立. I 细条的质 a>, 

设想把占据町 平面 内一个 K 域的薄板切割成平行十一条坐 
标轴（在图 6. 44中平行十)_轴）的细条.一个典铟细条的质心是 ( _ ffiS I \ 

t i • V).我们把细条的质量 Am 视为仿佛集中在于 ---V-—^1(?.?) j 
M 细条对 J •轴的矩为？ Am. 对; c 轴的矩为？ Am. 这时公式 （3) \ I ^ 

和 （4) 变成 

xJ k = z H 卜令七盖 ^ 

这两个和是积分的黎曼和，并且当薄板切割的细条变得越来越图 6 .44把薄板切割成平-行于 .V 
窄时作为极限值趋近这两个积分.我们用符号把这两个积分表 轴的细条.一个典 S 

示成 细条对每条坐标轴产 



生的矩如同它的质里 
im 集中在细条质心 
d 7) 产生的矩 
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覆蠡 町平面内一个区域的薄板的矩、质置和质心 

对:^轴 的矩： «, = I 


微分 M 细条的质 M . 假定薄扳的密度连续忒数，质 <|t 

W 微分 dm 等 y ‘乘积 Sd / t (每单位面积的质嫩乘而枳）.这 《 E ( L 4 代 - 
表细条的 面积. 是它每尊位 W « (的 Mt . 

为 r 求公式 （5) 屮的积分，画出坐标平面内_板的 m 形，扦次于 ft 材、杆 材和寧 
描绘同-条坐标轴平行的质#细条 .M 后，通过1或 老 -r 表示? ffi *J*S5»** 

条的质量如和细条质心的坐标 （ 后， ft 由甲面内薄板 
位置确定的积分限之间求歹 dm , 5 dm , dm 的枳分. 

例1奋:图6.45所沿的-:角形板的密度为常数3 = 3# ( ^ ; .求 

(a) 板对 y 轴的矩 ( b! 板的质量 .M; (0|板的质心（「.11.)的. 1[ 半标. 

解方法<0:用垂直细条（&阄6.46) 



围 6.45 例〗中的-角形板 W 6.46 用一咚爭直细条模拟例1中的三 角形板 

(*) 矩象： 

典继的垂直细条具有 

质心 （ c * m + ) : ( X ,y) = (x,x) 

长度 ： h 
宽度 ： dx 
面积 ： <\A = 2 xdx 
质量： dm = 5 tL 4 = 3 - 2 j cLv = 6 jc dx 
从 r 轴到的距离 ： x ^ x 
细条对 y 轴的矩为 




定积分的肩用 


闪此，板对 y 轴的矩为 


6s 2 d：t - 2% 1 = 2 g.crni 


~ I Hm = j 6x dx = 3x ] ] = 3 g 


( c | 板的质心的 r 坐标： 

按照同样的计 K , 可以求 W , 和 f = M/M. 

方法 (2): 用水平细条（见图 6. 47) 

(8)矩財, ： 

典铟水平细条质心 （ c . m .) 的; r 坐标是 r (参见图 
形），所以 

y - y 

质心的： t 坐标是跨越角形半途点的*坐标.这使它 
取 y /2( 细条左侧的 * 值）和 1( 细条右侧的文值）的平- 
均值： 



图 6 . 47用-些水平细条模拟例丨中的三角形板 


宽度：办 
面积： tL4 = 2 ■ .2 


质量 ： <\tn = S tf/l = 3 • 2 ; ’ (\j 


从 nv 到； K 轴的距离 : 


细条对 y 轴的矩为 


J d r = 冬 （ 4 - y)^y 


f’ = jidm 0_/) 办 =|~ [ 4 y - ^ = f(~) = 2g-c 
8*： ° 

M = J dm = d ( 2 - r)dr = 爸 ]: ; 夺 ( 4 - 2 ) = 3 e 


c) 板的质心的戈 坐标 : 


_ 2 畀 .cm —丄 
頁 = 3 g " T 
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按照 M 样的 汁苒， _ i _ T 以求 . w , ftlj = M / M . 

如柒薄板屮的质佾分布灯-条对称轴.质心将位 f 这条对称轴 L , 加果存4:两条对称轴.浈 
心将位 f 它们的交点.这两个铒实经常石助 r •简化汁算. 

例2设薄板覆盖上方以抛物线 _ v =4 为界和卜// 

以*轴为界的 K 域，求它的质心 （ 见阁6.48>.假定薄板 
作点 U , y > 的密度为 = . 这进从点 U . y ) 到 . r 轴的距离 

平方的网倍. 

解薄板的质世分布坫对 y 轴对称的，所以 i =0. 

我们川一些垂 ft 细条拟拟庙卅分布， W 为密度是用变竜 r 
的蚋数给出的.典彻的审 t ' [细条（参见图 6. 48) tWl ' 

质心 （ t 、 m. ) : { x ,y ) = (i, -^- J 

K 度： 4 - . r 1 m 6. 48 }}\ - 垂 ft 细条模拟例 2 中的薄 K 

雛 :心 

tSifR: .U = (4 - .!')di 
质： H：: Hm = 5 d.^ = 5 (4 - t ; )dr 
从 l: . m . 到 j ： 轴的距 离 ： y = A -~ - 

细 条对: t 轴的矩为 

Jdm = —--- ,5 (4 - J ； ) d.r = ^ (4 - 

板对*轴的矩为 

M , - | ydm = f ® (4 - * 2 ) 2 也=广 x : (4 - V) : <b - £ ( - R ， + r s ),Lv = ^ 

Af=j\lm=|^(4 - * : )<k = [ 2x~(4 ~x 2 )dx = f (8, - 2V ) d.T = ⑤ 

W 此. 

-_ L ， 2048 旦 = 

M — 105 ‘256 — 7 

薄板的 质心在 

u , y ) = ( o , f ) ■ 

6.7.4 形心 

如果密度闲数为常数.它从^和>胃的公式的分子和分母中消去.内此，4物体的密度为常数 
时.质心的位置表示物体的几 M 特性而非它的制作材料的持性.在这样的情形. r 程师们可能把 
质心称为物体形状的形心，如说"求 二 .角形或者体锥的形心_’.为了求形心，只需改 s = i , 并且 
卜》!前面一样，通过用质 M 除矩求 i 和六 

例3求一条密度 s 为常数的金属线的质心（形心）.它的形状像半泾为 a 的半圆. 

解用中-圆）'=7^/模拟金属线（见囝6.49).它的质*分布对轴对称，所以 i =0.为 
r ^ T , 设想把金属线分成许多小段.典!0段（见图 6.49 a >具有 
K 度：心=«仙 
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闪此， 


质量 ： dm =3山=如邮（申-位 长度的 质甩乘长度） 

从 a m ■到 x 轴的距离 ： y = a dii 没 

j y dm j a sin (? ■ 5 a [ - cos 沒] ^ 

} J dm 厂 S“ff 知 1 1 77 


质心位于对称轴上的点 (O.h/TT)， 这是从原点向[「X约到半杼长度2/3的位® ( 见阐 6.49h ). 汴总 
朴: j 的公式中如何消去5,所以可以处处设6=1，闹对于: f 得到 M 祥的值. 


1 

企属线的抖型+段仃 

y = V?^rp 

dm = 6di = Scdfl 

/ 



/ 

/ySS a cost a sin0) 

/ 


一 a 0 

« 


a) ⑴ r 求质心的尺， f 和变屋 





图 6. 49 例3中的 f •阆形金属线 


习题 6.7 

在4题1 〜 I 4 中，求湲盖给定区域的具奵常数 
密度 S 的薄板的质心 T 

1. 以抛物线^ =文 2 和直线7 = 4为界的区域， 

2. 以抛物线; y =25-/ 和I轴为界的区域 - 

3. 以抛物线和直线为界的 K 域. 

4-由抛物线） -3 和>=包围的区域. 

5 . 以 j 柚和曲为界的 K 域. 

6. 以抛物线1 = / -：> 和直线 Y = r 为界的 K 域. 

7. 以 r 轴和曲线 rKOMt - tt /2 在 a < tt /2) 为界的 
1现 

8. 在1轴和曲线 r=sec\( -甘/4笔*餐11/ 4 )之间的 
K 域1 

09. 在曲线 y = l/；t 和 r 轴之间从1 = 1到* =2的区 
域『给出到两位小数的质心坐标. 

10. U) 由阓/+/=9从第一象限切割的区域. 

(bH：U 轴和半 p y = 为界的区域. 

把 （h> 中的答案同 （ a ) 中的答案作比较1 

11. 在第一象限和第四象限内由曲线 r = i/(i +^ 2 ) 
和7 = -U! — 以及直线: t =0 和 r = l 包围的 
叫 

12. 以抛物线 y =2/ 和; v =2 j -i = 为界的区域. 

13* 在曲线: K= 1/A 和 3 轴之间从; v 二1 到*= 16的 

赚 

14. 卜方 以曲线 y = i/V 为界和 F 方以曲线 -1 /V 


为界以及左边以直线^ =丨为界和 t 边 以迮线 
尤=(1>1为 界的区域. 同时，求 
IS* 求 块 薄板的质心，薄板覆盖:^和曲线 Y 二 
2/x 2 (l 霉： ^=£2) 之间的 K 域，假设它在点 U. 
)) 的密度为枳 *) =/- 

16. 求一块薄板的质心，薄板覆盖下方以抛物线、= 

/和卜.方以直线7 = ^为界的区域，假设它在点 
( x r y ) 的密度为 = 121 . 

17. 剌题13 中薄板的质心，假设密度函数是 
5( 幻= 4 人7而不是常数. 

18- 绕 r 轴旋转曲线 > = 2/太和I轴之间从* = 1到 
*= 4 的区域，产生一个旋转体. 

(a) 氺旋转体的体积- 

(b) 求覆盖这个区域的薄板的质心，假设薄板 
在点（I > ) 的密度为织I)=.厂 

tc>_ 出薄板的草阄.并且在图中显不质心. 

19. 绕7轴旋转以曲线 _v= ±4/斤以及直线 1 =] 和 
为界的区域，产生一个旋转体」 

(Hi 求旋转体的体积1 

(b) 求禳盖这个区域的薄板的 质心， 假设薄板 
在点 ho ) 的密度为 SU) =1/^ 

(c) _ 出薄板的草图，并且在困中显不质心. 

20绕 r 轴旋转曲线 r = 】/( 工 A ) 和 I 轴之间从上= 
】/ 4 到：*= 4 的区域，产生一个旋转体 . 
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( fl ) 求旋转体的体积. 

| b ) 求这个区城的形心， 

21. 三角形的形心位于三 角形三 条中钱的交点 （E 
阁 6. 50 a ) 吋以冋忆-下. 7 :角形内位 T 从每 
条边到对立顶点路线上5分之处的点是：角 
形4条中心的交点 . 通过诎明-:角形的肜心也 
位于从每条边到对立顶点路线上 i 分之一处， 
证明形心位于〔条中线的交点.为此采 取下列 
步骤： 

( i ) 把」.角彤的一条边置丁 1轴1.，如 
m 6. 50 b 所禾 HU 和 dr 表示 d m . 

( li ) 利用相似」:角形，证明 【= (6//0< A - y >. 

在 dm 的公式中用这个表达式代换 L 
ou ] 证明 y 

(ivj 把这个论证扩展到其余两条边< 



图 6i50 习题21中的三角形 


27•常數密度 求-条密度为常数的金厲线对 x 轴 
的矩， 金厲线位于从 I =0到 j = 2的曲线 r = A 

h . 

2» •常数密* 求条 密度为常数的金属线对太轴 
的矩，金属线位7 ■从 1=0到1 = 1的曲线 y = 

f , 

29. 可 变密度 假设洌3中金厲线的密度为 6 = 

是常数）.求它的质心. 

30. 可 变密廑 假设洌3中金属线的密度为5= I + 

是常数）.求它的质心 . 

在4超3】和32中，证实命题和公式. 

31. 吋 嫌乎面曲线的形心的坐标是 

1 1 df j v i 

* = W ' 卜 w 



32. 在方程7 = //(却>中，尤沦取什么值 

附 ra 所示抛物线段的形心的 y 坐标为〒= 
(3/5)a. 


在七题 22-26 中，利用习 M 21 的结杲求给定 
頂点的三角形的形心， 

22. ( - 1,0), (1,0), (0,3). 

23. (0,0)，（1,0)， (0,1), 

24. (0,0), ( a ,0), (0,a)i a>0. 

25. ( a ,0). (0,6), a>G t b>0. 

26. (0,0), { a T 0 ) t a >0, 6 >0. 

第 6 章复习指导问题 



1. 如何用切片方法定义和汁算立体的体积？举一 
个例子. 

X如何用切片方法推导计箅立体体积的圆盘方法 
和垫圈方法？举出用这两种方法计算体积的一 
些例子. 

3. 描述®柱壳方法了举一个例子. 

4 . 如何定义光滑的参数化的 曲线； y 二 

^(0, 的长度？光滑性同长度有什么必 


然联系？关于用参数化法求曲线长度还需要知 
道什么9举出-些例子. 

5. 如何求闭区间上光滑函数阐形的长度？举一个 
例子 t 对于不存在连续一阶导数的函数采用什 
么方法求长度？ 

6 . 对于绕I轴旋转光滑函数7=/(叉）0名: r 容 i0 周 
形扫出的曲面，如何定义和计算面积？举一个 
例子， 
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7. 对 T 绕 i 轴和 Y 轴旋转前线 r ，/(/), 

d 产1的曲时，在什么条件 F 可以 i 卜算谢 
积 5 6 7 举十, 埤例子. 

s. 如何求解4分离的 - 阶微分方杓？ 

9. 什么足指数变化定律？如何从初值问妞中推异 
它 Y 这个定律有一些什么应用？ 

第6章实习习题 

在七越〗，16中， 求 立体的 体积。 

1. 立体位于在3=0和 文=1 轴垂立的两 个平血 
之间.在这两个平面之间垂直于 * 轴的截面是阀 
盘.它们的 E 柃从抛物线）=/延伸到抛物线 
y -4 x . 

2- 立体的底部是第一象限内位于直线 y = ： c 和抛物 
线 y = 之间的区域.立体垂贞丁 *轴的截面 

是等边-:角 m T 它们的底边从盘线延伸到抛 
物线. 

3. 立体位于在1 = 77/4和 i = 5 tt /4 垂直于1轴的两 
个平面之间. 4体在这两个平面之间的戴面足 
圆盘，它们的肓径从曲线 y =2 t( « ^延伸到曲线 
y -2 ain x . 

4. 立体位于在*=0和 1 =6垂直轴的两个平面 
之间，立体在这两个平面之间的截面是正方肜， 
它们的底边从$轴向上延伸到曲线 + 

， 4. 



5 . 立体位于在1=0到: r ^4 垂 宜于; E 轴的两个平面 
之间.立体在这两个平面之间垂直于*轴的截面 
是圆盘，它们的直径从曲线 V =4 y 延伸到曲线 
y =4 x t 

6. 立体的底部是 町平面 内以抛物线/ ，知 和直线 
* = 1 力界的冈域.垂直于^轴的每个截面是一 
条在巧平面上的等边二角形.（所有这些三角形 
位于 V 平面的同一侧 .） 

7. 求绕下列轴旋转以*轴和曲线 r = 3 /以及直线 

^ = 1 - I 为界的区域产生的旋转体 体积： 


10. 411 M 足 义和汁 算町变 力沿」 T 轴方卯作的功〜加 
何 H 箅从容雅中抽出液体所X的功V苹 Hi 

Mf - 

U , 汁么是质心？ 

I2i 如何确定薄平板材料的质心？举 -个例 f . 


UU 轴： （bb 轴： 

[cM* [线 (d) S 线 r = i 

8. F 列轴旋转以曲线 y ^4/ x y 以及[V线 p 1 
和 ） =1/2为界 ** '角形 K 域产卞的旋转体 
体积： 

(ah 轴； {bh 轴； 

( c ) 芭线 x =2; ( d ) 直线厂 I 

9. 求绕卜列轴旋转左边以抛物线 V =v + l 为界和 

心边以 an . x =5 为界的 K 域产1.的啶转体体积： 
(a)x 袖； （b)) 轴； 

( c ) tm X - 5. 

io * 求绕下列袖旋转以抛物线/ =打和 a 线 V ^ 
为界的 K 域产生的旋转体 体积： 

UK 轴： （W) 轴； 

(W 立线^=4; 冇线 r =4. 

11* 求绕 i 轴旋 转第- 象限内以^轴和直线文 = tt /3 
以及曲线 r = | 为界的“一1角形 "K 域产牛的 

旋转体体积. 

以求绕 i [线 > = 2旋转以曲浅 / = sin ^以 及立线 
^=0. 1 = TT 和为界的 K 域产生的旋转体 
体积. 

13. 求绕I轴旋转以曲线*=〆以及古线 ）=0 T P 
0和 y = l 为界的区域产生的旋转体体积. 

14. 求绕: r 轴旋转以曲线 ？ =2tan ^以 及迕线 YiO. 
：r= -ir/4 和!： = 77/4为界的冈域产生的旋转体 
体#1 (K 域位于第 象 限和第=象限内，埔 
一个偏斜的蝶形领结1 ) 

15. 球体圓洞的体积 经过半径为2 英尺的球体的 
球心钻一个半 径为在 英尺的圆洞.求从球体中 
厶除材料的体秕 

1*. ««球的体积橄榄球的到 面像卜 饵附囝所示 
的捕圆.求橄揽球的体积，准确到烏接近的立 
方英寸1 

在刁题17〜23中，求曲线的长度. 

17* -(1/3)严， 

18- ^ = r" \ 1 ^ y^g r 
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19. y = x 2 - (in x)/B, 丨甚 ; t 在 2 ， 

20. j= (yVl2) +(1 々）， L^y^2. 

21. * =5 roe t - cort 5i, y = 5 sin f - sin 5t t 
tt/2. 

22. * = i J -6c\ y = r' +6/' 0 在，在 I, 

23. j; = 3 cos ^, y-3 sin 6 t O^e^y. 

24. 求附閱所亦闭合环 x = i 2 , 7 = {/ V 3) 的长 
度 + 这个环以（=-及为起点和£=#为终点」 



在习题25 -30 中，求绕给定轴旋转曲线产肀 
的曲面面积. 

25. y = -/lx -f 1 , 0 甚 1 在 3; r 轴 . 

26. r =V/3, O^x^l ； 太轴 . 

27* ^y-y\ l ^ r ^2 ; rSrt . 

28. x =-Jy s J 轴， 

29. x=t 2 /2, y = 2t, 九轴 

30. ^=^ + 1/(20, 7 = 4^, 1/J2^t^i ； j 轴. 

在习题 31-34 中，求解微分方程. 

31. ^ =v^co 3 ? v 7. 32. v f = 

6x 1 J " y -1 

33. yy r - sec y 1 sec 2 x. 34. y cqs 3 jc Ay + sin x 6x 
在习题 35~3S 中，求 解初值 问题. 

35. ?(0) = -2. 



37 t * dy - ( v + / } )(Lf = U , r ( I ) = 1. 

说 %^7T- > (0) = l - 

在件生物炭杯丰中，雎有碳 U 含鷇的90% 
已绞衰变，这件怀丰存在厂多少年丫 

40. 冷却馅饼用深盘烤制的苹果馅饼从烤筘取出 
时.内部温度为 220 T ， 将其置于温度40 下的 
通 H 4 i ® 冷却. 馅饼内部溢度在]5分钟启 K 降 
到 】 80>.馅饼从那里冷却到 70 TX 费多久 
时间？ 

41* 提升设备-位女孿岩运动员向 h 拖运近】00 
: V (约 22. 5 lb ) 的设备，设备吊在吔下方 40 m 的 
绳子上，绳子重 ( IBN / m 运送这苎设备 X 费 
作多少功？ （槎 示：分別对缉子和设备求解， 
然后对结果求和 .） 

42■灑水的运水车你驾驶一辆800加仑的运水 V 
从华盛顿山脚卜开到山顶.到达后发现 H 剩卜 
t - 午水，后程时水乍灌满广水.以隐定的速度 
向山上行驶.并在50分钟内达到4750英 M 的 
高度变化.假定 运水笮漏 水速率不变.把水运 
到山顶作了多少功？不计把你本人和运水 今:送 
到山上作的功.水的重量为8镑 /( 美制）加仑. 

43-拉长弹簧如果要使一条弹箦保持比不受力的 
白然长度长1英尺需要20磅力，把弹簧拉长到 
这个长度需要作多少功•/冉拉长一英 K 需要作 
多少功？ 

44 . 车 库门的弹簧假设200 N 力使午:库 Hi 的弹 
簧伸长到超出不受力的自然长度 0.8 m . 300 \ 
力将使弹簧伸长多少9使弹簧伸氏到比 A 然长 
度长这样多需要作多少功？ 

45, 从贮水《抽水一个 r 水器的肜状像顶朝下的 
正困锥体，顶部跨越20英尺 t 深8英在其 
中灌满水1从 r 水器顶部 h 方6英尺的岛度抽 
出水需要作多少功？ 

从 从贮木器抽水 【读3题 45) 在 f 1 ： 水器中灌满到 
5英尺深的水，并且在顶部上方同样岛度抽水. 
抽出水 X 要作多少功？ 

47. 从 D 锥体容 « tt 液休一个顶朝下的正圆锥体 
容器的顶部半径为5 fU 髙10 ft , 在其中灌满 
重量-密度为60 Ib / ft 3 的液体.从容 器上方 2 ft 
高度的一点抽出液体黹要作多少功。如果抽液 
体的泵用额定功率为275 ft - lh / S ( l /2 Kp ) 的电动 
机驱动，抽空容器甫要多长时间9 
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从圆柱体》油》抽油 C 油器为止:阓柱体， K 
20 ft, 在水平轴 上的 fl 枝为！ i ft. 如果 r 油器的 
-t 满灌满 ts? iw 的橄欖油，求通过从! r 
油器呔部通到顷郎 t: 方6 ft …个出口的管子柚 
空油作的功. 

49- 一块薄平板*盖由抛物线 y =2/和 y = / 

包阐的 W 域，求它的形心. 

50. ■块薄平板*盖由 * 轴和直线3：=2, *= -2 以 
及抛物线 y = W 包阑的 区域，求它的肜心. 

5 1. •块薄平板覆盖第■象限内以 j 轴和抛物线 = 
1V 4 以及立线 x =4 为界的"一角形”区域，木 

第6章补充和提高习题 

1 . 個定旋转体是绕*轴旋转 tut : 连续 S 数 J -/ U ) 
的 ffl 形和轴以及固定直线 j ： = d 和可变立线= 
4 ((!> 0 )为界的区域产生的.对于任何 6 ,它的 
体积等于求 / U ). 

2. 假定旋转体是绕: c 轴旋转 LUiK 连续闲数 r =/ U ) 
的囝形 和^轴以及直线 * =0和 * =«为界的 K 域 
产中的.对于任何 0 >0,它的体积等于 0 3 十 n . 
求 / U ). 

3. 假定增函数 y =/ U ) 对 T -. ts 0 是光滑的. ff-Fl 
/(0) =«- 令表示/的图形从点 （0. a ) 到 
(*, / U ) >的长度 ， * >0. 如果对于某个常数 t 

=Cx, 求 /(*). C 允许取 什么值 ■? 

4. (aHiE 明：对于0<«霉帘/2, 

厂 i/l + ftis S dS > ^/a 1 4 sin^a 
(t>) 推广 （a) 中的结果. 

5. 在曲线在的各点上，作长度 A 

= 7并且同 JT 

平面垂莨的线段（参见附阁） . 求曲线上由点（0, 
0) 到 （3, 2万> 的这些垂芭线段构成的曲面的 
面积- 


/ 


p \ 1 



6. 在半径为 a 的圆1-_各点，作垂直于 H 的平面的 
线段，在每点 P 的垂直线段长度为 fc, 其中^是 


m 

它的形心. 

52_ __块薄 f 板«盖由抛物线/ 和直线 * = .V 

包闱的 K 域，求它的形心. 

S3. -块薄乎板*盖由抛物线 r : ^和汽线. tdv 
包闱的 K 域，假设板的密度必数为 S(. V) =1 + 
)_，求它的质心.（利用水¥细条 .） 

54- (a) •块具有常数密度的薄平板*盖®线 v = 
3//_ : 和： t 轴之间从 i = 1到; t = 9的 K 域 . 
求它的质心. 

<b} 如果 U> 中板的密度函数是 Mi) =；r jftiM'tt 
常数.求它的质心. （利 fH 垂 ft 细条 . > 


依反时针方向从点< a , 0 ) 到 P » ,_fi 的岡孤长度， 
士是 …个正 常数.如附 ffl 所 m . 求从点 U. 0) 汗 
始围绕 HI 延伸一阇由沿拥孤的垂直线段构成的 
曲面面积. 



7.通过细胞 縝的物 ffi 传《在 K 些条件卜_.溶解 
物质通过细胞膜传输的结果由方程 


描述.在这个方程中 ， r M 细胞内部物质的浓 
度，办/山是 Y 随时间的变化韦.字母夂 r 
和 r 代表常数，其中 A 是麥逢系教（一种细胞膜 
恃性）， 细胞* 的表面积. r 是细胞的体积， 
(■是细胞外部物质的浓度.这个方程表明，细胞 
内部物质浓度的变化率同它与细胞外部物质浓 
度之®成 E 比. 

U} 从方程求解} ■(<), 用知表乐: 

(bl 求稳定状态下的细胞内部物质的浓度 y U ), 

( 根据 Some : Mathematical Models in Biology ( { 卞. 物 
学中的 某些数学模型 })) ， 由 R. M. nrAl, 
J, A . Mortimer, K . R . Rebman 和 R . F . Baum 编辑， 
1967 年 12 月修订版， PB-202 364, 101-103 S； 
由 ISH 商务部 N. T. I. S. 发行 .） 
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s. m 气流®合氧气通过 - 条软管流人充满空气 
的I升烧瓶，泡合的氧气和空气（被认为经过充: 
分搅动后）从另外一条软管排出，假定空气中方 
有21% 氧气， 3 5升氣气通过檎人软管后，烧 
瓶食 右鷇气的白分比是多少？ 

9-质霣为 m 的质点在大小为的 af 变力的 
作用下，在时间 （=0 从静止状态开始，沿 x 轴 
以情定加速度 0 由* =0移动到求力做 
的功. 

10•功与动能妝定把重 1.6 盎司的高尔夫球 at 于 
力常数 A = 2〖 h / i n 的垂宜弹簧 I 把弹贅 He : 缩6 
in 后松开.苺尔火球这时 h # 大约多离（从弹 
簧的静止位置算起〕？ 

11. 求下方以^轴为界和上_方以 曲线； 是 
偶正整数）为界的区域的肜心.这个形心4 
n - M *> 时的极限位童是 什么？ 

12. 如果你用挂在卡车后的二轮拖+拖运 -- 根电话 
线杆，打算轮处在电话线杆质心之耵约3 
英尺的位置，以便提供相应的“舌簧”重量. 
NY 1 NKX 的 1.40 ft 型木质电话线杆的顶端周长 
27 in T 底端周长 43.5 in . 这种电话线扞的质心 
距离顶端的长度是多少？ 


第6章 

13. 胺定面枳为4和具有常败密度 S 的薄金属板 A 
据 O 平面内 的区域 /f, 件且令 Afr 是金 厲板对 > 
轴的矩， 址明： 

(W 如果金厲板位于茛线的右侧，板对 A 
线的矩是况 ， -mx 

(b) 如果金厲板位 T ■直线的左俩，板对亢 
线的矩是砂 l-Af T . 

14- ■块薄板覆盖以曲线〆 =如*和直线足 
出常败）为界的 K 域.求薄板在 卜列条 件卜的 
质心： 

(a) 薄板在点 U，r) 的密度问I成正比： 

(b) 薄板在点 u, r ) 的密度同 i r 丨成 止:比 

w . U ) 求第象限内以两个同心阓和两条坐如袖 
为界的区域的形心，假设这两个 M 的半技 
为 a 和 A , 0< a < A t 它们的网心在原点< 
tb ) 求上述 K 域的形心的坐标当 n 趋近 A 时的 
极限，并 a 讨沦结果的含义. 

1*. 从边长为1 ft 的正方形切占一个X角形的角. 
切去―角形角后的面积为36 in : , 如果剩余 K 
域的形心件:离原正方形的一边是7 这个形 

心同 K 余边的距 W 是多少4 




第 7 章积分方法 


槪述撤积分基本定理告诉我们，在求出被枳函数的反导数后如何计算定积分.表 4.2 显示 
迄今我们讨论过的®数的反导数形式，而代换方法有助于利用表中的反导数对更复杂的包含基 
本®数的函教求反 导数. 在本章我们要讨论对更多®数求反导数（成者不定积分）的—些其他重 
要方法. 


7. 1 分部积分法 


分部积分法是用于简化形式为 

j /(x)g(i)dx 

的积分的方法.在/能够 a 复微分和 y 能够重复积分而无困难的悄况下，这种方法是很有用的. 
积分 


J *e'di 

就是这样一种枳分.因为/( I ) =* 可以微分两次变成零，而以 *) =e ■可以重复枳分 而无 困难. 
分部积分法也适用于像 


J e*»in * dx 

这样的积分，其中被积函数的两部分在重复求微分或者求积分后冉次出现. 
7.1.1 积分型积法则 

如果/和裏是*的可微函数，积法则表明 

^[/ ] =f(,s) g {x) +f(x)g'( x ) 

用不定积分表示，这个等式变成 


或者 


| ^[/( a )g(a：) ]tLt = j [/'(i)g(x) +/(x)g , (x)]dx 
/ 去 [/(*>《(*)]At = jf'(t)g(x)dx + jf(x)g'(i)dx 


重新整理上面等式中的项，得到 


jf(x)g'(x)dx = j -^[/(x)g(x) ]dt - J f'(x)g(x)tix 
由此导出分部积分法公式 


jf(x)g'(x)dx = f(x)g{x) - jf'(x)g(x)6s (1 ) 


如果把这个公式写成微分形式，有时更容易记忆.令^ =/(*) 和 = 那么 du = 

/'(*)< k ， 如利用代换法则，分部积分法变成 
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分部积分公式 

j u dv = ill 1 -Jr (In 


( 2 ) 


这个公式仵表示■•个积分 心时利 用另外-个积分选样-适当的《和匕第一个枳分 
■ T 能比第一个积分更容易计算+在使用这个公式的过程中，可以对 C * 和 dt 作+同的选抒. F 而 
的例子说明选择的技巧. 

例1求积分 


J X ros x tLr 


解使用公式 …= uv - j v (hi 时选择 

u - x, dt j = con> x (Lc 

du = dx t v = sin cos j 的最简单反导数） 

+垴得到 

j x cos x dx = a: sin ^ - J sin ^ dj = r sin x + cos x ■*■ C ■ 

汴例 1 中，对亍 u 和心可以采用 4 种 选择： 

( 1 ) ^* u - 1 df = Jt cos x d*, (2) ^ « = x ffl dv = cos x dx. 

(3 ) 令 w = a f 和， It? = (41 令 u = t:os 文和 dt? = a: At. 

第 （ 2) 种选择是我们在例 1 中使用的 + 其他二 种选择导致我 们不知 道如何求积分的枳分.例 
如，第 （ 3 ) 种选择得到积分 


J (x cos x - i'sin i)cLt 

分部积分法的 H 标在于从一个我们+淸楚如何计算的积分 J 〃 到达能够计算的一个积分 


/ u du. 通常，首先在 包括心 在内的被积函数中选择容易求积分的尽可能多的部分作 为心； 把剰 
余部分作为&请记住，分部积分法并非总是适用的. 

例2求积分 


j In a: d* 

解由〒可以把 Jim h 写成 Jin i . 1 心，使用公式 dv=uv- “时 选择： 
u = In Jf (求微分时简化） T du = y 
d,= 心（容易积分）， n 4最简单的反 导数〉 

于是 

J In a： dj： = ,¥ In jc - J i： ■ —di = j In x - J dr = x [n x - x + C 

有时 T 我们必须不止一次地使用分部积分法. 

例3求积分 


J j 2 e r cU 

解选用 dr - e ' dr , dn =2 t di 和 t ' = 〆 ，得到 




叙分方法 
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= t'V r - lj ro'djt 

新的枳分不如 原心 积分 k 杂，闪为; t 项的措数减少 r ]. 为 r 汁算 心边的 积分，冉次使用分部积 
分法，选川 山 1 = r '( k . PM till = dx , v = 〆 ， 并 41 得到 

I - J t^Wx - - r ' + 

W 此 

j X 2 ^\\x = X 2 〆- 2J xr'dx = x : c' - 2t〆 + 2，1_ + C (C = 2C') _ 

例 3 的求解方法适用于任何积分 J M ： rf. n MiT 整数，因为 S 复对，微分将 M 终# 致 

零，而枳分/是很容笏的. 

像下面例+中的积分出现许电 r 技岑 中. 它 ( n 的计算需要用两次分部积分法，然 q 洱求解 
末知的积分. 

例 4求积分 

j e'tNJS x dx 

解令 w=〆 ， dv = cus t dj, ilu - f'dj , r 1 = sin x , jj H 


j eVos x d x ^ e r sin j - J e'sin * d 太 

上式中第•.个积分同第一个枳分相似，不过以 sini 取代 COS i . 为了汁算它，我们用分部积分法•选川 


dy = sin x dx % 


于是 


e T < os x ik = 〆 sin ；v - ( ™ e'cos j - J (- cos x ) ( e'cLt) 


= e*ain i + eVos x - j ^crns x tU 

这时未知的枳分出现在等式的两端.对两端加这个枳分并且加枳分常数，得到 

2j e^cos x dx = e*sin x + e J cos x + C, 

用 2 相除 T 片且取新命名积分常数，给出 

( , , e^in x + e x cos x „ 

J ^ ff>s x d.r = - ^ -- + C 

例 S 对于 cos \ 的积分 

J ros n t i\x 

推导一个用 cos r 更低幂的积分表汞的公式. 

解 可以把 ros 、 肴成 fW 1 人 * cos I . 然后令 

u = cos ^ ' j ; (It = cos x At 

所以有 

- (n - 1 ) cos ™ 2 X ( - sill X dt ) 和 r - sin x 

因此 

J cos^x dx = cos A l x sin I + ( n ' l ) J sin'r t oa n_3 x Ac 

=C-Ofi" 'jf sin r + (n - 1 ) J ( 1 - cos 3 jc) oos 1 "^ dr 
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如果在上面的等式两端加 


冉遍除以1便得到最后 结果: 


[cos^ ck ^ ⑺广、 — + 「⑺ ，、士 

J n n J 


这个公式使我们把 C o S x 的指数减小2,因而是一个非常行用的公式. 4/1为正整数时，可以* 
复府用公式，直到剩余的积分成为 


dx = sin x + C 或 


例如，例5中的结果击诉我们， 


-J cos x da: = 


7.1.2 分部求定积分 

为了分部求定积分，可以把公式（〖> 中的分部积分法公式同微积分基本定理第2部分结合起 
来.假定，和，在闭区 N [ a ，6] 上是连续的，基本定理第2部分给出 

[ ^定积分的分部积分法公式 


ff(x)g(x)dx ^f(x)g{x) 


在应用公式 （3) 时，通常采用公式 （2) 中的记号^和^，因为这样更易于记忆.下面举一个 
例子. 

例6求以曲线和 J 轴为界的 K 域从到的面积. 

解这个 E 域是图 7. 1中的阴影部分.它的面积为 v 

, jce 'dt I - 

令 u = 工, = e _I di [15^ du ^ dx , v = - e ~\ 于是 • . £ _ t 


4 e ^ - (0)] + e~ x dx 



罔 7. 1 例 6 中的区域 


在4题1 ~24中，求积分 T 

x sin dr. 2. f B cos dft 


S. j sin 、 dy. 




积分方法 


9 - | * 10. I 4x 2x (\x. 

11- j f V'rii. 12. J 

13. j - 5x)^t\x. 14, J (r ； + r+ l )f r dr. 

IS. J x’H 、 1 Xr 16. J t Z f*\\L 

17. J 。 rH ； n2tf i\8. 1& 厂 : cVm 2i di. 

19. 山. 20. j 2x sin 1 (i ： ) dt r 

21- J p 9 sin 0 Hfl . 22. j f 'rofl y d ^. 

H J" ^ 2x ros 3x tlx. 24. j H 2l siTi 2r tU. 

中，在分部积分 之前先 利用代 

换求 积分- 

^ 5 - J ^ 26 + j x ■/{ - x dv, 

27 .人 ； c tan ; i di . 28. J In ( j + i J ) di . 

25 K f Bin (In *) d *. 30* Jsr (In 

31. 求面积对 TK . 间 

[ ajO ^ t ^ TT , ( b )7 T ^ x ^2 ir r 

f c)2TT^ar^3-rT, 

求由曲线 ^ J 和^轴包围区域（参见附 
阁）的 面积. 

(⑴你从区域面积中看出什么 模式？ 当^为任意 
非负整数时，对 T 区间 nTTd 氏 U + 1 > 7T , 
在曲线和: C 轴之 N 的面积是 什么？ 提出答 
案的理由. 


1 沐 



32. 求面积对于区间 

( fl ) 7T / 2 ^ jr ^ 3ir / 2 T ( b ) 3ir / 2 ^ 5 tt / 2 , 

{ c ) 5 tt / 2 ^ x ^ 1 tt / 2 , 

求由曲线 rw * 和; t 轴包围区域（参见附 
阁）的面积. 

( d | 你从 g 域面积中宥出什么模式？当〃为任 
意正整数时，对于区间 

( 2 宁卜叫許 


办:曲线和 j (轴之 间的面积坫 ft ■么？提出齐 
案的押由. 



33. 求体积绕苴线 * =lr 2旋转第 -- 象陌内 以坐知 
轴以及曲线 . 7 = 4 和直线 x = in 2 为界的 K 域， 
求产牛.的旋转体体积. 

34. 求体积浇下述 K 线旋转第 .- 象限内以坐标轴 
W 及曲线 r = « ■-■和 11^* = 【为界的 K 域.求产 
土的旋转体体 m: 

(*U 轴； （blfi 线 i = l . 

35. 求体积绕下述立线旋转第…象限内以半标轴 
和曲线 .y = ™ i . O ^ x ^ tt /2 为界的 K 域. 求产 
生的旋转体体积： 

Ulj -轴： （ b ) 直线 ir ^^ r /2, 

36■求体积绕以 J 轴》曲线 y = j 训 x. 

为羿的 区域， 求产中的旋转体体积： 
(a| r 轴； （b) 直线 

(参 W ■习® 31 的 ffi 形。） 

37. 求平均值在附图中由®尼器代表的延缓力使 
加法码弹*的运动速度放慢，所以法码在时间, 
的位 B 为 

r = 2 e"'rofl (.f ^ 0 
求） 在区间0赛（矣 2 tt L 的平均值. 





38.求平均值在同习 M 37 枏似的法码-弹賫-阻尼 
器系统中，法码在时间 I 的位罝为 

y = sin f - COR () , ( 5= 0 
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氺 r 在区间0幻在 2 tt j : 的平均值. 

简化公式仵习秘39〜42中，利用分邢积分 
认❿:文简化公式. 

J i n roH x iJa ： = j n siri x - nj x" 1 sin % (U r 
41). J ar%in t tlx = - x + nj j ;"" 1 riw x dx , 

41. f w f 广 V'lu _ a 

J a n J 

42. J (In i；)%k = x { In ^；) ，h - nj (In s ) ""' ck . 

求反函败的积分分部积分法译 ,4: 求反函数积 
分的法则，通常给出令人满意的 结果： 

jf'(x)^= \yr{y)^ 

{y = f\x),x =/{x), <i* = f(y)dy) 

- yfh ) - j /( y)dy 
(分部积分法，用 U v , 小 ^/\yW) 
= xf l ( x ) - jf ( y)dy 

思想是取 fl ! 积分的最复杂部分，汴这里是/ 

并 II 打先简化它 . 例如，对于 〖 n * 的积分，我们 
得到 

J In x cLt - J ye ¥ dv (j - It : ^ , j - e ¥ = pMt) 

- ye' -〆 + C = iinJc - x+C 
对干^^、的积分，得到 
J ros ^ l x tb = x ct>s ^ l x - J rm y d.T (j = tros _ 1 r) 

=x cos^x - yin ) + C 
- x nos } x - sin (cos" 1 ^) -f C 
在题 43~46 屮，利用公式 
jf l (x)dx = xf~ l (x) - J/(r)dT {y =/ V^)) 
(4) 

7.2 三 角积分 
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冰枳分.川*丧示答案. 

43 . j rtin 'jt t \x. 44 * f tan tix. 

4 S- j ' .t (Lt- 46 «. j tix. 

求 / _u) 的枳分 （n 然 m 在 / 1 时>的另 

外■神方法毡利用分部积分法.取 u=/ _u) 和 
Hr-df t 把/ 的 积分改 W 成 

// vm xf -'(^) -卜 (£/ 1 ⑴卜 

4题47和48对比利 W 公式 （4) 和<；；> 杩列的 
结果. 

47, 公忒和 （5) 对丁 、的积分给出 + M 的 
公乂： 

(a) J rns" 1 1 dx = x ct>s"'jf ^ sm( ros" f Jt) + C 

(公式 (4)) 

(b) j ros "'jr da = jf ro 8 _t .t - -/\. - + (' 

(公式 （5)) 

两种积分法都对能是正确的叫？给 Hi 解释 . 

48, 公式（4> 和 （5) 对于 lan_\ 的枳分给 MM、 同的 
公式： 

(a) j tan 'r di = i lan ' 1 1 - In ser (lan ' t) + C 

(公式 （4)) 

(b) J tan ' x dx = x tan 1 1 - In v^l + x r + (: 

(公式 （5)) 

两种积分法都可能是 it 确的吗？给出解释. 

在 J 题49和50中用两#方法求 积分： 

»用公式 (4); (b) 川公式 （5). 

在每一种情况，通过求答案对I的导数检验你的 
结果. 

49 , J Hinh 'j ： 50 * J tanhfir. 


二 .角积分涉及 6 个基本二角函数的代数组合.在原则上.我们总是可以用正弦函数和余弦函 
数表示这样的积分，但是通常用其他函数更为简单，如在积分 
J sec 1 x d* - tan x + C 

中.总的思想是利用三角恒等式把所求的积分变换成更容易计算的积分. 

7 2.1 正弦函数和余弦函数乘方之积的积分 

我们从枳分形式 

j cos^j dx 

开始，其中以和《是非负整数 〈正 数或者零）.可以把相应的变换分成三种情况- 




积分方法 


第1种情况 si T] "r "^也屮加果极坫奇数.我们把/«4成2* + 1 Jf lt 利〗= 

I - v^ i x t nn 

^ t"x = - ( MM ' t/sin t = ( ■ - ras^)\sin v ([) 

然 A ? 作:积分屮 A 介中■独的 A , i ij tb , » U - - d(ros t ). 

第 2 种情况作 I Hirr.r rus "^ (h 屮如架 m M 偶数 rfrf a 为负数.那么把 n V 成 2々+ L 汴 K 利川 
t ■(等式 n ". t ： = ] - sir ^ r , 俗到 

nm't ， d〆. 1 ：* = ( run'x ) ； ros t = ( 1 - ^in 2 t) 4 t r^ x 

然 FrW 介中独的 nw r >.j f ^, )t \m^ -xdx = <\( ^ t ix). 

第 3 种情况 ftj sin 、 c - ns"j fix 屮如果 m 和 " 邡记偶数 Jll 代换 

sin \ = l ^^ f . os ： A = I + ( ^ s 2, "、 


把被积闲数转化为 2 x 的较低次乘 //. 

卜而 分别叫例+说 明毎- ■种情况. 

例1求积分 

j sin 、 cos : .t t\x 

解 J sin.'T rofTx fix 二 j siir rrosVi sin x fir ( m 数） 

-J { 1 - ros" v)rf>s"t( - rl( con x )) 

=f ( 【 -u' ) c w") ( - fill ) ( U - COS ,1 


=j ( U A - u 2 ) 山 J - 皆 

_ rC x _ t os 、 + (, 


例 2 求积分 


解 j dj = J [ ns 4 r cos x cL 
- f ( 1 - h') 3 du 




- sin 3 jc ) 2 d( sin 


=j ( 1 - In 1 + r/)du 

: li _ 吾 + + ^ ~ sin .x - y- sin、+ + sin 5 i + (: 

例 3 求积分 

j sin't ms 、 tb: 

解 J S i n ; . T cos 、 j m + 7 2j[ )~ck 〈 mft n 都是偶数） 

= l/n - cos 2x)(] + 2t (»s 2x + ocis : 2^)dc 
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= { 1 + trts 2 x - ros z 2 x - (Lv 

=^ sin - j + ros^xjds] 

对十包含 cosjr 的项使用 

J co^2x dx = 士 f { I + coa 4^}<k 

= y [ x ^{ ^ n4x ) { 作:求出最后结果之前省略积分常数 ） 

对于的项有 

J cos J 2x dr = J ( 1 - sin^jcjcos 2x d.t ( u = sin 2.r, du = 2cos 2* tk) 

= yj ([ - U ! ) H U = y ( 8 in 2* - y “2*)( 再次 W 略积分常数） 
合并各项并且化简，得到 

| ain 2 i oos'j cii = - *■ gin 4* + y sin 3 2i] + C 

7.2.2 消去平方根 

在 F 面的例子中.利用恒等式 C ( i S y=(l + cos 20)/2 消去平方根. 

例 4 求积分 

厂 > 

解为了消去平方根，利用恒等式 

取》=2*，这个恒等式变成 


,] + tus djc 


i = 2 t：ofl 2 2.r 


因此, 


/> 十 cos 4x dx = J y2 (it = J ^ ycos 2 2xdj： 

=-J2 ^ I cos 2x\^ = J cos lx dx ( 在 [0 T ^4 ] 上 ros ^ 0) 

=V I =^ r , _ 0 ] _ 

7. 2. 3 tan x 和 sec x 乘方的积分 

我们知道如何求 IH 切函数和正割函数以及它们的平方的积分，为了求更髙次方的积分，利用恒 
等式和 sec ^ Mar ^+ l , 并且在需要时用分部积分把较高次方化为较低次方 ■ 

例5求积分 

| tan 4 jf dx 

解 J tan A x di = J tan 2 x - tan^x di = J tan 1 *： * ( ^ cc 2 x - 1 ) dt 

=J tan^x see 2 i cU - J tan 1 ^ (Lc 
=J tan 2 x sec 2 x cLr - J (sec 1 a: - 1 )cLr 



Jt 余两个积分为标准形式.所以 
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Jf _- 两个正割函数立方的积分. 


正弦函数和余弦函数之积的积分 


j sin mx sin ttx tU , j sin mx t.os ni dt 和 j cos mx cos nx di 

出现在 K 角函数应用于数学和自然科学问题的许多地方.可以用分部积分法求这几 
是在每种场合需要两个这样的积分.更简单的方法是利用恒等式 


[二个恒等式来自正弦函数和余弦函数的和角公式（ 


它们给出的函数很容易求反5 



第 7 聿 


1 r v . u , , (，os 8.t cos 2x 

- —-(sm H^c - sin 2x)t\x - - -- - -- +- + 

2 J 16 4 

习題 7. 2 

在4题I〜14中，求 m 分 

2* J sin’ 【 - da：, 

4. J 3 ros'.^jc fij . 

6. J 7 ct>s T f . 

8. J & r ( 圯 (it ■ 

: fLc. 10, J 8 sir/> tW”ly r 



厂 4 lanx < i * 

广 ..i i 

[ t k\x, 

^ *o 


11. J 35 sin 、 cos'i fk. 12, j sin 2x c^os : 2j dx- 
13* J 8 ( >*m 20 dfl. 14. j nin 2 2ff cmjs^ 2^ dA 


在 >』题15~22中，求枳分. 


^ dx 

f: v/1 - sin 3 f dl, 18 -厂 /T^Wfl di/, 

19. J \/l + tfln 1 ^ dx. 20, J ser 2 jt - 1 dx. 

21. yi - CDS 20 d 故 22. J W (I - co^O^Hi. 


在习 M 23 〜 32 中，求枳分. 


j e*sflrV l fLc. 

J 3 sec 4 3^ fir. 


28. j " 3 f 狀 

30* J 6 trtn*.t tLt . 

32. 厂 8 ro\*t di . 

在二 JS 533-3 S 中，术积分」 

33< J"° sin rim 2x di r 34, j sin 2 j ros 3 .x < Lt . 

35. j sin sin 3* fia . 36， J" nin x ro^ t rij . 

37, J cos 3 .t ros 4 x dx . 38. J " von x rns 7 .t cLt . 

39. 曲面面积求绕轴旋转弧 

x = f : ' *v = ^1^2 

产士的曲面面积. 

40. 孤长 求曲线 

y = In ( ro ?. x ) t Q ^ x ^ u ^3 

的长度 i 

41. 孤长求曲线 

y = In ( ser j :) ,0 ^ t ^ tt /4 

的长度， 

42. 重心求以 x 轴和曲线 v = S e ^ 以及过线* = 
- tt /4 和 : t = - tt /4 为界的 KM 的盡心. 

43. 体积 求绕 I 轴旋转曲线> =sin j 的段拱形 
产生的旋转体体积. 


44.面积求戈轴和曲线 >=/T 
之 间区域 的面取 


i Ax t O^x^i 


23 , r 2 ^ 

i -wi 

25. J* need de, 

7.3 三角代换 

在包含 ■ A r T 7' 和的枳分中，用三角代换把它们变换成可以直接求枳的 
积分可能是有效的. 

最常见的代换是:* =a tan 0, * = a sin (» W * = a see 0. 它们来自图 7 . 2 中的参考直角角形- 


a W - x 2 a 

j = a ian -c = a sin# j: = d sec ^ 

Vet 2 + x 1 = tflsec Vcj 2 - X 2 = fllcos^l Vx 2 - a 2 = d|tan 9\ 

图 7. 2 3 件基本代換的参考三角形，对 T， 每一种代换确定际 id 为I和 a 的两条边 


用; k = a tan 沒， 


a + x 1 - a z + fl 2 tan 2 沒 = a 2 ( I + tan:&) = a ! sec ,: ^ 






枳分方法 
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/fi x = ii sin 8, 

fi ! - i' = a 1 - r^ain^ = fj J ( 1 - sin ； tf) = t^c^Q 

川 x-a sw 0, 

X 1 - a 2 = a 2 se.c 2 S - a = t, 2 (sce ： e - 1) = a ： tan 3 ^ 

我们荽求仵积分法中使用的任何代换是可逆的，所以能够在以后变回原来的变量.例如，如 
果使用代换” 《 t an 0. 那么在积分后必须能够 K 6) = tan '( x / a ). 如果使用代换 t = « sin £>,积 
分后必须能够置.对 代换； t= u sec 的要氺也是一样. 

iT _ 如从 1.5 节所知，这3个代换中的= :角函 数仅对于冇选 抒的 0值存在反闲数（见 
图 7. 3). 为丫可逆件， 



阁 7.3 对*/<1的反士:切、反正弦和反正割 作为; 《/<■ 的函数 |H| 出的图形 


为 T 简化使用代换的计算，将其使 用范闱 限制在1/01的积分.这样就使 S 落人区间 
[0, tt /2), 并且满足 tan 6 ^ 0 . 由此而有 = vV + tWe - 1 o tan (? I -a tan 只要 a > 

0, 这就避免在计算中出现绝对值. 

例1求枳分 

r 心 

解设置代换 


于是 


x - 2 tan 8, dx = 2 sec 1 没 d々 ，- 专 < < 专 

4 + x 2 =4+4 tan 2 疔 = 4(1+ tan 1 ^) - 4 sec 3 tf 


r dj _ r 2 ^ecO Se = rsec 2 0 dp 
J J /4 sec 2 沒 ~ J 丨 sec 衫 I 


(y sec 1 ^ = I sec 0 I) 


=j ^ 9 d& ( sec ^ > 0. - y < ^ < yj 
二 】 n I sec 0 + tan 0 | + C 





= 叫竿] 卜 


:由 阄 7 . 4 ) 


= 1" ' AT 7 + x I + <：' (取 ，;’= In 2) 

请 fl : 意， ft 这电!)[|何用 i 表承 In I sec + tan H I : 我 们对原代换; t = 2 tan 0 个叁专 . -:flj 

形 （阽图 7. 4), 并由这个 〈角 形确定和 ser 0 的比. _ 

例 2求积分 

r a: 2 (k 


解设置代换 


1 ! = 3 sin 9, dt = 3 oos f ) <10, - y < < y 

9 - x 1 =9-9 sin J e =9(1- sin ^) = 9 ™ s ; fl 


十是 


齋 / 


sin - tf ( t us 0 > 0, - ^ < y J 

2 — W 年 V 

q 

;-( 沒 一 sin 0 cos &) + C ( sin 26 = 2 sin 8 cos 9) 


I 3 ros Q I 
cos 20 




( 由图 7.5) 


闬7.4代换 : r = 2 的参考二角形（例: 
tan # = f , iff $= 


V 9-^ 

Hi 7.5 代換 * =3 S m fl 的参考三角形（例 2): 

sin S = -^-, cos e = ■ 


例 3 氺枳分 


J /25*= - 4 
解先把根式改写成 




抑 -垚) = 5 入 _( 争) ; 

使被求根的表达式具备彡的形式.然后置代换 
. 2 1 2 


" 2 - ( t ) = k secl ° - h = h ( ^ e ~ x) 


告 tan 


V 25 j 3 - 4 


阁 7. 6 例 3 的参 考一角形： 若文= 
(2/5) set ' 0 < 9 < ti /2, 
则 ff = w 1 (5 x /2 ) ，并 n 
吋以 从这个立角三角形确 
定0的其他三角函数的值 
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tan 0 I - y ^ 0 


(Urn ^ > 0,0 < 9 < tt/ 2] 


Z/5 ) sec $ tan ff d$ 
5 - (2/5)ta rt 〆— 


e (ifl = - In I sec- + tan 0 | + ^ 




r__ 26 f 6 dt 

'J (4^ + 1) 2 ' 功 -J (9^ + ]) ; 

4 有理函数部分分式积分法 


在七趙29 - 36 中，使用适合的代換后冉用 
角代换求积分. 


在习越37~40中，解初值问埋求出 jr 作为 J 的 


■ 4, x^2, y{2) =0, 


41.面积求第一象限内由坐标轴和曲线，= 
v ^T/3 包围的区域的面积. 

41体积求绕: r 轴旋转第一象限内由坐标轴以及 
曲线 r = 2/(l + /)和直线包围的区域产十 
的旋转体体积 . 


本节讲述如何把有理函数（多项式的商）表示成更简单的分式之和，这些分式称为部分分式, 
对它们更容易求积分 * 例如，有理函数 （5x-3)/U 2 -2:c-3> 可以改写成 


这个等式可以通过对右端的两个分式取公分母 (t + 】 > U -3) 用代数方法证实.从把有理函数改变成 
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这种利的过程中获得的技巧，在其他场介 ik 坫钉用的（例如 ms 种变换方法求解微分方程）■为 _r 求 
t.: 述表达式4端的竒理确数 (5*-3)/( / -21：-3) 的积分，找们 H 筘求右端两个分式的枳分之和： 

/(, + 0(^~3) di H I <h + J /: 3 m‘ , + 1 , + 3 In V - 3 + C 

把有理吆数改 H 成更为简 中的 分玫之和的方法称为部分分式法.在. [:述 例子的唞例中.它 
包次求常数4和只使得 


(假定我扪暂 JL 不知道 4 =2和 B = 3 满足等式. ） 公 J*：A/( I + l> 和 B/(*-3) 称为部分分式，附 j 
它们的分母仅 M •原来分母* 2 - 2 x - 3 的-部分.，1和称为未定系数，以宁:它们真正值被求出 . 
为了求 A 和我们3先消*式 （]) 中的分式，并 什按1 的*輋新组合，得到 
5a - 3 = A{x - 3 ) + fl{i + ]) = (/I + - 3/1 + ff 

这将成为对 * 的悄等式，当 M. 仅当两端*同次幂的系数 相等： 

A +B ^ - 3 A * B = - 3 

解这两个联立方程，给出4=2和 B =3. 

方 法的一 般描述 


能畀把有理函数表示成部分分式之和.取决于两件聿 情： 

(1) /U) 的次教必须小于 g(*) 的次教.就飪说，有理闲数必须是真分式.洱则. /u)ffj 
相除会产生余项.请参见丰小节后面的例 3. 

(2) 我们必油知道 g(*) 的因式. 在理论上.任何带实系数的多项式可以分解成实系数的线 
性因式和二次因式的积.在实践中，求多项式的芮式可能是很困难的. 

下面给出当 M*) 的因式为 LL 知时，如何求 真分忒 /U)/>U) 的部分分式的方法. 


求部分分式的方法为真分式） 

<1)令*-『是 W*) 的线性因式.假设 U-r)" 是整除 W *) 的的最高次幂.那么.对 
千这个因式，确定 m 个部分分式 之和： 

x ~ r (x - r ) ： ( x - r )^ 

对于 gU) 的每个不同的线性因式做这件情. 

{21 令发是客 U) 的二次因式，假设（X 2 十芦十#)"是这 t 因式整除尽（X)的最高次 
幂，并且: r 2 没有 实根. 那么，对于这个因式.确定 n 个部分分式 之和： 

B,x + C, B 2 x + C 2 B^x +C, 

X 2 +px +<j (a ： 2 + px +q) 2 (.r 2 + pi + 7)" 

对于^ >) 的每个不 M 的二次因式做这件事情. 

(3) 置原分式 /(d/gU) 同所冇这些部分分式之和相等.消去所得等式中的分式， 并且按 
^的降幂排列项. 

(4) 令I对应幂的系数相等，并且对于所得方程组求解未定系数. 


例1利用部分分式求积分 


? + I 

(x - l)(.t + 1)(^ +3) 


ch : 





积分方法 
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解 把部分分式分解成 


的形忒.为 r 求米定系数七 B, c 的值. 消除分式，得到 

s : 1 +4 i + 1 = A{x + 1)(* +3) + fl ( v - ! ) (* + 3 ) + C(i - 1 )(j + I ) 

=(A + B + C ) x 3 + (4 A + 2 H)x + (3/1 - iti - C ) 

上式两端的多项式是饵等式，所以从*同次幕的系数相等 M 到 
的 系数： 4 + « + C = I 
V的 系数： 4A + 2B =4 
V* 的 系数： 3^ - 3B - C= 1 

对于这样一个线性方程组，可以用几种方法求解未知数 fi . C , 包括变元消大法，或苦利用计 
算器或计箅机.无沦用哪一种方法，其解为 4=3/4. B = l /2. C = - 1/4. 因此有 
( x 1 + 4x + 1_ . rr 3 1 11 l i i 

J“-m* + nfVTIT tU= nT;-i Ui -T7T3\ dx 


其中 & 是仟意的积分常数（避免同我们已经鉍记为 c 的未定系数混淆）. 
例 2求积分 


解 M ■先把被积函数表示成带未定系数的部分分式之和: 


令*对应幂的系数相等，给出 

■4=6. 2 A + S = 12+ fi =7 或 A = 6, B 

因此， 




解 首先用分母除分子，得到一个多项式和一个真分式: 


然后把被积函数这个假分式表示成一个多项式和一个真分式 的和： 
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2x - 4 x' - x - 3 „ 5 % ^_3_ 

— ^ -2 x~l 
4:本行开始的例+中我们已经求出心端分式的部分分式分解，所以 
-4x 2 


i 2X J 4 1"-V 3(J " = l 2x dx + i + 


=x : +2 In I j + 1 1+ 3 In I x - 3 J + C ■ 

- 个：:.次多项式称为不可约的，是指不能把它表示成网个实系数线性因式的枳.就足说，这 
个多项式没冇实根. 

例4利用部分分式求积分 

f -2 x ^4 . 

J ^ ou ^ r ? tJi 

解 分母带有一个不可约的二次因式及一个重复的线性 ㈥ 式， 所以把被积威数写成 

_ 二 _ _ Ax + B C D , _, 

^ ^ + 1 - I + (X - I ) 2 ( 

消除方程的分式形式，得到 

一 2太 + 4 = (Ax + B)(x - \ ) 2 + C{x - l )( x 1 + I ) + D { x 2 + 1 ) 

=(A + C)x' + ( -2A + H - C ^ D)x i 
+ (A - 2B + C)x + {B - C + D) 

令同类项系数相等，给出 

/的 系数： 0 = .4 + C ： 

* 2 的 系数： 0=-2/ i+^-C + O 
V 的系数：- 2 = A -2 B + C 
?的 系数： 4 = B - C^D 
求解这些联立方程，得到七义 C , 的值： 

-4 =-2 A , A = 2 (从第2个方程减第4个方程） 

C ^-A =-2 (由第1个方程） 

B - 1 (在第3个方程 中代人 A =2 @C = -2) 

D =4- B+C = [ (由第4个方稈） 

把这些值代人方程 （2), 得到 

-2 x + 4 _= 2 x 4- 1 _ 2 1 

~ x 2 + \ : e -1 +O - I ) 2 


{V +1)0 

最后， 利用上述展开式可以求积分: 
r 一 2r+4 


!)(,_.>^ = /( z 7 T -^ 

= / ( 点 4 

= In (x 2 


;) 也 


^77 卜 


tan~ ! * - 2 In j * - 1 I - 


例 5 求积分 




枳分方法 


解被枳泌数部分分式的形忒为 


川 + 1) 乘网端，得到 
1 = A(x 2 


A Hx + C Dx + K 


^ (A + B)x A + Cx y + (2A + it + D)x 1 + (C ^ 

令对应系数相等，得到方程组 

A + B = 0, C = 0, 2A + h ^ O = C + E 
解这个方稈组给出 d = B= -\ y C=0, D = - \ r E ^ 0. 闪此， 


(ih 1 r 6u \ (<iu , 

= J t - 2 ) u - yJ 7 (u = •' 




ln " y?lT + 20 


- S 中、用部分分式展开有埋函数（多 


在4题21 -28 中，把被积函数袅示成部分分 
式的和， 并且求 积分. 


在习题9〜]6中，把被枳函数表示成部分分式 25. 

的和，并且求积分- 


M 忠 


f + 1)(^ -1) 3 ^ 

r 2# + 5# + 8 g + 4 
' ^20+2) 1 1 
^ -4^ +20^ -3a 


在习题 29 -34 中，对被积函教做长除法.把 
所得真分式表示成部分分式之和，然后求积分. 


J ^ + r 2 - 2i i 2x J 一以叫 

在七题 17〜20中，把被积函数表示成部分分 
式的和，并且求枳分- 
,， 「_ x^dx f x^dx 


芘4题35〜 40 中，求积分, 






对第一象限内以: r 轴以及曲线 y = un 和直线 
:为羿的区域，求形心的 r 坐标（准确到两 
位小数 h 

求附图所示 K 域的形心的: r 坐标（准确到两位 
小数）. 


49. 社#扩®社会学家打时川 •'奸 会扩敗_’这个巧 
惯用语描述信息在人群中间传播的方式.的播 
的信息吋能是 则 谣言，种文化时尚，或荇 
-- 项技术革新的新闻.在数量足够大的人群 
中，快得信息的人数^被视为时间 f 的町微闲 
数，而假定扩教的速串 i / 山 H 获得估息的人 
数和未获得信息的人数之积成正比，这就寸致 
方程 


Jt 中. V 是人群屮的人数. 

假设 r 以天数 if - 算 . 4 = 1/250. 并 H 两人 
从/=0开眙在人数 . H 000 的人群中间 K 播- 
则 H 

U ) 求 t 作为：的函数. 

| b ) f 卜么时候人群 中将有 半数的人听到这个逋 
P (这时是谣言传播最快的时 N .) 

50,二阶化学反应许多化学反应是两种物质分子 
相互作用的结果，它们在反应过程中羟历产生 
一种新物质的变化，反应的速率通常是依賴丁 
两种分子的浓度.如果在 f =0 时物质 .4 的数 
量为《,物质 S 的数 g 为 I 件且产生新物质 
在时间 i 的数量是％那么1形成的速率吋以 
由澉分方程 



或 

t dx 

(a -x){b - x) di ~ 

给出，其中 A 是化学反应 常数. 在下述条件 
下对这个方程的两端积分获得*和！之间的 
关系： 

(a)a =t; (b)a#i. 

假定在每种情况，当^0时 



7.5 积分表与计算机代数系统 


我们 作本 m ' nn 何利用积分表和汁算机代数系统求枳分. 

7. 5. 1积分表 

4:本0附>走 B . 3屮提供一个积分简表‘简表中的积分公式用到 a . 6, <，. n 等常数.这 
苍常数通常假记吋以取 任意实 数值而不必适粮数.在公式屮偶然提及对常数值的限制. 例如 ，公 
式5耍求 n #- l ， 公式丨 I 要求 n /2. (范闱 更大的积分表出现在-些汇编表中.例如 OfC . 
7 VjWcs (《 CKC (傲积分复习卡）数学表》），其屮包含数以千计的积分 . > 

对简義中的公式还假定，常数不能取裔要用枣做除数的值或者对负数取偶次根的值.例如， 
公式8假定(1夫0,咁公式 13 U ) 和 （ b ) 在 A 为负数时不能使用. 

例 1求积分 

| x (2 x +5) \lx 

解 利用公式 8( 不能用公式 7, 内为公式 7 要求 -1): 

j x(ax + b) 'di = — - In I ai + 6 I + C 

取 a =2 和/>=5，得到 

| x { 2* + 5 ) 1 di = In I 2 .it + 5 I + C ■ 

例 2 求积分 

K,/ix -T 

解 利用公式 13( a ): 



取<!=2和*=4,得到 

= i ,an， /¥ ? + c = ,an "v^ +c 

例3求积分 

j x sin - 、di 

解利用公式 

(x"air\ 'oj; dx - ——- sin 1 ax - — — [ —-~ 心 n ^ - 

J n + l n + l S 

取 n = l 和(1 = 1,得到 

l" sin，ld * = f s,n 

心端 的积分从表中的公式 33 求出： 



414 


第 7 章 


取《 = 1 ， 



介件后的结果足 

f X win Ax - sin 1 文一 j sin" l j ： - ~ x /\ - x 1 + C) 

= ( y - y ) sin \ + ^- x /] - x 1 + C l ■ 

7.5.2 归约公式 

重复用分部积分法所需的时间，有时可以通过应用某些积分公式而缩短.例如下而的公 式： 

J tan n i <\x = tafi" Vv - J ran" ^ tU ( L ) 

J( In ) "dx = x ( In x ) ^ - nj( In j ) n_l ds ( 2 ) 

f sin fl i cos^jc dx = - S -^~~ + - -— - f cos m x dx ( n ^ - m) ( 3 ) 

J m + n m + n J 

这样的公式称为归约公式，因为它们把包含闲数某个乘方的积分转化成降低乘方后 N ) 样形式的 
公式.重复应用这样的公式，最终可以把原枳分表示成乘 A 降低到足 以宵接 计算的枳分. 

例4求积分 


| tan、eU 

解应用公式 （ 1 ) 和取得到 

J tan 5 x (Lt = 】 lan 4 x - J tun' x cU 

然后，再应用公式 （ 1 ) 和取求剩余的 积分： 

J lan^jc di = -^-tan 2 j ： - J tan .r <it = -^- tan 2 ^ In I x\ + C 

合并后的结果是 

J tan 、 d# - tan 4 Jt - tan 2 戈 一 Ln I cos x I + C 


正如归约公式形式的暗示，它们是用分部积分法推导出来的 . （参舂节的例 5 i) 

7. 5-3 用 CAS 求积分 

CAS ( 计算机代数系统）的强大能力在于它们具有用符号方式求积分的功能.这种功能是由特 
定系统提供的积分命令实现的，例如，在 Maple 中用 Int 命令：在 Math ema ti ca 中用 Integrate 
命令 . 

例 5 假定我们需要求函数 

/“） = x 2 ，/ a + 

的积分 . 利用 Maple, 首先定义或指出函数的 名称： 

> /： = x^2 * sqrl(ti A 2 + ^2) ； 

然后，对函数 / 使用积分命令认定积分 变量： 

> int (/, jc ) ； 



o* In (* + + : 


如果想要査看答案能否化简，输人 


y (I 1 + x l + + X 1 ~ In 

如果要求对区间0 与求定积分，可以使用命令格式 

> in( (/, J = 0..FV2): 

Maple 将会返回表达式 


o 4 In ( tt + -/4a 1 + 


也可以对亍常数《的特定值求定 积分: 


Maple 返回数值答案 


例6用一种 CAS 求积分 


解使用 Maple， 我们给出输人 


^/2 + ir \n (J2 - 


计算机代数系统如何处理积分因系统而异 * 我们在例5和例6中使用了 Maple. 
Mathematica 将会返回某些不同的 结果： 

(1) 在例5中，输入 

In [1] ； = Integral e[ x n 2 * Sqrl[ a"2 -I- x^] t x] 

Mathematica 返回 

Out[l] = /a 2 + x 2 (^ + ^p) _ 备 a*Lo 笆 [jc + Ja + x ] 

这是没有化简的中间结果.这个答案同积分表中的公式22接近. 

(2 J 在例6中， Mathematica 对于积分 

fn [2] : = Integrate [Sin [x] A 2* Cos [ e ] A 3 t x] 

的回答是 

Gut [ 2 ] = Sin i x ^ -士 Sin [3 jt ] - ▲ Sin [5 x] 


不同于 Maple 的答案. 
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尽管 CASH 有很强大的能力，并 ii 能够帮助我们求解困难的 R®, 似足毎一种 CAS 也介在 
冏右的 M 限件.甚 至存在 这样的情况. CAS5J 能使问联变得更为复杂.例如系统产生的答案很椎 
使用或存很难解释.此外.箱要指出，无沦 Mu P l( ■或: Mathematic 返叫的芥案都$包含仔意常 
数 C W —方面，对于 CAS 难于处珲的问题作一 点数肀 .L 的思考鱿可能化为作常荇易_决的问 
题. 我们 ft 习题 63 中提供这样-个例子. 

7.5.4 非初等积分 

随着计算机和 it 算器用 符号操作方式求反宇数的进展，®新引起人彳 I'I 对下_述 H 题的兴搜： 
确定哪些反导数能够表堆成我们己经 it 论过的初等闲数的有限组合. 哪 些反导数不能这样农小. 
那些不具备初等反导数的®数，它们的积分称为非初等积分.非初等积分的求值需要闬无穷级 
数（第8隶> 或者数值积分方法（仅给出近似值）.市初等积分的例子包括误差闲数（这种闲数測 W 
随机误差的概率） 


这样的积分（出现在 T . 程技术和物理学中）. L 述积分以及 K 他一些枳分，像 


ic, J ln( In x) dx, J 


看起来如此容易，引诱我们试图弄清如何去计箅它们.然而，可以证明，对于这些积分，不存在 
把它们表示成初等函数的有限组合的方法，这个结论同样适用于通过代换能够变成这些形式的 
积分.作为微积分基本定理第1部分的一个推论，所有这些被积函数具有反导数， K 为它们是连 
续函数+但是，反导数不是初等函数. 

本章提出求积的枳分不属 于非初 等积分类型， 侣是 读者在其他工作中可能遇到非初等枳分. 
习题 7.5 

在习题1〜26中，利用本书附录 R 3 巾的积分 „ ,« r 


V2z -3 dx. 6. x{7x 


23, f 8 sin 4r sin dt. 24. 


在习親 27 -36 中，利闬代换把积分变成在积 
分表中可以找到的积分，然后求 K 分」 




题 37 -40 中，利用 门约 公式求积分， 

37. J sin'2^r \\x. 3S* J 8 ros 4 2ir r di. 

39 . J* sin 3 2 fl r ^20 dft 40 . J 2 ^\ n 2 t 抓〜如 

41* j 4 tan l 2i dr, 42. J K n〆/ t，(. 

43. J 2 mcc V x dje. 44. J li W 3x dx. 

45. J v»r 5 x i\x. 46, j I6j J (ln x) 2 6x. 

在㈡题 47 ~52 中，先作代換（町能是 H 角代 
换）然后应用 H 约公式求积分. 


47» j ^se< 3 (f 1 - 1 )Hl 48. 
49. j' 2 yV + l <k. 5fl. 




52. 


c 


dt 

& + 1)' 


53. 曲面面积求绕 x 轴旋转曲线 : k = 

0矣及产生的曲面面积. 

54. 弧长求曲线0分名方/2的长度_ 

55. 形心求由曲线:^ = 1/ ATT 和直线从第 
一象限切割的区域的形心， 

56. 对 y 轴的矩…块密度为常数6 = 1的薄板占据 

第一象限内由曲线 y = 36 /( 2 ：r+3) 和直线1 = 3 
包围的区域.求薄板对 r 轴的矩* 

057. 利用积分表和一种计算器求绕^轴旋转曲线 r = 
-1 赛I备】产生的曲面面积，准确到两位 

小数 ■ 

59. 体积你的公4财务部上司请你求一个公式， 
她可以在计算机程序中用于计算公司油罐中年 
底汽油的库存量.如附图所示，典芻的油罐形 
状像水 F 置放的正闽柱体，它的半径为 r， 长度 
为^用标明厘米刻度的垂直澜里杆获取油面 
深度的数据 t 送到财务部办公重. 

(a) 证明 t 按照罔中的表示法，油罐灌人深度 
到 d 的汽油的体积为 

V = 2L j - y 1 dy 

(b) 求这个积分 



59. 积分 

〔 v ^ x 3 dx 

对 T 任意 a 和6可能具有的最大值是多少？提 
出荠案的理由 . 

洲. 积分 

x \/ix - x ftr 

对于任意^和64能具有的最大值是多少提 
出答案的理由. 

计算机探究 

在习题61和62中，用一种 CAS ( if 算机代数 
系统）求积分. 

61. 求积分 

fa) J j In j: fli. (b) j x 2 \n x dx. (c)jVlnjfl^ 
( d ) 从述积分中看出什么模式？ mm 
的积分公式，然后用一种 c \? 
求积分，检验预测是否正确. 

(0 jx " I )的积分公式是什么用 

CAS 检验你的答案1 

62. 求积分 

( a ) J { b) | rbr. 


( d } 从 h 述积分中看出什么模式？预_ 

的积分公妓，然后用一种 CAS 氺积分.检 
验预测是灼比确. 

J 心， n ^ 2 

的积分公式是什么 " 用一神 CAS 拎验你的 
答案 





418 


第 7 章 


川 种 CVS 求枳分 

J u x + cob x 

其屮 《 是任意 iP : 整数.你的 CAS 求徇结 
果叫？ 

(»0继续求^ =丨，2,3,5, 7时的积分. if 还 
结果的复杂性， 


7 6数值积分 


( C ) 此时代人 J =( ir /2) 并 M 将新 fH 分和 
IU 积分相加.积分 

广―— fU 

■* 0 sin "^ + 

的值 fi 什么？这个 d ® 说叫 . imHHj 
数学技巧解决由（: as 小能贞接求解的 
H ®. 


某拽函数，像 sin(y), 1/ln* 和 vTTZ, 它 n 的反# 数设有初等公式.对十 -个必 须求枳 
分的函数/，当我们无法求出可供使用的反导数时，可 w 划分积分区间，在毎个 fKM 上 m-- 个 
密切拟合的多项式代替 /. 然后求这些多项式的积分，并 hi 把结果相加作为/的枳分的近似值. 
这个过稈是数值积分的-个例子.我们在本节讨论两种这样的方法，一个是梯形法則，另一个赶 
辛普森法 m. 在我们的描述中，胺定 /M 正值函数.不过对它的唯一要求是在积分[^:间「《. m . i -_ 
连续. 

7. 6. 1 梯形逼近 

求定积分值的梯形法则，在逼近曲线 
和 * 轴之间的区域时是基于梯形而不是矩 
形.如图 7. 7所示. 

在图中分点;\不必取 
为等距离的，但是如果用等距离划分，得 
到的公式更简单.因此，我们假定每个子 ! 

区间的长度为 

* 6-o 

ax =- 

n — 

长度 “ = 称为步长或者网格步 " 

长*位于第/个子区间之上的梯形的面积 ^17.7 梯形法则用直线段逼近曲线 r =/ U ) 的短弧 
等于 段 T 为了逼近/从^到 A 的积分，把连接线段 

/T +r ^ Ax 端点和 r 轴构成的梯形面积相加 

仏( '_， 2 ’‘ ) = y (乃-_ ” '） 

其中 >■._: =/('_,>，X, =/(-,). 这个面积是梯形的横向“高度” A* 乘它的两个 纵向' ■底边"的 f- 均 
值（见图 7.7). 于是，在曲线 y=/(；0 下方和X轴上方的面积由全部梯形面积之和逼近： 

T =y Cr 0 + y + y 2 )Aj + … 

+ y ( y.-i + v,. t )ix + y + y,)^x 

十；^十…十 h ] + y )\) 

= 专 + 2 ，! + … + 2 y„_, + rj 
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凡屮 


\ =/(«)， >! = /( t , ) > , = /( I ) , y n = A t >) 

梯形法则说叫：川7 •佔 卟/(.0从《到6的积分. 


梯形法则 

mi 

T = y (. r l( +2 r , +2>, + +2 > n , +') 

v(r=(>, I, 2 .…. «-l T «)M / 汴划分点 

x 0 = a, x t =fi + it, t 7 = a + 2Ax, , = « + (/^ L ) ii, \ = h 

的 1? f , Jt 1 ! 1 = (b - a )/ n . 


* 7.1 



例 l 利 HJ " = 4 的梯 形法则 佔 i l-jx , l . x . 比较佔 i t-m 
和准确 悄. 

解把 KN [ I , 2 j 划分成 4 个等 K 的 f K 间 （见 
m 7 . 8 ). 然;, . 作紐个划分点 ！ f ' 算 r = / ( 见灰 7 .1). 

利川梯形法_屮的这牝 y 仿和《 =4及 it = ( 2 - I )/4 = 
1/4,拟到 

T = y ^ Y " +2 - v _ +2 - v : + 2 ，' ”. _) 

= +( l +2 ( Sh 2 ( S +2 Q “） 

=^| = 2. 343 75 

itiT 抛物线是向 _ hPl 的，逼近线段位 Till ! 线之匕给出的 
每个梯形的闹积略大 T 曲线下 片对应的条形 K 域的面积. 
枳分的准确值是 



|Vd-r =三4 : = !-丄=1 阁 7 . 8 厂/閉形卜'方从 f 

1 3 1 3 3 3 i = 2 的由_积的梯 形遏近 

rM 近作为积分值的估计超过变际值7/3约 0. 5%. 旮分 g 略的估 H ■(例I) 

误差为 （2. 343 75 -7/3 V( 7/3) *=0.004 46或者0.446%. ■ 

7.6.2 辛普森法则：用抛物线逼近 


逼近连续函数: i ： 积分的另外一个法则来源于用抛物线替代产生梯形的直线段.同前面一样， 
我们把 K 间 6 ]划分成 拉度等 于/* =加=(6- «)/» 的。个子区间，但是.要求 n 为偶数.在 
每对相邻的子区 H I :用抛物线逼近曲线 r =/(*) S 0. 如图 7.9 所示.典型的抛物线穿过曲线上的 
3个相邻点（欠…，， U , ， y 」） 和 （ I ,,,, V ,,, )- 

if 我们来汁算位千穿过3个相邻点的抛物线下方阴影 K 的尚积.为了简化 if ■算.首先考虑取 
〜= - A . A =0和〜的情况（见阁 7. 10). 其中 / i=Ai = ( A - u )/ n . 如果向左或者向右移动 y 
轴.在抛物线下方的面积保持不变.抛物线 方程的 形式为 
y - Ax 1 + Bx + (: 
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最后这个结果称为 辛普森 法则.在抛物线逼近中，不要求函数取正值.像推导过程所显示的 
那样.俏足为了应用这个法则，子區间的数 H 必须是偶数，因为每段抛物线弧使用两个+ 
冈间. 
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人物传 H 
托4斯 -癸勒 

( Thonmn . Simpson , 

1720—1761 ) 


辛普森法则 

为 f 退近使用 

^ = ^ (?'o +4}i + 2 v 3 +4y, + - +2>,. 2 +4^., + rJ 
r ,( k 0 , 1 , 2 , ■' «- 1 ,幻 M / 在划分点 
^ =a =u +2 Ax t ■■■， a, 」=a + (n _ 1 x n =h 

的值，其中《为偶数， )\-^^^{ h - a )/ n . 


汀意上述法则中的系数模式： 4 t 2, 4, 2, 4, 2.…，4, 1. 

例2 利用 f 普森法则取 n = 4逼近 j^ /心. 表 7.2 

解把区间 [0,2] 划分成4个子 K 间，丼&计算 >-5/ 在划分点的 _!_^ 

值 （见表 7.2). 然后应用辛普森法则，取 n =4和仏= 1/2: 0 

• s = yCju +4 ?1 +2.T, + 4y, + J 4 ) -y 


= i( 0 + 4 (r 6 ) + 2 C 5 )+ 4 ( 4 f) + 80 ) = 32 ^ 

这个估计 N 准确值 32 仅有 1/12 的差別，其百分误差小于0.3%,而且 
这是只用4个 子区间 得到的结果. ■ 

7.6.3 误差分析 


凡是在使用逼近方法的场合.就会出现通近可能具有何等格确度的问题.下述定理给出使用 
梯形法则和辛普森法则时估计误差的公式.误差是求定积分 1^/( f ) 如时由法则得到的逼近值 |ul 实 
际值之差. 


定理1 ( 梯形法则和辛普森法则中的误差估计）若 r 是连续的，并且 JW 是 1厂1 在 [ a ,A] 
.L-. 取值的仟意上界，则/从 a 到 A 积分的《步梯形法则逼近的误差满足不等式 

(梯形 法则） 

I2n 

若/~是连续的，并且是 l/ m I在 [ a ,fc] 上取值的任意上界，则 / 从 0 到6积分的 ?1 步辛锌 
| 森法则逼近的误差 A 满足不等式 

I 1 ^ | g (辛普森法则） 


定理1向我们表明，对于给定的容许误差， 步长加 =(6- a )/ n 应该取多大.为了看出定理 
在用梯形法则时为什么成立，我们从高等微积分的如下结果 开始： 若 r 在区间 [aj] 上连续，则 
对于《和 A 之间的某个数 G 有 

f/(x)dx = T 


因此，当趋近零时，由 
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定义的误差作为 At 的 甲-方 趋近芩. 


给出诶盖值的一个上界，其中 max 是对区衂[ 0 彳1取值.在实践中，通常无法求出 nm « l _ n . T ) I 
的准确值，因此必须对它佔汁一个上界或苒 H M 坏情况”值 . TiM Ml \ f ( x ) I *：；«./,] I : 的侦的 ff 
意上界，所以在 [ U ,/ ; ] 1:1尸<*)1忘妨，则 


心 K ~ M(Axy 


加果坩代换得到 


为了估计辛普森法则的误差.我们从高等微枳分的如下结果开始：若4阶导数/(4> 连续. 
则对于《和 A 之间的某个点 r ，有 


因此，当厶*趋近零时, 


作为 A * 的4次方趋近零.（这 
结果 .） 


: 解 释辛普森法则为什么多半比梯形法则给出更好的 


I £ s le° T ^max !/'*>(*) 1(^)* 

给出误差值的一个上界，其中 max 是对 K 间 [„, H 取值- M 梯形法则误差公式中的_1尸（；0 
样，我们通常无法求出 maxl /^ U ) I 的准确值， W 此必须用…个上界代替.若 M 是1/〜( 
在 [«, H 上的值的任意上界，则 




用上述表达式给出 


下面举一个使用辛普森法则的误差估计的例子. 

例3 使用辛普森法则取 n = 4逼近 £5/^( 例2>,求误差估计的一个上界. 

解为 JT 估计误差，首先求 /(*) = 5 * 4 的4阶导数在区间 0= e * 矣2上的值的一个上界 . W . 由 
于 4 阶导数具有常数值/ |41 (*) =120,我们就取尨= 120. 用卒-普森法则的误 
差估计给出 


180^ 4 180 -4* 12 


例4 正如我们在第5章所见 , In 2的值可以从积分 
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= f ^ ck 

il ■箅. 

犮 7. 3敁术，使用不|»1的《值时 T 枳分|^( 1/幻 dr 的梯形法则通近的八值和皂普森法则逼近的 
之值.请注蒽.卒宵森法则比梯形法则冇多么 P: 大的改进.特別注意，当 n 值加倍 U = 心的 值闪此 
减 f ) tbt . K 的误差足以2的平 /r 相除的议差 M 以2的4次方相除. 


表 7. 3 ki2 = J^l/dcU 的梯形法则逼近（厂）和辛*裘法刚暹近 （U 


;1 

r n 

1 误龙 1 

小 J 


■ 说筘 1 

小 ， 

10 

20 

30 

0. 6937714032 

0.693303381ft 

0. 6932166 IS4 

a 0006242227 

a 000156201.1 

0. 00006^4349 

0」 6931502J07 

0. *931473747 

0. *93]472190 

0.6931471927 

0. W1471856 

0」 6931471809 

0. 000CX)30M)2 

00000001942 

0. 0000000385 

40 

50 

100 

0.6931(^2400 

0,6931：217g,l 

0.6931534305 

0, 0000390595 

0. 000024 柳 K 

0. 00000&2500 

0. 0000000122 

0,0000000050 

0.0000000004 


这在 Arts (6- a )/ n 非常小时具有显著的效果.辛齊森逼近在 n =50时舍人的精度达到7位 
小数， \ f\Uii n = 100时达到9位小数 （ 十亿分之 一） ！ ■ 

若 / U ) 是次数低于4的多项式，则它的4阶导数为零，其误差 

因此，/的任何积分的辛普森通近不冉有 误差. 换句话说.如果/是常数、线件函数或者是2次 
多项式或3次多项式，奪普森法则对/的任何积分将给出准确值，无沦划分的子区间是多少.同 
样，如果/是常数或者线性函数，它的二阶导数为零，并且 

E t ^- b ~^ r ( c )( Ax ) 1 (0)(紜)、0 

因此.梯形法则对/的任何积分将给出准确值.这是不足为奇数的，因为这时梯形同图形完全 
拟合. 

从理论 上说， 尽管减小步会降低梯形逼近和辛普森逼近中的误差，然时这样做在实践 
上可能是行不通的. 

非常小时，比如说 Az = IO _\ 计算机或者计算器 
在计算 S 和7时必须进行的算术运算中，舍人误差可能积 
累到这样一种程度，不能再用误差公式描述误差如何变化. 

当步长 Az 缩小到某个限度后，实际上可能使情况恶化■虽 
然这在本书中不作为一个问题，但是读者如果遇到舍人误 
差的麻烦，应该参阅有关数值分析的书籍寻求替代方法- 
例5 —座城市打算从一小片受污染的沼泽地（见 
图 7. 11) 中抽出污水并且填土.这块沼泽地平均深5英尺. 

在抽水后对这片沼泽地大约需要填入多少立方码泥十？ 

解为了计算沼泽地的容童，对这片面积作出估计， 

再用5相乘.为了估计面积，利用辛普森法则，取仏=20 
ft ， 而不同的: y 等于跨越沼泽地测量出的距离，如图111 



阁 7. 1【例5中沼泽地的大小 







所 冰. 面积 


^ = y C ro + + 2y 2 + 4y, + 2j, + 4y\ + } 


^ y (146 +488 + 152 + 216 + 80 + 120 + 13) = 8100 

填土的容量约为 （8100)(5) =40 500 ft' 或者 1500 rd\ 

习鼉 7. 6 


在七题】~】0中，对于枳分的指令包含两部 
分，-部分针对梯形法则 T .郎分针对辛普森 
法则： 

(1 丨 使用様 形法则 

u ) m rt ， 4 步怙计积分，并且求 I £ r I 的上界 ■. 
< b ) 直接求积分和求|~|. 

( C | 利川公 式（ I 柊丨 /( 实际值 ））X100, 把丨心丨 
表示成积分艾际值的白 分数. 

(2) 使用辛普森法则 


U} 月 u= 4 步怙计积分，并且求 if, I的上界. 

(b) 直接求积分和求|匕1. 

(c) 利用公式 （ I & I /( 实际值） ）x 100,把 I £：J 
表岽成积分实际值的百分数. 

1. d*. 

3. J l c^ ? 4 l)dr. 

5+ fjt ' + /)di. 

o 

9, j sin t dr 

在习题] l~22 中，分别用 U) 梯形法则和 （bj 
辛普森法则通近积分，估计要求误差值小于 1CT 4 所 
流的最少子区间的 数目. （习题1丨 -18 中的积分来 
自习题1 ~8.) 


2. ^(lx - Ddx. 
4 ， (x 2 - 1 ) 6x. 

6. 广。、 Odj. 

*■ J^?7TT7 dj - 

10. f sin Tit d^. 


11- fx dx. 

13. j' (x 1 -hDdx. 
15. f^(t 3 +0di. 

o 

19. J 3 >Jx + I dx. 
21, ^ sin ( a ： + l ) dt. 


12, f ( 2x - 1) 心 

14 • 广 （ x 2 - l)dx. 

1^ f (t ? + l)df, 

18< C - - - t ds. 

J 2 h -】) J 

20. 〆― 1 dx. 

-/x + 1 

22. J cos (^: + Tr)dar. 


23 ■游泳池中水 的赛置 长方体游泳池的宽度为 30 


ft, 氏度为 50fL 附农 M 示从 游泳池 ■瑞到 
靖每 5 ft 间隔处 的水深 A(d. 对枳分 
V = £°30 * h{x)dx 

用梯形法则取 n = l 0 估计游泳池中水的容 1. 


nWih ) 


0 

5 

10 

15 

20 

25 


深度 （n) || 位實 （ft) 


6 0~ 
8. 2 

9. I 
9.9 
10. 5 
H.Q 


30 

35 

40 

45 


50 


24 . 赛车行驶距离附表 M 示赛 午从 静止状态加速 
到 U0 mp h 的时间与速率数据 ■ 赛车在达到这 
个速度时行驶了多少距离？（利用梯形法则佔 
i 十速度曲线下方的面积，但是需要注意，时间 
区间 长度是 变化的 . ） 


速率变化 

时间 u ) 

速宇变化 

时间 （s) 

0到30 mph 

2. 2 

0到90 mph 

12. 7 

0到40 mph 

3.2 

0到] 00 tnph 

16.0 

0到50 mph 

4.5 

0到 no mph 

20.6 

0到60 mph 

5.9 

0到 120 mph 

26.2 

0到70 mph 

7.8 

0到 130 ruph 

37] 

0到 so mph 

1CK 2 




M. 机 霣设计 一架新飞机的设计 W 要在每个机翼 
中置放截面面积固定的汽油箱.附图机翼 
截面的比例图.油箱必須 rsooHh 汽油，它的 
密度为 42 1fc/ft 3 . 估计油箱的长度. 

一^ — — 

yn = ft, V] =■ 16 ft. Vn = 1 8fi. fL 

Vj 二 2.0 & h = 2.T ft 水平句 = I ft 

26* 导航站 上的柴 油消耗 导航站上一台连续运矜 
的柴油发电机，在一周内 以逐渐 增加的速率耗 
油，如附表所示，直到更换过滤器时必须临时 




欠闭. 利用梯形法则估汁发电机在耶…阇内的 
耗油 ■. 


n 正弦积分函败的可用值正弦积分函數 

= L dt 的正弦积分） 

足在工程技术中出现的许多函数之一，这些闲 
数的公式+能简化-不存在用初等函数表示的 
(“◦// 的反异数公式.但是， Siu) 的值很容 
易用数值积分估计. 

虽然的表示法中没有明确显示， fn. 
是被积函数是 


即 （siiw)/! 在 K 间[0〆]上的连续延拓.这个函数 
在 K 的定义域的每个点存在各阶导数.它的田形 
是光滑的，町以指望从辛普森法则获得令人满意 
的结果. 


利用这个结果对 u) 中佔 if ■的误差大 小给出 
个上界. 

29. i £ 明：在 梯形法则中对 *) dt 的和7■是[«人 
h 的连续函数/的黎曼和7 ( 提示： 利用介仿定押 
吐明，在丫 - K 间[*,-,，*•] 中存在 q ，满足 / (r() = 

) +/U,))/2.) 

30. i£ 明： &笋膂森法则中对亍 f/ (I) 心的和, s M 

[<■•*! f: 的连续函数/的黎曼和. <参见^)耽 
29 .) 

1131. M 圆积分 M 阒 


it 中 e 是椭圆的离心率-这个公式中的积分称 
为椭®积分，被积函数除开1 1 ^=0和 (1 = 1的情 
形外是非初等 S 数. 

(■> 利用梯形法则取 n = 10, 怙计 ， a = ] 和 f = 
1/2时拥圆的长度. 

(h > 利用= Vl (的二阶导数的绝对 

值小十1这个事实，对于 U) 中得到 的拥岡 
长度估汁的误差给出一个 1 - M . 

(132* 曲线7 = sin I的一个拱形的长度由 


(a} 利用在区间 [0,u/2] 上 
实，对于用辛普森法则取I 


出现的误差给出一个上界. 

(1>1用辛普森法则取„=4估汁 Si(TT/2). 

(cl 把从 （a) 中求出的误差上界表示成从 （b) 中 
求出的值的百分数. 

28. 误萑®败谋 | 函教 


在槪率论以及热流理论和信号传输理论中是很 
重要的.对它必须用数值方法计算，因为对于 
^ ^的反宇数不存在初等表达式. 

I a) 利用辛普森法则取 n = 10估计 ( 1 ). 

<b} 在区间 [0,1] 中 


给出.用辛#森法則取^ =8估计 Z- 
H33. 金屬材料加工公司为制作如附图所示的瓦愣铁 
板 M 顶的合同 投标. £愣铁板的截面同曲线 

… m 詰 , … 20 m 

一致.如果屋顶是用薄铁板冲压 ifti 成，在加 T_ 中 
不伸展材料，珉铁板应有多宽？为了求出答案， 
用数值积分通近正弦曲线的长度到两位小数. 

.嫌 


W34 ‘ 工程公司为修建如附图所示的隧道合间投标. 
隧道长300 ft , 基底宽 50 ft. 隧道的截面像曲线 




7.7 反常积分 

迄今为止，我们要求定枳分具备两种性质：第一.被枳 ® 数的定义域： 《>] 是有 限的； 第 
二，在这个定义域上被积函数的值域也是有限的.在实践屮，可能遇到的麻烦是这两个条件屮丫 i 
-个不满足，或者两个都不满足.求曲线 > = 下方从1 到 * = * 的面积的枳分.就是 

被积函数的定义域为无限的一个例子（见图 7. 12a). 求曲线 y = 1/A 下方从: t =0 到 t = 1 的面枳 
的积分则是被积函数的值域为无限的例子（见图 7. 12b). ft 这两种情况下，枳分被称为是反常 
的，而积分要作为极限来计算.在第8章会见到，冉研究某些无穷级数的收敛性时，反常积分起 
着重要的作用. 



7.7.1 无穷积分限 

考察第一象限内位于曲线 y = 下方的无限 K 域（见图 7. 13a). 你也许认为这个区域具有 
无限面积，但是我们将会看到，这个面积是有限的.下面来说明如何确定面积的值.首先求右边 
以宜线 * = A 为界的这部分区域的面积(见阁 7. 13b), 



然后氺 4( 6 ) 当 (>— »时的极限， 

= lim( - +2)=2 

我们指定曲线下方从1 = 0到 3 =二的区域的面积为 

| e _I/2 dar = iim J*e =2 




积分方法 


427 



7. 13 


定义具有无穷积分限的积分 是第一 类反常积分. 

(1>若/(*)在区.间「《,~)上连续.则 

{ = Jim J^/(i)tLt 

(2) 若 /(*) 在间上连续，则 

J* f(x)dx = lim J*/{ i) dx 

(3) 若 /“） 在区间上连续，则 

j fix) Ax = J* /(j：)(k + J /(x)dx 

其中 c 是任意实数. 

在每一种情形，如果极限是有限的.就说反常积分收败，并且把极限定义为反常积分的 
值.如果极限不存在，就说反常积分发散. 


可以证明，在定义的第（3>项中对于 c 的选择并不重要.对任何适合的选择，可以计算或若确定 
的收敛或者发散. 


如果在积分区间上 /SO, 可以把上述定义中的任何 , 


积分解释成 K 域的 面积. 例如，我们把阐 7. 13中的反常^ 

积分解释成一个面积.在那种情形，面积取有限值2.如 a2 — 
果/>0而且反常积分发散，就说曲线下方的面积是无 01 _ 

限的. 

例1曲线 y = (lni)/：v’ 下方从;1=0 到 *=» 的面积1 一 
是有限的吗 ■> 如果是有限的，它的值是多少？ ffi7 , 

解我们求曲线下方从*=0到 的面积，并且考 

察这个面积当 i = * 时的极限' 如果极限是有限的，把它 
作为曲线下方的面积 （ 见图 7. 14). 区域从* = 1到 ：*：=(> 的面积为 



b — 


这条曲线下方的面积是一个 
反常积分（例 1) 


/:¥ 心卜叫 _+)]:-/： 卜 +)( +卜 


(用分部积分，取 u = In x^di = dx/x ^ , 

du = dx/x, v ^ - \/x) 



面积当 6—« 时的极限为 


In b 1 


b 
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l y 叫叫七[ - 1 V 、 i +1 卜 - 1 1 V ’] _ 0 +1 

=- [lim ^]+ 1 =0 + 1 = 1 ( 洛必达法则） 


内此， 这个反常枳分收敛，囬枳为有限值 1- 


人物传 i 己 


例2求枳分 


勒戎 * 狄利尭茁 
{ l^ejeune niriohlel * 1 S 05 — 1859) 




解按照定义（第 （3) 项），可以选扦「=0.汴 tt 把积分 


V 成 

r - r + 厂 
J . 1 + I ： ^ 1 +I - J n 1 + ! ： 

接着求上述等式右端的两个反常积分： 

广 1 心 : 二 lim 〜= lim tan 'x ] - lim (tan'O - tan'a) = 0- ( - 子 ) =; 

j 1 : = lim J ^ 2 = lim Urn - 、] n = Jim (tan 'h - tan ] 0)= 矛-◦二子 

因此， 

f " da TT TT 

L V 77 = Y + J = ^ v 

由亍 1 /( 1 +?) > o , 这个反常积分可以解释成曲线之下和 ' 

轴之上的区域的（有限）面积（见图 7. 15). 


7.7.2 


积分 U 



函数 r = ia 是被积函数为7 = W 这种形式的反常积分 
收敛和发散的分界线.正如 r 面的例子所示，若/>> 1 ，则反 
常积分 收敛； 若 P 矣 1 ，则反常积分发射. （不 R 比例） 

例 3 和分 fd*/V 当 P 取什么值时收敛？当积分收敛时， K7.I5 这条曲线下方区域的®积 
积分值是什么？ ， 訪剛例 2) 

解如果 

{$ = T ^ rl : = rfp 『■ _ " = A ( f 1 ^) 


因此， 


厂 J = hi! J = [r^ ☆ - 0 卜卜 


这是因为 


⑼ = { 


0， P 


所以.如果 P >1， 积分收敛于值 l /( p - lh 如果 P <1, 枳分发散. 
如果 p = l , 积分也 发散： 



枳分方法 


/, 卜 ¥ 叫士/! ，卞 In * 广=!，(1“ - | n 1 ) = » 


7.7.3 带垂直渐近线的被积函数 


另外类反常积分出现在被枳闲数计钉垂 ]* t 渐近线的枳分中.这种垂 .& 渐近线表示作 - 个 
积分限成荇在两个积分限之间的某个点的 X 限不连续性.加 , 

果被枳阐数/足枳分的正值泌数，可以把反常积分阿 I J 

次解释为积分限之问位+:/的图形之下和 * 轴之上的 K 域的 I ^ = 一 

而矾 

考虑第 -- 象限内位十曲线 y = l/A f ••方从: v =0 到 : t = 1 的 
K 域 （ 见1 妇 7. 121>),传先求从 I = a 到 t = I 这部分面积 （见 
阐7. 16 )： 

l t fx = = 2 - 2A 

然后，求这个面积当 a — 0 +时的 极限： 

lim \ ^ = tim {2 -7^ja) =2 

^ J - t」x -* •*«* 

在曲线 下方从 A ： =0 到 1 的区域的面枳是釘限的，并 fj . 闬 7 . ] 6 这条曲线下方 R 域的 



等于 



面积是第二 龙反常 •积 
分的例子 


定义被积函数在积分 K 间内一点的值变成无穷大的枳分是第二类反常积分. 

(») 若 / U ) 在区间（ I 6] 上连续而在点《是不连续的，则 

jV( J) dx = lim J/( i)di 

U ) 若区间;>>)上连续而在点 6 是不连续的 . 剐 
ff(x)dx = lim j" /(jr)dr 

(3) 若 /( i ) 在点 £_(<] < r <6) 不连续而在 [ n , c ) 上是连续的，则 

|V(;t) d* = f(x) dx + ^f(x)dx 

在毎一种情形，如果扱限是有限的.就说反常积分收敛，并且把极限定义为反常积分的 
值.如果 极限不存在,就说反常积分发散. 

在上述定义的第 （3) 项中.如果公式右端的两个积分都收敛.左端的积分也就收敛；否则左 
端的枳分发散. 

例4考察枳分 

九占 & 

的收敛性. 

解被枳函数 /(*) =1/(1 -*) 在区间[0，1>上连续，但是在：^ = 1是不连续的，并巨当^— 1- 
时函数值变成无穷大（见® 7. 17). 求积分： 
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这个极限进 X 限的，所以积分发敗. 
例 S 求积分 


解被积喊数 /(*) =7 - , 、 i, 在 1 = 1 有垂卩[渐近线汴 Ufr:KM[o ， l^i( 


阁 7. 18). W 此，由 上述定 义的第 （3) 项， 



(5)7.17 在曲线之卜•和 I 轴之上从*=0到 * = 1 闬7, 18例5说明曲线下面的区域的面积 

的 K 域的面积不是.个实数（例 4) 存在（所以它是-个1:数） 


下面求这个等式谷端的两个反常 积分: 


lim 3( i - 1 ) 1 ? ] o = lim [3(6 - 1 ) '^ 


用计算机代数系统 （ CAS ) 可以计算许多收敛的反常积分.为了应用 Maple 求积分 


(这个积分收敛），输〃 


Maple 返回答案 


> int (/ 7 x = 2 . . infinity ) ; 



积分方法 


-y it + In (5 ) + orc-lan (2) 

为广得到数值钴果，用水谊命令 evalf 并 IL 指定结果包含的数数如 F : 

> evalf ( % r 6 ) ; 

屮符兮％指示计算机对屏幕上的最后古达式求值，在这里进指 （- l /2 )lr + ln (5) 4 a^an (2). 
Mapl « 返 M l . 145 79. 

在成用 Mathemuti ™ 汁算 这个积分时，掐人 

/n ^ / : = Intf K rate f (i + 3)/( (* - I )( i A 2 + I ) ) , ; i , 2, Infinilv ;' 

返 M 


Oul[l] = ~ 2 n + ArcTan 2] + Log [3] 

为 ]* 获得 6 位数字的结果，用命令 6 j "; 它同样得钊 I , 14579. 

7.7.4 收敛与发散检验法 

’与我们不能古接求反常积分时，就尝试确定它是收敛还足发散.如果积分发散.问题已经 J* 
结.如果积分收敛，可以用数值方法求近 似值. 检验反常积分收敛或者发散的两种主要方法足灯 
接比较检验法和极限比较检验法， 

例6积分1 e__*_d* 是否收敛？ 

解按照定义， 1 

J e * rfi = lim * tk 

我们不能直接求这个积分，因为它是非初等积分.但是可以 
证明，它的极限当 6 — «大时是有限的.我们知道是 

A 的增函数，因此，当 A 时它有有限的极限或者变成无_ 

穷大.由于对于: * & 1的每个值有 e _ V 矣 e -( 见图 7. 19) , ~ 

jy-dc 不会变成无穷大，所以 mi [9 对于 I；fl , 的图形位— r 

f * ^ C -, A _ t n QO e - ■的 SI 形之卜 (例 6) 

J e (b: ^ J e dx = - e + e < e ^ 0. 367 88 

因此 



j « "* d.i = Jim j|e 


收敛于某个确定的有限值.对于这个积分，我们除了知道是正数并且小于 0.37 以外，不知道准 
确值是什么.这里得出的结论依赖子附录 A . 7中讨论的实数的完备性性质. ■ 

例 6 中《^‘和 e _ a 的比较是下述检验法的特例. 


_ 人物传记 

卡尔 • 魏尔斯特拉斯 
{ Karl Weierstrass, 1815一1897 ) 


定理2 (直接比较检验法）令/ 和! r 是区间 [ d ，® ) 上 
的连续函数，对于所有 . t 在 a 满足 0«( jr ) 笔 〆 *), 那么 

U } 若 J 收敛.则 J / U ) 心收敛； 

( 2 ) 若 (/(*)〜 发散，则发散. 
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第 7 聿 


证明证明定理2的推理 M 例 6 中的推理类似.若对于文3^ 而 0其则 
J^/( X ) d* ^ J g<,x)Ax, b > a 

像作:例6中那样，由此推出： 

若厂 (*) dt 收敛， mff ( *) <Lt 收敛 

把这个结论转换成另-种 说法： 

若厂 /(*)& 发散.则厂&)<1*发散 

例7 

U1 积分 f 收敛， W 为 

在 K 间[1，* ) 1:0 ^ ~ ^ ^ 4 d* 收敛（例3> 

<1>)积分|' J - J ' — dx 发散，因为 

在 K 间[丨，~) -h - ^ -'-.tf-nf 上心发散（例 3) 

•/? -0. 1 x 1 


( 定理 3( 极限比较检验法）若正值函数/和有在区间 [a，* ) 上连续，并 H 

lim ’ ( 广 ) 、 =L, Q< L<<s 

.gU) 

则 

厂 m f g (x)<h 

iHj 时收敛或者同时发散. 


定理3的证明在高等微积分中给出. 

虽然两个函数从 a 到®的反常积分可以同时收敛，但是并不意味着它们的积分必定有相同的 
值，这一点可以从下面的例子看出. 

例 8把积分 


同 f (1//)心作比较，证明它收敛.求两个积分值并且作比 
较. 

解函数 /(*) =1//和 /(*) =1/(1 +* 2 )是在 K 间[1， 
«) 上连续的正值函数.此外， 

J— » 片 ( X ) 1/(1 + X ) X 

- lim ^ \ + 1 J = 0 + 1 - 1 



是一个正的有限极限（见图 7. 20), 因此， 


囹 7. 20阕 S 中的函数 
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收敛，因为$收敛. 

然而，两个积分收敛 f 不同 的值： 

r ? = 2— h =i ( 例 3) 


/' if ? - 


Ax 




习题 7.: 


在4题〗~34中， 

1 - L ?TT- 

不用积分表求积分. 

2 - /, 7^- 

3 . (1. 

4 •(会 

o 

*• o 

7 ]:Tfe. 

8 . /„♦. 


厂 2 

U ^ - ]■ 

L 

广 2x ^ 


C — 

^ (1 + 1) ^ 

厂_ dw 

h (1 + v 2 ){\ 


。•广 .浩 


r x dx 

J- + 4 )^ 


欠 ^x 2 - I 


!、）■ 


广 16 tan ' 1 ; 
Jo 1 + x 2 

f_ 彻 9 獻 

广 : ，心 . 

25, J * In x cb + 


〔会 ■ 

广 扣 
J-i # +5S + 6 + 


22 . j 2e" tf sin 6 dfl. 
24 . f Zx^dx. 
26 * J L (-ln*)ck. 




!o /TT^TT 

.r_ 

'o ( x + 1 ) ( * ! 


在 JJS35 - 64 中，用积分的直接比较检验法 
或者极限比较检验法检翰积分收效.如粱两种方法 
都适用，选择你宁應使用的一种检较法- 


35. J'^tan S d&. 

36. J cot 0 dfl. 

37. 

/tt - 

,» r " 1 cose tie 

J ，々 （ir 

39. - di. 

r - e V* 

41. fr*—. 

Jt + sin t 


42 - H •(极 示 a 

货 0 时 1 衾 sin 1-) 



45. j In t x 1 di. 

46. j ™ i In 1 j 1 djf . 

-1；^. 

-/；*• 

叫:备 


S1 ‘ 〔 yhr- 

Si H 

53./；^!^ 

54. r 

h vV - 1 

55. 

56. J' 


o 

59. f ^ dx. 

6a 厂 In (Inx) dx. 

61 厂点‘ 

a - /" 

«‘ 厂 -^. 



65-求使下列积分收敛的 P 值： 











厂 ./ Uldx 可能不 * 于 ㈣ 广 /UltLr ii 

r 2.t rU 

+ i 


发敝. l^ifu 



发敗. 然 Viiih 叫 


Jim 



= 0 


n*:>JM67 -70 屮，所求面积、形心和体积涉 
及的 k 域足第 象限内 位 f 曲线 j = 和 t 轴之叫 
的 xmK 域. 

67. 肩 K 域的而 m. 

68* 求 K 域的形心. 

69. 求绕 y _旋矜 K 域产卞的旋 H 体体 
™. 求绕1轴旋转 K 域产十.的旋转体体积1 

71. 求位 ]' 曲线 V = X fnr = ( jm . T 之 | M 从上二 <) 到 

r = 的 K . 域的而积. 

72, 绕: t 轴旋转七题71中的 K 域产卞旋 K 体 T 

(a) 求旋转体的体 fU. 

(b) 证 明旋转体的内部表面利外部 表向的 面枳 


73. 估 计定义 域为无限区域的收敢反常积分的值 
(aliil: 明 


y e " 


闪此 c fV 000 042.解袢为什么这总 

味着 rO— ; < u jfri 不罕 r- 
d 人大； r aoooo42 的 iM 趋值. 
n {bj 求积分的数值. 

74, 表面积无限的油漆筲或者加卉里埃耳喇叭鳟 

如例3所示.枳分€(心/：0发敗.这总味养枳分 


也发散，卜肩 这个枳 分是绕 I 轴旋转曲线 y = 
|/以 ] «*)杓 fh 的旋转体表面积的度置.从比较 
这两个枳分看出，对于每个有限值* > i . 


f , 171 


2 lT f , 


fn 足，作为旋转沣体和的枳分 


/>(1卜 

收效. 

(a)il 符这个积分1 

(Ii) 打时，这个旋矜体被描述为这样个汕沽 
简.它所盛的油涑不足以涂袜它的内 V . 
叶对这-点略加圯 t 作为常叽 trti ri .冬 
能川" 阳铤 的油漆 闱冶 尤阳的 A Ifh . 

如架找们汴这个喇叭简屮盛满油漆（心限 
坑）.那么就盖仆: r 它尤限的灰向.这 
和明 时的十 疥作十，斛杼. 

75. 正弦积 分函数 枳分 


=/；^ 


19 


称力正试积分必牧.汴忙卞屮和黽犮的卬川. 
(*)_出被枳闲数（—〗）/『. OU 的阁形 . Si pjq 
数圮处处增加的函数还圮处处减少的 W 数？ 
试想 Si U > =0对丁 J > 0成 ;卿 通过泠制忒 
数 S u ) 对7:0安 T 吴 2 S 的 m 形检验矜案」 

⑷号察枳分 




的收敛件.如采积分收敛 . 它的值是仆么？ 
76 - 误差甬数闲数 


erf ( jc ) ^ f if， _ 

J(! vTT 

称 为误差 承教.在概牛疙 E i ^ it 学中有冇車要 
的 wm . 

n ui 両出误差函数对 ro ^ 甚 M 的 m 形. 

lb ) 夸察枳分 

厂^ 

J,i V^TT 

的收敛性.如果积分 收敛， 它的值是什么？ 
在 13.4 订习 ®3] H ] ■以见到如坷 E 实你的 

im . 

77. 正态撅聿分布甬数函数 
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称为以只为均 m 和 rr 为标准尨的正态橛率密度 
函教.数 g 及明分布集屮的位轚，而7度■分 
布 m 绕均悄 at 散布' 

从概申沦知逬 

fj(x)Ax = 1 
A : 卜面部分令从= 0和 《■ = I . 

« («}_出/的阁形.求/增加的 K 间和/喊少的 X 

间，以及任何局部极值和它们出现的位 r 

( b ) 求积分 

ff ⑴ dx 

K 巾取 W 〖， 2, 3. 

( c ) 对 丁 

f / u)(u =] 

给出冇说服力的论据， 

(提示：证明对于1>】有 Dc / b ) <P 
衍对丁^>1，00时有 一 0.) 

第7章复习指导问题 


i£ 明： 加贝 /U ) 作每 个实数 枳 
的， Jf fi« 和6玷 《<A 的文数，那么 
{ n ) fj ( x)^x 和 J_/( T 同_ m 

U f /(x)dx fn fj(x) f \x M Hi 

收 at 

{ b) j" /(x )dx + j /{ T) tit = /( t)iU + 

f/U) 心 ，只踅丼中包含的枳分 
收敛. 

计算机探究 

在巧題 ？ 9 ~82中，用一种 （ :ASUf 箅机代数系 
统）芩察取不同 P 值（包括 作整 数值）时的积分.积 
分对丁什么 p 值收敛？ 3积分收敛时.它的值足什 
么”间出被积闲数对于不冏 p 值的 闹形. 

79, In j di. 80. JV In 丨 t U, 

81 . J V In t di. 82 . j ^ In I j I dj. 


1. 分部积分法的公式是 什么？ 它来源于何处？为什 
么你衬能需要使用它？ 

2. 当应 用分部 积分法公式时，如何选择 u 和土？ 对于 
形式为 J/U) 心的积分怎样应用分部积分法？ 

3. 部分分式积分法的_标是什么？ 

4. 当多項式 /U) 的次数小于多项式 fU) 的次数时， 
如果 

(a)gU) 是不同线式因式的积， 

(bkU) 包含重复的线性因式， 

Uk(*) 包含不对约的二次因式， 

如何把表示成部分分式之和？如杲/ 
的次数不小于#的次数，应该怎么做？ 

5. 如果被积函数是形式为 cos™* 的积，其中 m 
和《是非负整数，如何求积分？对于每种情形给 
出-个具体的例子， 

6. 求 sin mxsm nx f sin mx cos n* 和 cos ww cos nx 的 
积分时分別做什么代换？对于每种情况给出一个 
例子- 

7. 用什么代换有时能够把包含 /^7 
和的积分变换成直接求积的积分？对 T 


每种情形给出…个例子. 

8. 对干包含在 3 个基本二角代换中的变量加上什么 
限制才能保证代換是叫逆的（存在逆代換” 

^通常如何使用积分表〃如果积分表中不包含你需 
要的特定积分.应该怎样曲？ 

10- 什么是灼约公式？如何使用 a 约公式" 举个 
例子 t 

ii. 对于数值枳分合作草拟…份 m 如何做”的简短指 
南，由你与关亍梯形法则的部分. 

(«) 关于法则本身需要说明什么？怎疔使用它？ 
怎样达到要求的精度？ 

如果你是写关于辛普森法则的部分， mn - 
说明什么？ 

如何比较辛普森法則与梯形法则的相对优缺点？ 
13. f 卜么是 第-类 反常积分和第二类反常轵分^如 
何定义两种不同类型的反常积分的值？举出_ 
苎例子说明. 

14•对于不能直接求积的反常积分 T 可以用什么浍 
验法确定积分的收敛和发敝〃举出一些使用它 
们的例子. 
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茗 7 章 


第7章实习习艟 

在七题1 - s 中，用分部积分法求积分. 

2. J In j; rb 」 

4. J "os _ _ ( + ) 山， 
6* j j 2 sin ( I - x)i\x. 


1 » J In (* + 1 ) <ir 

3, J tan '3x dr . 

5 . J (jf + ) ) V(kr 
7. J e【crw 2 r dx ‘ 


8* J f " 2 'sin 3 j ： dx r 
在习题 9-28 屮，氺积分.在计算中町能笛费 
冴先用代换， 


9 -l^tv 2 - 

^^hy- 

3 f ain g dg 
J + cos B - 2 

7 - i^r^, dv - 

(3v - 7)dv 


| 4 r roa g dff 
J ftin 3 沒 + sin ^ - 


i)(v -2)(v - 3 )' 


8 - l 

9 - JV + 4( 2 4 3' 

M 岛心 . 

23. 厂 〆;■^ 气、 


22 -/?^ d, - 


技/点 - 


在习题 29 - 32 中，求 积分： （ a ) 不用=_角代 
换； tb ) 用三角代换. 


” / r ^7 - 

51 播 

在习题 33-36 屮，求积分. 

叫器 ■ 叶 T ^ y . 


f x dx 

•s^7- 

r t df 


M 


dx 




L h 

a 


在4趿 3 7~44中，求枳分 「 



45 . 用辛许森法则估汁枳分 

ln3 = f ! ! 


的 m . 为 r 保证误差的绝对值不超过 io 1 .按 
照 辛皆森 法则的误差界公式，心 该使用 多少个 
子 KIW ? (记住.辛普森法则的; FK 间数 II 必 
須为偶数 .） 

46. 由简单讣箅显尔.如果0安*玄】， 那么 f(x) = 
/ TT 7" 的 二阶导 数位于0与8之叫. 抿据这 - 
点，力 r 用梯形法则估〖卜/从0到1积分的误 
差的绝对值不超过10 3 ，大约需要用多少个 f 
K 间？ 

47. 肓接计箅显小 


j 2 sin s .v tbr - it 

利用 n =6 的梯形法则估讣，如何接近这个值。 
利 Hfn =6的辛普森法则 估计， 如间接近这个 
值？试用两种法则求出积分 - 

48. 你 il ■划用辛普森法则怙 i 十积分 
j ^/(*> (it 

的值，要求误差大小低于 UT \ 你巳断 定在整 
个积分区间上丨矣 3 . 为了保证所需楕 
度，应使用多少个子区间？（记住，辛普森法 
则的 f 区间数目必须是偶数 .） 

49 -平均溫度计箅一年 365 天温 度函数 

/ U ) = 37 5 in (盖 U - 101 )} 十 25 


的平均值.这是估计阿拉斯加州费尔班兗斯镇 
年 f 均 气渴的种方法.闻家气象局公布的官 
方数字，那里年正常日平均气溫为 25 . 7T ， 咯 
高于 / U ) 的平均值- 

50 . 气体的热容置热容量 f ； 是给定质量的气体在 
体积不变的条件 " F 温度升高 it 所需的热竃. 
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积分方法 


以 cal/d« r moj{ p/ 度-克分： T. ft ) 为中泣.试气 
的热容量依赖 T 它的温度 r 满足公式 

(：, =127 + 10 '(267- - ].87r=) 

求 Q 对 f 20°在7^675飞:的 T 均值以及达到 f 
均值时的齟度. 

51 . 燃料效車汽乍 1 .的计算机给出以加仑每小 
时计数的燃料消耗的读数. 在次 旅 h 中， 
位乘客 k ! 汆卜-小时故程毎5分钟的油耗 

hu r ： 


时 N 


时间 

^al/h 

() 

2.5 

35 

2. 5 

5 

2.4 

40 

2.4 

10 

2.3 

45 

2,3 

15 

2.4 

^0 

2.4 

20 

2.4 

55 

2. 4 

25 

2, 5 

60 

2. 3 

W 

2,6 




u ) 使用 梯形法则求这小时行程中总油耗的 
近似值. 

( b ) 如果汽 t 在这一小时内以 60 英里的 速度行 
驶，它在那段行程中的燃料效率（以 mi/gaJ 
为单位）是多少？ 

52 ■新傳车场为了满足停$需求.你所在的城市 
指定 r 如附_所示的一块场地.作为市政丁_程 
师，市政委员会要求 你汁算 能否用 11 000 美元 
修建这个停 4 :扬.场地淸理费为 0 . 10 美元 1 平 
方英尺 t 铺设费为 2 美元 1 平方英尺.使用辛 
普森法 则汁算此顼丁 .程能否用 1 〗 000 美元 
建成. 


Oft 



铋53 -62 中.求反常积分+ 
f: 54. fjn , <U. 


55 - /' 
-/； 
S, . IT ， 
6, - /-,■ 


2 du 
u' - 2u 




62. f 

^ -w x + ]6 
题 63 、 姑的反 常积分中，嗶些收敛，曄 

4发散？ 


r _ ^ 

7^77' 

r > 

厂 

j _• 〆 + e - T 


九 Vv 


68. r ，--—— . 

j -- i *( I + 〆 ） 
在七题 69 - 9S 中，求积分.这畔积分是按随 
机顺序列川的. 

叫 1 吉 -11-^- 

71 - 1 ,( 7777 - 叶 

73 . J 2 -^ n ^f — ^ 74 ./ 讀 t 


，-2卜？ 


75 -思. 

77 . j 8 oos (2 ff + \ ) d9 . 

ja f sin 28 

j f 1 +C0S 2$) 2 ' 

叫告 

83 ■/ 


/ - 2” 2. 

iTfrhj 61 


f c 1 df 

J e 21 + 3 e ( + ] 

r ! y 办 


M 态. 

80. J -/l + cos 4x dii 

84. f ldj ； — 

1 yg - 2x- - x 4 

*6.jx\^ : dx. 

88./^<k. 

90 . J tan 3 1 di. 

«. [^1. 

)In sin v 

94.je e 73 +4e 4 dft 






第 7 章补充和提离习题 


在习题丨^中，求积分 t 


18. 求体积 （钛巧埘 17) 


1. J ( sin _ t j ) 3 tir . 


1 17* + D() 

jx nin _ ■尤 djt. 


■ 2) … （* + m) 

4* J « in -fy 


U rr 

在 4 题 7 和 8 中.求积分， 

7. lira J sin t 8. lim x j C °^ 1 df. 

在习规 9 和 io 中，求极限： n 先用定积分表 
氺它们，然后求积分. 


9 '^^ , n V l+ T 

ii. 求孤长求曲线 


/^i r 


y = f 'Aos 2f df, 0 莓丨矣 tt /4 

的长度. 

12 . 求孤长求_线 

y = iti(] - x 2 ) t Q^x^l/2 

的长度. 

1 3. 求体积绕 y 轴旋转第一象限内由 ^ :轴和曲线 
7-3^ v / T ^ 包围的区域，求产卞.的旋转体 
体积. 

14. 求体轵绕叉轴旋转第 象 限内由^轴和曲线 


y = 5 /(x y^e) 以及直线 z = l 和 i=4 包围的 
区域，求产生的旋转体体积. 

15. 求体积绕 t 轴旋转第一象限内由坐标轴以及 
曲线 y 和直线 i=l 包围的 K 域，求产卞的 
旋转体体积+ 

16. 求体积绕直线: f = 2旋转第一象限内上方以 

曲线: K = f-1 为界和下方以I轴为界以及右边 
以直线 * = 】 n 2 为界的区域，求产生的旋转体 
体积. 

17. 求体积令是第一象限内的“X角形” K 域， 
上方以直线7=1为界，下方以曲线为 
界，左边以 直线尤 =1为界1 

U) 绕; i 轴旋转& 

(b ) 绕直线旋转& 

求产生的旋转体体积. 


(■) 绕7轴旋转区域& 
tb ) mrm ^ = i 旋转区域兄 
求产生的旋转体体积. 

1 久 求体积绕^轴旋转 r 轴和曲线 


? =/u) 


，{:: 二 


- 0 

0 < T ^ 2 


之间的 K 域产生附阁所示的旋转体1 


U ) 证明/在;*=0连续. 
(b 丨求旋转体体积. 



A 标轴和曲 


20.求体积绕*袖旋转第一象限内以网条坐 t 
线>- - Ir ^ 为界的区域，求产生的旋 转体七 

2 L e 域的形心求第一象限内 r 方以: * 轴为界、 
上方以曲线 y = lnx 为界和右边以直线 x ” 为 
界的 K 域的形心. 

22. 区埔的形心求平面内由曲线V = ± ( I - 
疋 3 ) 11 以及直线 ：t =0和: * = 1包围的呎域的形心. 

23■曲线的长度求曲线 ）， Jn r 从 t = 1到 x = t * 的 
长度. 

24. 曲面的面积求绕 y 轴旋转^题23的曲线产生 
的曲面面积. 

25. * 状线的长度方程，=1是称为星状线 
(不是星形线）的曲线族中的一种 T 因为这些曲线 
像 M 的形状(见附图求这条 稍味星 状线的长度. 




积分才法 

26•由■状线产生的曲面求绕$轴旋转4题25的 
M 状线产屮的曲面面积 ■ 

27. 反常积分 

ii (/ h - hh 

对 t « 的哪个值或者哪吗愤收敛？求对应的积分值, 
28■对 f 每个 j >0, 今 

G{x) = J"e "dt 

证明：对 f 每个 *>0 T xG(x) =1. 

29. 无限的面积与有隈的体积对于曲线> 

(I矣 ) 和 x 轴之问的以域，以及绕*轴旋 
转这个 K 域产士_的旋转体，当^取什么值时区 
域具有; t 限面积而旋转体的体枳是冇限的？ 

30. 无限的面积与有限的体积对于第一象限内由 
曲线〃和 y 轴以及直线 x =〖 和* 轴上的 K 
间 10,1] 包闹的区域，取什么值时绕一条坐 
标轴旋转这个区域产生的旋转体具有无限面枳 
而旋 转体体枳是有 限的？ 

r® 数和斯特林公式欧拉 r 函数 （r 是希腊字 
的 大写） ru) 用积分把阶乘函数从非负榷数扩 
充到其他实数值.函数的表达式是 

ru ) = x > o 

对于每个 ie 数*，数值 ru) 是 (从 0到 * 
的积分.图 7.2 〖显示 r 在原点附近的困形-当你 
作第13章扑充和提岛习题第23题后，将会宥出如 
何汁算 n 1/2). 



图7+ 2] 欧拉 r 函数厂(*)是*的连续函数，它在 
每个正整数 n + 丨的值为定义 r 的 
积分公式仅对I > «有效，但是应用公式 
r(^-{r(x+i))/x 可以把它扩展到负的 
作盩数值，这就是习题31要证明的问题 
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31. 如果 n 是非负 薑數， r ( n + l } =«! 

( a > 证明 r ( I) = u 

{ m 然后对 r u +1) 的积分应用分部 m 分法， 
K 明 「u + i ) = iru )」 这犹绐出 

r ( 2 ) = ir ( i )=] 
r <3) = 2 r (2) = 2 
r (4) = 3 r (3) = 6 

r(ft + l ) = nr ( n ) = n] ( 1 ) 

( c ) 川数学 IN 纳法证明等式 （]) 对于每个#负整 
数成夂 

32. 斯特林公式苏格4数学家詹姆斯 ■ 斯特林 
( 1692— 1770) 证明了 

所以对于很大的 i 

(L + tfU)). 

当文 4 cp 时厂 （ x ) —0 (2) 

舍弃 ffU ). 异致通近 

ru ) -( f )' v ¥ (斯#林公式 ）（3) 

(«)«! 的斯特林道近利用公式 O ) 和等式 
n ! = n 「（ n ) ,证明 

- (-^y (斯特林遂近 ）（4) 

当你作 8. 1节中的习题90时.将会 荇出由 
公式 (4) 得到通近 

VnT ^ (5 ) 

Q (10对于/1 = 10,20,30，..，把从 H 算器求得 

的 n ! 的值同由斯特林退近给出的值作比 
较，直到你的计算器能够计算的全部值. 

O (C) 公式（ 2 )的一种改进给出 

ru > = +£(x)) 

或者 

这>通近表明 

n ! ^ (立 ） v/ ^ n7r e， l= ^ (6) 

对于〖0!，把从你的计算器、斯特林逼近和 
公式 （6) 得到的值作比较. 





第 8 章无穷序列与无穷级数 

«述人人都知 道如 何把两个数甚至几个数加在一起，然而，怎样把无穷多的数加 在一起 
呢？我们在这一章来®答这个问题，它是无穷序列与无穷级数理论的一郁分. 

这个理论的一项重要应用，是给出把已知的可徵函数/(幻表示成 * 幂的无限~的方法，所 
以看起来像是 "具有 无穷多项的多项犬. "此 外，这个方法扩展我们对多项式如何求傖以及如何求 
导敷和积分的知识，因此我们能够处理比至今遇到的更为一般的函數.这些新的®教经常用干 
解决科学和工裎技术中的重大问题. 


8. 1序列 

序列是给定顺序的一系列数的列表 

- a] …，《,，“■ 

序列与级数 表中 ％ 等每-.个代表一个数.这些数是序列的项.例如，序列 
2,4,6,8，10,12.〜，2 n ，〜 

的第一项 a , =2,第2项<! 2 = 4 ,第《项\=2«.椹数 n 称为 a , 的下标.指示 a .在 表中出现的位 
置.序列中的顺序是重要的.序列2, 4, 6, 8, … 和序列 4, 2, 6, 8, …是不同的序列. 

我们可以把序列 

a, ,£*i ，- -，… 

想象成一个函数，这个函数把1映射到2映射到 Ul , 3映射到七，以及在一般情况下把正整 
数 n 映射到第《项\.这就引出序列的形式定义. 


定义数的 无穷序 列是定义域为正整数集合的函数. 


与序列 


2,4,6,8,10,12..‘.，2«.— 

相关的函数使1变成 a , =2, 2变成 a 2 = 4 , 等等.这个序列的一般特性由公式 a n =2 n 描述. 
我们同样可以取定义域的整数大于某个给定的数 rt 。， 并且允许这种类型的序列.例如，序列 


12，14，16，18,20,22，一 

用 公式心 =10描述.它也能用更简单的公式\ =2 n 描述，其中下标^从6开始并且增加. 
为了允许这种更简单的公式，我们令序列的第一个下标为任意整数.在上述序列中，彳^丨从^ 
开始，而丨6.丨从 t s 开始. 

序列可以用指定它们的项的表示规则描述.像 

或者用罗列项的方式描述，像 

= 1 VT ， v5",v5" ， …, A, …！ 


\K\ 

1 C J 


- T'T 

Mi 


3 4 

4， y ，■ 


}，_"，<- 1 广 l 士， 

■V 
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有时也写成 

； A L'., 

阄8._址4用图形衷；序列的两种方法. 第一 种方法4:实数轴上标明序列 a , ， a: , 

〜， …屮的前面几个点.第一■种方法显示定义序列的函数的图形.函数仅对整数输人有定义 .而 
m 形由邛平面中的一些点组成，它们位于 （1, a ,). (2, …）.…， u , 


发敗 



〜 = (-『■▲ «] ~ ~~ . ~ • ~ 

W8. 1序列吋以用实线 t 的点表爪，或者 ffl 平面上的点表示， 
其中横轴 n 代表项的下标婷， 纵轴\ 代表项的值 


8.1.1 收敛性与发散性 

有时序列中的数当下标《增加时趋近某个唯一的值.在序列 

…，士，…} 

中出现这种情况，它的项当 n 增大时趋近0;在序列 

卜 + m 、 1 - 士 .-} 

中也出现这种情况，它的项当 n 增大时趋近 1. 另一方面，像 

I 'fi ，- fi- ，'/ 5" , ■■■ ,-fn ,■■■.： 

这样的序列，它的项随着 n 的增加而变得比任何数都大.而像 

|1，-1,1， -1,1, - I - 1 )"',■■■ } 

这样的序列，它的项在1和 -1 之间来回变动.不会收敛到一个唯一的值.下面的定义给出序列 
收敛于某个有限值的含义.它 表明， 如果通过取下标 n 大于某个值 W 而达到序列中足够远的项. 
那么 a „ 同序列极限之差将变得比预先任意选定的数 e >0小. 


定义序列收故于数 L , 是指对于每个正数&存在一个对应的整数 A ’， 使得对于所 
有1有 


n >N \ a n - L \ <e 

如果不存在这样的数 i , 就说 uj 发散. 

如果丨(*„丨收敛于 i ， 记为或者简单地表示成 i , 并且称 i 为序列 的极限 
(见图 8.2). 






_ 人物传 i 己 _ 

尼占 _拉 ■ 奥雷姆 

(Nic：(tte Oreame , 大约 1320—1382) 


上述定义 M 2.4 负中泌数 /( i ) 当时的极限的定义 
( prrj / U ) >非常相似.我们将利用这种联系计算序列的极限. 

' 'wi u-m-. 

( a)lim ~ =0； ( b)limt = i (t 为仟意常数）. 


解 

( a > 设给定 e >0. 必须证明存在这样•个整数〜， 
对 r 所打 n . 



n => 


I 士- 0 卜 


如果 （1/ n ) <£■ 成者 n > l / ff , 这个蕴涵式成立.如果 V 
记大于1化的任何整数，菹涵式对千所有〃>~成仝，这 


证明 li^( 1/n) =0. 

( b ) 设给定 c >0. 


对于所有 I 


必须证明存在这样 … 个整数 ,V. 


- -(/ I . - - ■-. 

- i 


n > /V => I k - k \ < s 

由于 A 〜可以用任何正整数 作为义 并 tl 蕴涵式成 
立+这证明对于任意常数 t limA-fr. _ 

例2证明序列|1，-1丄-| 丄 -1，…〆-1厂\… f 


ms . 2 如果 r = t 是点序列」 （ n ， Uj 
的水平渐近线，则^— /.; 在 
这个阁形中，所右在\后曲 
的\位于 L 的 f 菹闹内 


发散， 

解 假定序列收敛于某数 L 在极限定义中选择1/2,序列中下标/»大十某个"的所有项 
\必须位于 L 的 e = 1/2 范围内.由于数1在序列中每隔一项后重复出现，必定有数1位于 L 的 
e = l /2 距离的范围内 * 由此推出 1^-11 <1/2.或者等价十 l /2< L <3/2. 同样，数 -1 茧复出 
现在序列中下标仟意大的地方.所以也必须有 -1) I <1/2,或者等价十 - V 2 < L < -1/2. 
但是数 i 不能问时位于区间（1/2, 3/2) 和（-3/2， -1/2) 内，因为这两个区间不重叠*因此， 
不存在这样的极限 I 所以序列发散. 

注意，对十仟意小于1的正数 s 可以作同样论证而不限十选择 f = 1/2. ■ 

序列；也是发散的，但是出于不同的原因.当《增加时，它的项变得比任何固定的数都 


大，序列的这种性质我们用 


[ imV ™ - » 

描述.在表示序列的极限为无穷大时，不同*之差当《增加时变小.我们也不断言序列 
趋近某个无穷大的数.我们仅限于用记号表述这样的 概念： 当 n 变得很大时，\最终达到 Jf - 保 
持比任何固定的数大. 


定义序列发散到无穷大，是指对于每个数《,存在这样一个整数; V ，使得对于所 
有大于/ V 的 n ， 有如果这个条件满足，我们记为 
lira a = <x 或 a „— nt > 

I H 

I 同样，如果对于每个数 m , 存在这样一个整数/ V ,使得对于所有 nW 有 那么就说 
1序列 U „! 发散到负无穷大，并且记为 

lim a a = - oc 或 a ,—► - » 
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序列可能发散而不是发敗到无穷大或古负无穷大，如作例2 W 到的情况.序列 II .-2, 3, 
-4, 5, -6, 7,-8, …丨和 |1, 0. 2, ( J ，3. 0,…； 也楚 这种发敗的例子， 

8. 1.2 求序列的极限 

由于序列是定义域限 制为正 幣数的阐数，所以奄不奇怿，第2聿中给出的函数极限定 If 存在 
对序列的变沏. 


定理1令和 | A „ 丨是实数序列.并旦令 d 和 S 是实数.若 则下） 

述法则成立. . 

( I )和法则 _lim ( a n +hj = A + B . {2) 差法則 lim(« n -bj ^ A - B . 

(3) 积法則 lim ( a „ • fi „) =/l • £ t . (4) 常教倍法則巧 （ A ： ■ t J = * ■ 为任意数）. 

(51 商法则 lim J ^ = ^, 如果 fMO . 


证明 M 2. 2 节定理 1 的证明类似，从略. 

例3把定理 I 同例 t 中的极限结合起来，得到： 

(-—)=-*■ Ji ：" ~ = - 1 ' 0 = 0-(常数倍法則及例 1( a )) 

(b, !*^ (^卜!… (* ~ T ) = ! i . T 1 T = l _0=1 (差法则和例 1 U )) 

( cllin > 4 = 5 • jim • lim =5 - 0 . 0 =0. (积法则） 

( d ) ^^? = ^ rrfwy = r ^ = ~ 7 - (和法则及商法则） ■ 

在应用记理丨时需要注意，定理并不表明， 例如， 当序列 laj 和丨、 1的和.丨存在极限 
时每个序列就有极限.例如，序列丨£1„| =丨丨，2，3 ,…I 和 i ; = I - 1 , - 2， -3 .…；这两个 
序列都发散， fP . 是它们的和丨\+6„丨=10, 0, 0,…1显然收敛于 0. 

定理1的一个推论是：发散序列|\;的每个非零倍数的序列发散.假定结沦枏反，那么对于 
某个数收敛.于是，在定理1的常数倍法则中取 fc = l /「， 看出序列 

{+ ■ ™.} = 

收敛.因此， Ira . 丨不能收敛，除非也收敛.如果丨 a „ 丨不收敛，那么|«0不收敛. 

下面的定理是 2. 2节夹层定理的序列变形.要求读者在习題95中证明这个定理. 


定理 2( 序列的夹层定理 | 令 U , 丨， 丨\丨和丨 (•„ 丨为实数 序列. 如果赛 c , 对于超过 
某个下标/ V 的所有 n 成立，并 ' linj 〜 = L , 那么也有 


定理2的一个直接推论如下：若 it , 丨： Sc „ 且0,—0，则0,这是因为 ~ Cjl = efc , 名 c .. 我 
们在下面的例子中利用这个结果， 

例 4 由子 l / n — 0,我们 知道： 
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( c )( -】）" 丄 -， o , w 为-丄 - ir 1 这 1 . ■ 

n n n a 

定理 i 和定理 2 的砬用范 m 由十下面的定理而扩大.这个定埋说明，把连续忒数应用到-个 
收敛序列，将产生一个牧敛序列 . 我们陈述这个定理而小产证明（证明见习题 96), 

定理 3 ( 用于序列的连缤®数定理） 令垦实数序列.若 ii/Mrtt 连续和作 
所有《„有定义的函数，则 


例 5 证明 /( Vifr )；^! — 1. 

解 我们知道 （n + l )/ n — I . 在定理3中取/(幻 =■/>：_ 
和乙=1 ， 给出 A ^~+ T ) 7 n -- /I = 1. ■ 

例6序列 I 1/ M 收敛于 0. 在定理3屮取+ = 1/ 
/(*) =2* 及 i =0, 看出 2「，=/( l / n )—/ U ) =2° =1. 由此 
可知序列12^1收敛于1 ( 见图 8. 3 h 
8.1.3 用洛必达法则求极限 

下面的定理使我们能够利用洛必达法则求某些序列的 
极限.它建立 jinjl 同 14/ U ) 之间的联系. 

定理4 假定/(幻是对所有定义的函数._ 
U „ i 是这样的实数序列，对于《連《„有 《,=/(«). 那么 
lim f(x) = L => lim o n = L 


证明 假定那么对于每个正数 i 存在 
这样一个数辱对于所有 



闬& 3 气 n — » 时， l/n +0 
且 2 h — 2° (例 6) 


x > M ^ l / U ) - L \< € 

令 /V 是大于 M 且大于或者 等于％ 的整数 .于是 

n > N \ =/( n ) 及 - L \< e 

例 7 证明 


巧$ = 0 

解函数 ( im ) 八对所有有定义，井旦在正 整数同 所给序列一致因此，如果巧 （UidA 
存在，那么根据定理5, (In n )/ ri 等于 li =( ln ：0/ i 应用 一次洛 必达法则证明 



_ 此断定 lim ( In ra)/n =0. ■ 

在我^用洛必达法则求序列的极限时，经常把 n 看成连续的实变量.并且直接对 n 微分 T 这 
样就不必像在例7做的那样改写\的公式. 

例8第〃项为 

〜=(3)， 


的序列收敛吗？如果收敛，求 
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解这个极限诗致 r 咽+定式.如果拄先对《„取 A 然对数， 

1,' =ln(m = 叫 ::-}) 

把不定甙变成》 . 0 jpj , 就能应用洛必达法则' r ■玷， 

lim In = lim a Inf ft - + M ( ® - 0) 

■ •■ -* V« - ] / 

ln (^ I ) 

\7n 


(o) 


-2/ in 1 - 1) 


(洛必达法则） 


tli r In 以及 


楚连续函数，由定理 4 可知 


序列收敛十 A 

8.1.4 常见的序列极限 

下述定理给出几个经常出现的序列极限. 


定理 5 h 面6个序列收敛于列出的极限: 
( 1 )" 


(5) 


— =0. 


> 0 ), 


( 1 + ~j (任意 x )- 


lim v y n = 1 * 

lim x " = 0 ( I t I < I ' 

lim — =0 (任意 I ). 


ft 公式 （3) 全 （6) 中. 3 * 时: ^ 保持固定. 


证明第 （1) 个极限已在例7中求出.第 （2) 和 
第 （3) 个极限 可以通过取对数和应用定理4证明（见 
习题93和 94). 剩余3个极限 的证明 在附录 A . 6中 
给出. ■ 

例9 

( a I L n ( a ! = ? Je " 一 2 ■ 0 = 0. (公式⑴） 
n n 

(b) = n i ， =( n l ，, ') : -*( l ) i = l . (公式 (2)> 

(Cl ^ = "( n '-)-.l . 1 = l . (公式（3>，取 

^=3 和公式 （2)) 

( d ) ( - y )"^0- (公式⑷，取 ；(=-+) 

1C) (^) = ( 1+ ^) (奴(5)，取*=-2) 


wa ： NMHB4 

味 癯记等 .(* S 的 》*•)_ 代表从1 *1 
»的》个薑藥备1 * 2 - 3- :法意 

(*+m 


= 1 »b24 i t . A a 

4 们泌财'建轉勤 i 讓衲被 
增快，从下 Wfri . tTTEMTi^AJ 二 




(f) 


0. (公式(6)， 取 ; t = 100) 


A、〆D 蕾 
. v ： 

■:' ' a^ikto- 
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8.1.5 序列的递归定义 

个:今我们足从下标《的值 ft 接计»:序列的每个《.项. fHM , 时常采用 K 述递归方式定义 
序列： 

U ) 给出序列 TT 项或者前而几项 的值； 

<2)给出 从笫项 之前的•项或者儿项汁算该项的规则，这种规则称为递归公式. 

例 10 

{ allt ^ a , =1和^„ =«„., + I 定义 正整数序列 I , 2, 3,…， n ，….从"，=1 . 得到…= 
«, + 1 = 2 , «, = « 2 + [ = 3 ,等等. 

( b ) 算式〜=1和 《„= n ，《„. t 定义阶乘序列 I . 2. 6, 24,…， n !, ….从《,=1+洱到屮= 
2 • a , - 2 , ti , =3 * = 6, fij -4 * n 3 =24, 等等- 

( C )| f 式 n , =1 =1 和〜. ， 义斐波那契数序列 1, 1, 2. 3. 5 .….从〜=1和 

« 2 = I ,得到 «, = ] + ] = 2, «, = 2 + I = 3 , «, = 3 + 2 = 5 . 等等. 

( d ) 正如从应用牛顿法可以 看到 的那样.算式= I 和 . , =气- [( S i n r , - r ；)/( c ( « ^ - 
2*„)]定义一个序列，当它收敛时给出方程 sin *-/ =0的一个解. ■ 

8.1.6 有界非减序列 

一般序列的项可能来回变动，有时取较大的值，打时取较小的佰.有一类重要的特殊序列， 
它的每一项至少 N 其前项一样大 - 

[ ^定义_序列 l «„ i 称为非减序列，是指对 十所杏 n , 它的项具有《，赛.，的特件. 

例 11 下述序列是非减 序列： 

lam 然数的序列 1, 2, 3,…， n ，…； （ b | 序列 I，…， n " r •••； 

( cl 常数序列 |3 L ■ 

存在两类非减序列：一类序列的项增加，超 H 任何有限 的界； 另一类序列的项不是如此. 


定义序列丨《„丨称为上有界的，是指存在这样一个数对，使得对于所有满足 a ，反 V . 
数 Af 是 U „! 的 I 个上 界.如果 W 是 U , 丨的一个上界，但是没有比 好小的 上界. 那么胂 
是 U„f 的上碗界. 


例12 

(a} 序列1, 2, 3, …， n , …没有上界 ■ 

( b ) 序列士，争，…以 If =1为上 

界.这个序列没有一个比数1小的上界，所以1是上确 
界（习® 113). ■ 

有上界的非减序列总是存在上确界.这就是在附录 
A. 7中讨论的实数的完备性性质.我们将要证明， 若 L 
是序列的上确界，则序列收敛于 £- 

假 定在町 平面内画出点 （1, Ql ), (2, a 2 ), 

(«, 如果 M 是序列的一个上界，那么所有这 

些点将位于直线7 =财的上方或者下方（见图 8. 4). 直线 


J 

L 

V ^ M 

v - L 


~0 

1 2 3 4 5 6 7 8 ' 


图 8. 4如果非喊序列的项有一个上界 
那么它们有极限 
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r = / m 低的这种沉线‘没打点 （ W ) 位于 it 线 . vd 之 I .. fM . fi . 只 -,[•&. 就*介 K 
岬点仪 HT ; K ! E 低的|_|:线 .r = L ~ e ^ t . 序列收敛 >■ /-. W 为 
(»}对 f _ •所竹的„倌， a ^ h - 
( b ) 绐定任何 f > o , 节少存在 一个幣数 / v , 

U.i 是非减序列这个 If 实进一步表明， 

«„ 5： > I. - e 

W 此. 所有超越第 ; v 个数 fl , 的所冇数 a „ 位.;}: /,的范 闱内. 这好足 A 是序列 I «,的极限的条件. 
有乂 非减序列的节实概述在下面的定理中.对十非增序列， 衧类似 的结果< 阽习题 107). 


定理 6( 非减序列定理 1实 数的作 减序列收敛，当 R 仅3它是上有界的.如果非滅仔列 
收敛，那么它收敛于它的上确界. 


定理6组涵丐非减序列上有界时收敛.如果序列不造| : 奵界的. 邶么它 发散到无穷大 

习 fia 1 


在七题1 ~6中， 给； li 序列 U 第 n 项的 公式. 
求 a, , a ,…和\的愤. 

2 -%'r 

一3:二 … 2 + 『 

5< 6 - a ^ 2 ~~ 

在 > Jgg 7- l 2 中，给出序列第一项或者 的两项 
以及 K 余项的递归公式. Mft ; 序列的 ffilO 项. 

7 * fl i =1 1 -^ + ( 1/2"), 

** «| =1, ^,| ;a n /(n + 】）‘ 

丨〜 =2 t =( - 1>" ( 以 2. 

10- rt , = -2 t «„ h| =na n /{n + 1). 

1L = 1, ^ = rt … +A nh 

12. a, = 2 t a 7 = - 1 T n n t2 + ]/a 4 . 

在习题] 3-22 中，求序列第 n 项的公式. 

13-序列1, - I , 1,-1, 1,…（带交错正负号 
的 1). 

14. 序列 - I, 1,-1, 1,-1, ■■■( 带交错正负号 

的 n . 

15 . 序列 ] ， — 必9,- 〗 6, 25,…（正盩数的平方， 
带交 错正负 号）. 

W. 序列 1,- 士，如 - 士，咅， 一 f 正整数平方 

的倒数，带交错正负号）. 

17. 序列 0. 3 T I 15, 24, … （正整数的平方减 1 K 

18. 序列 -3 T -2. -1, 0, l t …（从 - 3 幵姶的 
整数）. 

W . 序列 I T 5, 9, I 3 T 17, ■■.( 每隔一个奇正整数 
的正整数 h 


20- 序列2, 6. 10* 14, IB _ - (Um 个偶 ii : 整 
数的 iEffi 数）. 

21. 序列匕 D ■丨， O t 丨，…（交籽的 I fnO). 

22. 序列 f ), 1 t j . 2 ， 2 1 3 . 3 ， 4. …（每个 _ i 「整 
数逭茇）. 


/ tPJ 题23 - 84的序列 i 〜:中，哪些序列收敛. 
哪些序列发敗？求每个收敛序列的极限」 

24』 


25. 


:+ (0. 1 

-2 n 




26 ,a 

1 -3/n 

28. a , = ，±1 
n ‘ + 5 n ■* 

• w . 1 - n J 

JV' a, = ~~r^. 


32,。, 


33, a . 


34. «, 


=( 皆)0-+> 
= ( 2 -封( 3+ 士). 


35,- 

37. a , 

39, a, 
41, a 
43. a , 


: (-1)” 

2n - 1 


= V^TT- 

= 3 ,n (f + v)- 


3^ ■十 

40* a„ = /nr cos( ni 
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第 S 幸 


45. a J" (" +【）. 

Jn 


47. a„ =S l/n . 

48. a„ = {0.03) I/A . 

49 --( 1 + t) ; 

S0.' = (1-+). 

SI. a h = y]Qn. 

52. a n = v^n^ r 

—( +广 

54. o h = { n +4) l/(nTH, 

SS . a ，# 

56. o ft = In n - In (n 4 

57 - a n - -/4 ，> n. 

58. O, = . 

59* a n (提示： 

同〗 At 比较）. 

—4f- 


“A. 

t 1 \ L/ ' s "-5 

«<=(+)- 

64. tt n = ]n ( 1 + . 



67 -\ = (^广， i>a 


68_ a , = (l-+). 

69. Q =1^. 

" 2 ' - n! 

70. a, = —— . 

71* a n = tanh ru 

11 (9/10)" +(I1/12) R 


72* a, = sUth (In a )， 

n 2 - 1 

7Xa ^2n^l 31n V 

74. a* = fl ( 】 -cos 士 )i 

75. a n — tan" 1 n. 

76, tan " 1 n. 

A 


78* = ■/n + n. 

fl tt 

so. 0 „=t^. 

Si, a^-n- ^/n 2 -n. 

82 '°'"A^T-vVTTT' 

w . a ， 


S4. a n = f 士 d*. p>L 


»s. 序列的第 1 项是 *, =1 

. 每个后继项是它前面 


所有项 的和： 

= T i + + … + 、 


写出序列前面足够多的项.以便导出％对于 
n 赛2成立的一般公式. 

86. ■个冇理数的序列描述如 K : 

J_ ± 2^ 11 ^ ° + J_ A 

T + y "' T ' a'+fc ' " 

其中的分子组成个汴列，分母组成第一个序 
列，它们的比组成第气个序列 • 令、和>，分 
別是第 n 个分式的分子和分母. 

(岣证明 H -2>^= - x \ - 2y \ = +1. 并 ft 在 
吏-般的情况下，若 

a 3 - 2b~ = -] 或 + 1 

则分别有 

U + Ibf -2(a “) 1 = + I 或- 1 
(b| 分式 G=*_/y, 屮 n 增加时趋近 个 极限- 
这个极限是什么？（提 示： 利用 （a> 中的结 
果证明 r： - 2 = ± ( X/yJ 7 并且 r, 不小 
T n ,) 

S7. 牛《法序列 

/(、） 

m 'rto 

来源 T 牛顿法的递归公式 。 这个序列收敛吗 7 
如果它收敛，收敛于什么值7在 卜面每 一种情 
况下，从确定产生序列的函数/开始. 



( c } *[} - 1 , * I - X n ~ ^ 

88 - ( a 丨假定 /( 幻对于区间 [0, 1] 内的所有*是口 I 
微的，并且/(0)=0.用规则 S = n /( l / r 0 
定义序列 U 」. 证明 li ，， =广<0). 

利用 （ a ) 中的结果求下列序列 U q !的极限： 

(b) «„ = n tan " 1 丄， 

(c) a, ^rtfe^-L). 

(d) a, =n In ^ 1 +_ ^ 

89. 毕达哥拉斯三元组如果 £ 整数 〜 I c 满足 
a、a 那么 k C 称为毕达哥拉斯三元 
组+令 a 为奇正整教，并甩令 

i= [fj w 11 = Y ! 

分別是 J /2 的底整数和顶整数. 
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在七题101〜106的序列中，哪些序列收敛, 
哪些序列发敝？提出答案的理由. 

101, n,, - 1 - 102* a -n - 

n n 

103. a,= 2 --；-i 104.^=^ 


( a | 证明 (槎 示： 令 a = 2 /i + ], 并 

fl 用 ft 表示 A 和^ ) 

(b} 通过直接计算或者借助于附图，求 



… A 

90. 的《次根 

U} 证明^ ^邮广〜=丨， 因此，利用斯特林 
逼近（见第 7 章补 充和提高习® 32( a)), 
对于很大的疗值，有 

O (b) 对于， 1^40. 50, 60_…检验 （a) 中的 逼近， 

直到你的 沖算器 允许的限度. 

91. ( a ) 假设 U=(】/0 =0,其中 （: 是任意的正常 

数.证明：对于任意正常数， 

Jim l f = 0 

(b) 如果 r 是任意正常数 f 证明 |^(1/Y)=0. 
(提 示： 如果 e = 0*001 和 fr = 0. 04，/V 应 
取多么大的值，才能保证当 n>/V 时右 
I 1 /V -0 I < ff ?) 

92. 拉 链定理 证明对千序列的“拉链定理'若 

和 Ik 丨同时收敛于 L， 则序列 
… ， hb 2 ，…、 a n 人，■■ 

收敛于二 

93- 证明 lim 冗=1， 

94. i 1 HEJ|jirn^=l( T >0). 

证明定理 2. 

96. 证明定理 3. 

在4题97〜100中，确定序列是不是非减的和 
上有畀的. 


105. ^ = {{ 

106+序列的第】项是 :咖 ( I ). T 面的项 t ; 毡 
力和 r 仰 < 2) 中的较大者， t , 是巧和 cw U ) 
中的较大者（继续下去 h —般而存， 

、.■ = max lx ,, rffi ! (n + 1 ) r 
lft 7. 非 》 序列在数的序列 UJ 中，如果对于每 
个 n 有〜 那么序列称为非壩序列 T fV 
汴列 * V : 屮，如果对于每个 n 存在-个数 W 
使得那么序列称为下有 界的； 这样的 
況称为序列的下界.从定押6推断， K 有界的 
非坩序列收敛，而不是下有界的增序列 
发散. 

(续习超】 07) 在匁超108 - 112中，利用习歧 
107的结沦确定哪些序列收敛和哪些序列发散. 

1«8.„^^±1, 109. = 

" Vn 

iin 1 ~ 4 ' ... 4' *' +3- 

1 10. a „ = —— *11. n „ = ——— 

112. = 1 , o, -2a„ -3. 

113. 序列 | n /(»+ l)l 以1为上确界证明： S.M 

是…个小于1的数.則序列 ； n/( n + n 的项 
最终超过就是说，若, W < I , 则存在这样 
一 t 整数/ V ,使得只就有 n /( n + 1) > 
M . 由于 n /( n + I ) <1对于每个 n 成立，这证 
明1是丨 n/(*I + l ) 丨的上确界. 

114■上磽界的唯一性证 明：若 序列！ 有两个 

上确界* f , 和 Afj , 则 M , =. V a . 就是说，-个 
序列不能有两个不同的上确界. 

11 5 . 如果正数序列 UJ 是上有界的，那么它必定收 
敛的结论成立吗？提出答案的理由. 

116. 证 明： 如果 U ，； 是收敛序列，那么对于每个 
正数 f , 存在一个对应的整数使得对于所 
有的 m 和 n , 

m > /V 和 U > A ' I - o , I < £ 
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117. 极限的 唯一性 证明序列的极限迠唯的 t 
就足 证明： 加米 Y /: 在数 L 和卜，使扣\ 

和\ - + L ，耶么 / j _ =卜， 

118, 极限与子序列如哄-个序列的项按它们 L ： 
有的顺 JT 出现在另■个序列屮，那么称第 ■ 
个序列为第二个序列的子序列.证明：加果 
濘列 I \丨的两个子$列有+同的极限/」，卢 
耶么丨\丨发散. 

11?. 对丁序列的偶数卜虹项表示，而奇 
数卞标项 用心 .■表示. 证明： 加果化—厂和 
^ 1 1 — ^ * 那么 〜一*■/■ 

120. 证明一个序列 UJ 收敛于0, 3且仅，它的绝 
对值的序列 I u , I 丨收敛 ft ). 

n 邝4题121 ~]24中，试验用一种计算器求 /V 
的值，使得不等式对于所朽的《>"成立.假定不 
等式是出现在序列极限的形式定义中的不等式 T 
在每种情形考察的是什么序列和序列的极限是 
什么？ 

121. I ^5-1 I <]0 \ 122* 17^-11 <10' 3 , 

123. (0.9 ) n <10 \ 124.2 Vft ! <10' 7 . 

125. 由牛《法产生的序列 适用于可微函效 / U ) 的 
牛顿法，从一个初值七开始，构造 个 在有 
利情况下收敛于/的零点的数序列 UJ . 这个 
序列的递归公式为 

IM 

( Will 明，对于/(幻 = r ; - «< o >0) 递归公式 C f 
以 M 成； =(^+^,)/2. 

( blA ^。 = 1和 a =3开始， 汁算序列 的逐个 
项，直到 出现* 复-序列逼近什么数9 T 
以解释. 

126. (竑 习题 125) 重作4题 125( h ), 用1=2代替 
a =3. 

127, ¥2 的递归定义 如果从力=1开始，用规则 

』 + CDS &」 定义彳 的后继项，将产生 
快速收敛于^/2的序列」 

{ a 丨试定义这个序列. 

{ bj 利用后面的附图解释序列为什么快速收敛. 

128, 根据《华尔街日报》1992年12月15 R 在头版 
发表的一篇文章，福特汽车公司生产 n 车冲 
压件的平均劳动时间从 J 980 年估计的15小时 
下降到大约7 +小 时.日本的汽车公司仅 X 



描特公司 n 1980尔以来的提高表现力 f 
均劳动时间每年降低 6% i 如粜维持这个速 
申.那么福特公4到1992年生产汽/彳:卟旧件 
所茁的 f 均劳动时间大约为 

乂 = 7.25 ( 0,94}'' 

假定 n 本生产每辆汽 T 的冲 m 件继续用:' +小 


时，描特公司需要用多少年才能赶上 L1 本公 
用两种方法求解： 

(a) 求序列 IjJ 中小于或者等于 3.5 的作 项， 
n (t>}_^/u) =7i2M0i94)， 的闬形 • mm 
绘闬器 Tra,e 功能键求阁形同立线 v = 3. 5 
相交的位 S. 

计算机探究 

用一种 CAS (计算机代数系统）对习既129〜 

140中的汴列执行下列处理步骒： 

(a) 计算序列的前25项，然后_出7 
列显现是上有羿的还是下有羿的9 $列看 
起来是收敛还是发散？如果序列收敛.它 
的极限 A 是什么？ 

【㈨如果序列收敛，求一个这样的盩数 ,V 
使得对于有 I \ -Lt <0.01. 在序 
列中从多远起的项落人 i 的 0.0001 范 
围内 D 

129. a n =^/n. 



131. + - o_, =a m 

132. aj =1, a,*! =a, +( -2)^, 
133 - a n - sin rt. 

134. a n -n sin — T 
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135. « ri = SJn r \ 136. ti^ - 139* n m - 140. a - 

« n «! 19" 

137. « H| = (U. 9999)' 138*=123456' h . 

8.2 无穷级数 

无穷级教是数的 X 穷序列 u „ 丨的项之和 

a , + + « n + … 

丰卄的 n 标作 _f r 解这种无限和的含义，以及迂>/.计算它的方法.由于无穷级数中有无限多项 
相加.不能靠一打用加法去观察出现什么结局.我们采用■种荇代方法，限于考察序列前面^项 
和的结果.前《项和 

= fl, + a 2 + a, + + a, 

足通常的有限和，丼 n 能够用常规加法 H ■算+这种和称为第 n 部分和.当 n 坩大时，我们期切这 
个部分和按照 ff 列的项趋近极限的 M 样意义下，越来越接近一个极限值，正如8.丨节讨论的 
那样. 

例如，为丫确定像 

.1111 

1 + 2 m + … 

这样一个表达式的含义，我们从第丨顼开始求部分和，一次加一项，并且#找这些部分和如何增 
加的模式. 


部分和 __ 部分和隐 s ■的 丧达式 m 

笫 I 个 " 

笫 2个 
第：！个 


第《 1~ 


从上面的表可以看出，确实存在一种模式.部分和构成一个序列，它的第 n 项是 



这个部分和的序列收敛 f 2,因为 =0. 我们说 

1 ‘无穷级数1 + + + + +…+_ + -- ‘的和是 2.” 

这个级数中任意有限项的和是否等于29不是.我们能够实际逐项相加无穷多项吗？不能.似是 
我们仍然能够定义它们的和，即把这个和定义为部分和的序列当 n - MB 时的极限，在这个例子中 
是 2( 见图 8. 5 >. 对于序列和极限的知识使我能够破除有限和的局限. 


I 1/2 1/H 2 

围 8. 5作为长度1，1/2, 1/4，1/8,…逐一相加的和趋近2 
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定义给定数的序列形式为 

+ + <h + …+ a 

的表达忒足 个 无穷级数.数\足级数的第 ft 项.由 


定义的序列足级数的部分和的序列，数\足第 " 个部分和.如果部分和序列收敛 T 极限 
人，就说级数收敛并 R 它的和是 L ft 这种情况.也 i 己为 


如果级数的部分和的序列不收敛，就说级数发散， 


布萊斯 * 帕斯卡 
(Blaise 1623—1662 ； 


当我们开始考察一个给定级数 fl , +…+ \ + …时 . n 了 

能不知逍它收敛或者发散.无论是哪一种情况，用求和 iLiW 把 
级数：4戍 

i >„. 或！>。（已知从1到 ® 求和时的有用缩 


8.2,1 等比级数 

等比 级数珐 形式为 


的级数，其中《和固定的实数，边《#0(等比级数亦称几何级数）.也可以把这个级数： Q 成 


Y - 比「可以是 m 数，像在级数 


也可以是负数，像在级数 


如果 r = l ， 等比级数的第7!个部分和为 


并且级数发散，因为:(其符号取决于《的符号 h 如果级数发散， ㈥ 为第 
部分和在 a 50之间替.如果 lrl /1, 可以用下述方法确定级数收敛或者 发散： 


…+ or "' 1 + at ' (用 r 乘 \ ) 
:从\减乂.消去右端大多数项） 
(提取因式） 
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、=^ ^ , (如果 r 关 I , 以求解 , J 
•?V- I H < 1 , Win » li ' tr ' >0( 如 4: S. I 节 中）， il. * tl /( 1 - r ). 荇 lrl > l , 则 I 广 
fL 级数发敗. 

I n ^ r \ <!, 等比级数 


'^ I H 3= I , 级数发敗. 

我们 Li 约确定了等比级数在什么 M 况下收敛或者发敢.以及收敛到什么值 . A 卜面儿小节将会荇 
到，我们经常能够确定-个级数收敛，但是不知道它收敛到仆 么值. 等比级数之和的公式《/(1 - ，）仅 

适用于表达式狀" 1 中求和下标从 n = _开始（或者 / i _: 把绂数 "4 成时 n = 0开始}. 

例1取《 = 1/9 fl| r = l /3 的等比级数& ° 

I + 4 +告 + … = i +U 厂 =I .*0/3) = i ■ 

例 2级数 

i (―们= 1」 + 5 _ 5 + … 
tf, 4" ' 4 16 64 

是取“，5和「= -1/4 的等比级数.它收敛于 


例3作平坩的地面之上 a 米的地方降落一个涑当球每次 在下降 一段距 A 撞击地面后.反弹 
段距离味.其中『是正数，拟是「<1. 求球汴 降落和反弹过程屮上上下下经过的总距离（见图反6)_ 




a) 说明如 Mffl 等比级数球跳幼 b) 拜跳中的球的 R 光昭扣 

Gil 的总垂豇距离.码定球每次 
反弹的高度按因子/■降低 

图 8.6 例3的图形 
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例! ai . 如果 a =6 m , r =2/3, 那么这个距离为 


例4把循环小数 5. 232 323…表示成两个粮数之比. 


^(' + ^ + (忐) + …) 


= 5 + i^o(aW) = 5 + 99 = -k ■ 

可惜，像这样收敛的等比级数之和的公式是少见的，而我们时常不 得不解 决级数和的佔计问题 
:后面进一步讨论).仴是，下面的例+属于另•种情况， K 中我们能够求出级数和的准确值. 

例 S 求 "叠缩 "级数 


解我们寻求级数部分和序列中可能导出\公式的模式.关键注意部分分式分解 


S ^ - ,7^) 

取消括弓并 M 消去带相反符号的相邻项，部分和退化成 


所以，级数收敛，它的和是_ 


8.2.2 发散级数 

-个级数不收敛的一个原因可能是它的项不变小. 


发散，因为部分和增长最终超过任何预先措定的值.级数每一项大于1，所以 n 项的和大于 . 

8. 2.3 发散性第 n 项检验法 


请注意，如果级数收敛, 


必定等于零.为 r 弄清原因，令. ( 代表级数的和.而 
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对 t 例 6屮出现的一类级数，定理7导出一种发教性柃验法. 

发散性 第#* 项检验法 

荇不存在或者不等十零，则级数发敢. 


注意走理7#不表明， 

Aft . 


发散，因为可以把级数的项分成组，每一组的和等于1，所以部分和无限地增加.然而.级数的 
项构成收敛干零的序列. 8. 3节的例1说明.调和级数也具有这种特性. ■ 

B .2.4 组合级数 

只要有两个收敛级数，我们就町以通 H 对它们逐项相加、逐项相减或者对它们用常数柑乘 
来构成新的收敛级数. 


定理8若和 = B 是收敛级数，则有 


{2} 差法则 

常教倍法則 


JM n =fiJ^=kA (k 是任意数) 


证明级数的这 3 条法则从 8.1 节定理 1 中序列的类似法则推出.为了证明级数的和法 
则，令 

= a t + -*■ + a rt ， = b t + b 2 + + b n 

于是的部分和为 

S. ^ ( 0| + *3 ) + ( 4- ) +■■*+{ + 6^ } 


M 2 + …足第 U 部分和，当1作常大时，'和\，都接近十^，所以它们的及\接近 
厂今，史形式地表示成 

^ - I ^ - S = Q ( 序列的芳 法則} 

这就诎实 V 述定 J 钆 
； 定理7芯收敛.则 


8+1 " 灿 '|1 

4 i _齡 

Jn 因 .K 

^ .散&, 
因散发 g 
, S U 为 
散 、 r -5 
发 r ] - ,+ 


- I - x "' 1 - S' : LH 
fl, bl c, dl 
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= (<i, + «i + ■•- + a„ ) + (A, + 4 ； + … + h n ) = /!„ + 

由 ffl .— fl , 根据序列的和法则，我们得到 4+ fl . 差法 则的证 明是类似的. 
为 rw ; 明级数的常数倍法则.注意的部分和构成序列 

3, = ka t + ka 2 + ■■■ + ka n = a , + o ; + ■■■ + a n ) = */!„ 

根据序列的常数倍法则，它收敛于 AA 
作为定理8的系，我们有下列结果： 


i 1 } 发散级数的每个非零常数倍级数发敗. 

(21 若 E 〜收敛而发散，则 + A,) 和 Z(«, -A.HS] 时 发散. 


这两个系的证明从略. 

注意需要记住，当级数 5X 和间时发敗时，级数 2：U, 却可能收敛.例如，级数 
2> n =1+1+1 + …和2>, = ( -D + C -1) +( -1) + …同时发敗.然而 Ka.+AJ =0+0+0 + ... 
收敛于 0. 

例！>求下列级数 的和： 

U1 S = 言(丰-六卜| + 忐（差_ 


( 1 / 6 ) 


(等比级数取 a = ■〆=1/2及(1 = l,r = 1/6) 


了， 


<*>) s f = 4 i (常数 倍法则 ） 

= 4( —^ y )( 等比级数取 a = l,r = 1 / 2 ) 


8.2.5 增添项或删除项 

对级数可以增添有限数目的项或者删除有限数目的项而不会改变级数的收敛性或发散性. 


不过在收敛的情形这样做通常会改变级数的和.若收敛，则对于任何 t>l 收敛， 
B ■有 ’ ■ 


= a . + a : + …+ X a . 

反过来，若|^„对于任何々>1收敛，则收敛.因此，有 

i ^ = y + s + ik + i 4 F 

和 

8. 2.6 改变下标 

只要保持级数中项的顺序，就能改变任何级数的下标而不影响它的收敛性.为了提高下标 
起始值 h 个单 位， 在\的算式中用〃代替 n: 
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= X = « ，+ n 2 + a, + 

为广降低下标起始值 ft 个单位 Si 式屮用 n A 代替 n : 

= = a i + r< ： + … + … 

这样做就像作平移一样.在等 k 级数的^始瑚中我们见过用下标 n = o 代替下标《 = _的做法， f〖l 
是也可 以用仃 何其他起始下标值.我们通常优先选择导致简单表达式的下标. 

例 10 可以把等比级数 

理査德 • 戴徳金 言2^ = 1+ + + 1 — 

(Richard Dedekiiid , V 成 

1831—1916) " 1 七丄 

^ 2^ * h r 7 ' 

无论选择什么下标，级数的部分和保持不变. 

习 *8. 2 

在4题〗 -6 中，求级数第~部分和的公式， 

并且在级数收敛时用它求级数的和. ' 


Z - 


u 气 + W ’’ + ^—' 

2 . ™ + i ^ + i ^ + - + ^ r + "■ 

3 . 丨 - 广 ■ 士 + ‘... 

4.1 -2+4-8 + … + ( - l >" _2"-_ + ■■、 

_ 1 1 I L 

5. — + j： T + + …+ ■:- TT—. ^T - + •■■_ 

2 ■ 3 3 - 4 4,5 ( /I + 1 ) ( rt +2) 

6 . A 

1-2 2 * 3 3.4 n(n + ]} 

在^题 7 -14 中，写出级数的前面几项，展现 
级数是如何开始的.然后求级数的和. 

9 -%i- 10 -„l ( - ir ^ 

n - „ t ( r + y )' 11 |(r " r )* 

' 说早 ). ' 购 . 

在七题 15-22 中，用部分分式求级数的和+ 

1S * S (4 n - 3) (4 n + 1 )' 

W .客 (2 n -\)( 2 n + 1). 

" 40 /i 


名 n{n + 1 ” 


^ ~ 2 乂 +u). 

名 （In (+ 2) In (/i + 1)) 

22 . ^ (tan 1 ( /i ) - tan 1 ( n 4-])). 

在习题 2]~40 中，哪些级数收敛，哪些级数 
发散？提出答案的理由-如果级数收敛，求它 
的和1 

23 - %( M - 24 - 士<在)'. 


W 1 广‘务 




(2n - \) 2 (2n + 1 ) J 


cos mr. 

i 泰 

IV - 

% 

l ] n (^ r )- 









40 ■名 f 

作補*1 ~44 中， H 出等比级数的前尚儿项， 
以便求 a 和沣 R 求级数的和.然耵用*肩术不芩 
忒 IH < 】 ，則 L 求 W 不 1 M ： 成立和级数收敛的*值> 


41* 客 ( — 】)、■■ 
43 - P(sr 


•言 (- 1 ) V ' 


在4题45~50屮.求使给定等比级数收敛的 I 
值-此外+对于那些 a 值求级数的和（作 为* 的 
函数）， 




S (. 


y __5 _. in y _ 5 ___ 

h \ ^ + i ) A u + ])(« +2) 

把它成从 （a}n =-l, fb)n = 3 |ll(c)n =20 
歼始的级数. 

6i ■ 构造个巾芩项的 a ： 穷级数 ， 它的神等 r: 
(a)l, (b}-3. (clOi 

62* ( 蠄习场6〗 > 能冉构造收敛 r 任何预定数的 H 
项尤 穷级数9作出解释. 

63* 坩例子说明，即使级数和 S >, 收敛 ， JHL 
所打的等干芩，级数2； U / iO 也吋能 
发欣， 

64. 4找收敢的等比级数= it ^iB = zb^ m 
来说明口 f 能收敛 fn 是不等 T 这个 
事实. 


47. ^(-nUx + iy . 48. |^(- y )\*-3)\ 

49. 50, ^( lnx )\ 

在 4 题 51 -58 中，把每 V 数表示成两个整数 
之比. 

51. 0. 23 =0. 23 23 23 


65. 用例子说明，即使4 = Z 〜只= 丼 
M 所右的匕不等于芩，级数 ■/ 之）也4能 
收敛 于某个 不等于4/办的價. 

«,如果 5 X 收敛.井且对于所有 n . a# > U f 那么 
关于级数5：(〖/\)能够得出什么结论/捉出芥 
案的理由. 

67. 如果对发散级数添加有限多项，或者从发散绂 


52. 0. 234 =0 + 234 234 234…. 

53* 0. 7 -0.7777*-. 

54. 0. d = 0. dddd …， 其屮 d 是数字. 

55. 0.0 S ，0.06666 …. 

56. t . 414= L 414 4 I 44 H -' 

57. 1.24 123 =1.24 123 123 123，,' 

58. 3,142857 =3, 142857 142857…， 

59. 4题5中的级数，也可以写成 

叾 (n + l)( n + 2) 和石 ■ ( rt +3 >U “) 

把它写成从 N ) n = -2， （ b } n =0 和 （<0 n =5 
开始的级数. 

60. 习题6中的级数，也可以写成 


数艄除有限多项.会产生什么结果？提出答案 
的理.由. 

68. 如果级数收敛而发散.那么对 丁它 ffj 
逐顼求和的级数 I ：(七+ M 能够得出什么结 
论？提出答案的理由. 

69. 用 （ ah =2 和 （ b) a = l 3/2. 构造收敛于数5的 
等比级数 

70. 求满足 

I + 〆 + 〆 + / +…= 9 

的6值. 

71. 使尤穷级数 

i +2r + r + 2r 3 十 r 4 十 2r ? + r A + … 

收敛的 r 值是什么？当级数收敛时求它的和. 

71 证明： 用收敛的等比级数的一个部分和\代替 
级数， 产肀的误差 a - U 为 〆 /(丨 -0. 


8.3 积分检验法 


对于给定的级数，需要知道它是收敛的还是发散的.在本节和后面两节，我们讨论非负项级 
数.如果这样一种级数的部分和序列是有界的，它就是收敛级数.只要证实一个给定的级数不收 
敛，通常就没有可以用于对它求和的公式，所以要转向研究逼近级数和的方法. 

8. 3. 1非减部分和 

假定.是一个无穷级数，对于所有》，级数的项 《. S 0. 在这种情况下毎个部分和大十或 
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荇等 F 它的前-个部分和， =»„+«.： 

Jf I 矣 S ^ -^ n ^ ^ „ 4 | ^ 

由 f 部分和构成 -个惟 减序列 T 非滅序列定坪 a I rr 定理 &) 表明，丐 tl 仅3部分和序列〖:有掸 
吋级数收敛. 

| 定理6的系非负项级数收敛， 3 H . 仪却它的部分和序列是上有界的. 


例 1级数 


+ 2 - 


称 为调和 级数. 调和级数是发敗级数，但是这个结果不是由第《项检验法推出的.第 n 项 1/nlS 
近芩，但是级数依然发散.这个级数发散的原因在亍它的部分和序列没々上界.为明 n 这-点. 
m__ 卜述方法组合级数 的项： 




前两项的和是1+1/2= 1.5. 其后两项的和是1/3 + 1/4，它大于 - 1/4 + 1/4 = 1/2. 其后4项的和 
是 1/5+ 1/6+1/7+ 1/8,它大十 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 = 1/2. KS 8项的和是 1/9 + 1/10 + 1/11 + 


1/12 + 1/13 + 1/14+ 1/15 + _/16,它大于8/16 = 1/2. 其后 16项的和大于 16/32 = 1/2,等等. 一 
般以 1/2"“ 结束的 2" 项的和大于 2V2'“ =1/2. 这个部分和序列不是上有界的：如果部 
分和\大十*/2.所以调和级数发散. ■ 

8.3.2 积分检验法 

我们 ffl —个同调和级数有关的级数引人积分检验法，不过这个级数的第^项是 W 而非 I/& 
例 2级数 


^ 1,11 I 

收敛吗？ 

解 对十级数 _(l/n 2 ) ,我们把它同]^(1/^)心比 
较来确定收敛性.为 T 作比较.把级数的项想象成函数 
Ax)=l/x 2 的值，汴且将这些值解释为曲线 >• = 1/V 下面 
那驻矩形的面积. 

如图 8. 7所示， 

] 1 1 1 

=/(1) +/(2) + /(3) + … +/(«) 

</( I ) + f t j; Ac (矩形面积之和小于图形下面的面积） 

< ] + 1 ^ ^ (厂 n/m < 厂(1乂)如） 





罔8.7 /(*) = l / i ] 图形下面的 
矩 形面积之和小 丁 - m 形 
下面的面积（洌2> 
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< 】+ I = 2 ( 如作7」7 例3 (1/^) <b =() 

闪此级数 g ( IAi 2 ) 的部分和足！.冇界的（以 2 为上 界），级数收波 Li 知这个级数的和坫 
^ ; /6= 1.644 93. ■ 


定理 9( 积分检验法）令 k n i 为 IT 项序列.假定\ = 
/("), JI ； ■中/玷对 f 所奵 mv 足正 艳数） 的迮续土值减闲 

数.那么，级数和积分问时收敛或齐 H 时 
发敗. 


证明我们就々=1的情形证明定理，对于一般 A 值的 证明 
逆类似的.从假设/是减忒数开姶，对于每个这 
引苹我们4察中的矩形，它们的面积为 a ,. 

/ U ) F 面从 a = 1 到 ; c = n + l 的面枳，就是说， 


M 庄 

注意敏 ft 和积分在收 
数精 况下不必霱具有相固 
的值.如我们在倒2中# 

出峨… 


Iflj 包围的总而枳大 F 曲线 v = 


f(x)<\x ^ fj. 



ms s 根据积分检验法，级数 y 枳分 f /(. vub 同时收敛或苦丨 pi 时发散 


在图8.81>中用了左边时不是右边的矩形.加果暂时忽略第1个矩形的面枳 fl|T 矜出 
a : f a - + ^ j ^/(. r ) (tv 


如果包含％，那么有 

结合这两个小等式给出 


a, + 十 ，” + a n ^ a, + 


厂 f(x) dx ^ a, + a 】 + … + a„ ^ a, + J/( x) di 
上面的不等式对于每个 n 成立，当〃 时同样成立+ 

如果 f/b) 心是有 限的，右边的不等式说明是有限的.如果 f/U) 心是 X 限的， /r: 边 
的不等式说明是无限的.因此，绂数与枳分同时为有限的或者同时为无限的. ■ 

例3 证明： p 级数 

i. 




y 
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b 为实常数）在 P>1 时收敛，而在#在1时发散+ 

解 荇 P >〖 ，则的 IT . 值减闲数 . 由卜 

r } <k =/: n 卜 d = 人!， (^-*) 

= t - (o - i ) = —!— ri a ^ ® 时 v 【 
i -p p -1 

依据积分柃验法，级数收敛.需耍强调，^级数的和不等 k i/(p 
不知道它收敛的值， 

苦”1 ■则 I -p：>0, iM 有 

C -L ilx = --- lim (h ： p -)) = 

J 1 x p I - /I i ■' 

依据积分检验法，级数发散. 

= I . 则得到（发散的）调和级数 

. 1 1 I 

!+--+-- + ■■• + - + -■ 

我们证明 J> 绂数在 p > I时收敛，似是对于所冇其他的 P 值发散- ■ 

/ ■级 数在 p = l 时是调和级数（例 I). P 级数柃验法 IE 好证明调和级数发散.如果增加/,值， 
例如把 P 增加到1.000000001，级数就收敛！ 

调和级数的部分和趋近X穷大的过程是非常缓慢的.例如，调和级数在取 1.78 亿项之后. 
其部分和才超过 20. (另参见习题 33(b).) 

8.3.3 误差估计 

如果用积分检验法址明级数！：《,收敛，我们可能需要估计级数的总和 .S 及 K 第《部分和\ 
之差的 余数圪 的大小.就是说.我们要估计 

fi , = ■'i - 'n = «,.! + a „ + o„.j + •■- 

为广得到余数的一个下界，对矩形面积的和同曲 Sy=/U)(. T 在 n ) 下面的面积作比较（参阽 
图 8. 8a). 由此看出 

R n - a n + 0^,2 + .1 

同样，从图8, & b 求出余数的一个上界 

K = a „ +1 + a atl + a … 

这两个比较证明下述给出余数大小的上下界的结果 


积分检睑法中的余数的界 

假设的正项序列，其中/是对于所有的连续正值减函数，件 
收敛于& 那么，余数圪满足不等式 

J / <i)dx ^ ^ [ /(x)dx ( 1 ) 


如果对不等式 （1) 中的两端加进部分和得到 

\ + j /(x)dx ^ 5 ^ + I /(^)dx (2) 


+ …3 j" /( t) At 

+ …名 J /{ Jt ) djc 


为/ >0) 

- I ) + 这个级数收敛，讥炫我们 
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^ S t 


31 ,|( n T2-^74)- 32 - ,t(^TT „ + ,) 

33. ( a ) 橡 ms .7 和 〖 fU,S 中那样，绘制阁形说明 
阑和绂数的部分和满足不等式 



n ( to 虽然我们 知道脚 和级数发敢. m 是从宋没 

右表明它发散的经验数据.这 M 由于它的 
部分和增加太缓馒为了明白我 fN 所说的 
意恩，假定把 i 30 亿年前宁宙诞生之 U 作 
为起点，取 =1. 并且每秒增加-个新 
项.那么，级数至今的部分和、大约 迠多 
少（设一年为365入）。 

34. 对于级数 ( l /( rtx )> 存在使它收敛的任何 t 
值吗？提& = 答案的理由『 

35-煆设是正数项的发敝级数，那么也存在 

正数项的发散级数^6,,其中对于每个 n 有 
K - 这个结论 i 确吗？ （ b ) 是否存在个 
“最小的”正数项的发散级数？提出答案的理由. 

36. (续方超 35) 存在一个“最大的”正数顼的收敛级 
数吗？作出解释. 

37. 柯西并項检驂法柯西并項检验法指出：假 ® 
丨\丨是收敛于0的正数项非增甲列（对任何 n 


不等式 （2) 对寸佔 汁收敛级数的和的逼近误趋足很有用的.这个说趋不呵能大 
r 如式 （ 2 ) 所给的包冴 s 的 k 叫的 &度. 

例 4 利川 （2) 中的不等式和«-10佔计级数2； ( I/V ) 的和. 

m mu4i f, i~ <k 叫咛 [-1 ]: = 4 (- 1 + |)= ■ 

利 JH 这个结果 flK 2) 中的不等式 . 得到 

、 + + /o 

収 's m = I + (1/4) +(1/9) 十 （1/16) +… +(1/100)=1.549 77. i.. Si 的不等式 铪出 
1 . 640 68 .S 1 . 649 97 
加果用这个 Kllij 的中点 iS 近级数和 S. 得到 

GW 

这个逼近的误差小于包含 S 的 K 间长度的一 t.， 所以误差小于 0.005. ■ 

习 B 8.3 

在 d 题卜30的级数 rK 哪些级数收^哪呰 - 

级数发敢？提出答案的 由. （，检验答案时，记 

住对于判定级数的收敛或者发散，町能有一种以上 在~賊31和32中，什么《值（如果存在） f 史级 

方法. > 数收敛？ 
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4\ « n ^ 那么 ，I 收敛 i iL 仅 $ 

Z2 n a 3 J ^. 例 itll , E ( IA 0 发敞， t ^> jj ：2- - 
(1/2。= si 发敢.说明柯内并琐检验法为什 
么坫适用的. 

38. 利川七越37的 K 内井 项检验法.证明 

(0) % 土 发散. 

( b ) l ， ^： P > I 时收敛而在 P 霉 I 时发肢 ■ 

39. 对穀项 /» 级数 

(»} 诎明 

常数） 

丐 M 仅 $ P >1 时收敛， 

( bhh ( a > 中的结论，对干级数 

S / iTlfTrO 7 

的收敛性4得出什么推断9提出答案的理由. 

40. (续习趙 39) 利用4題邗的结果判定下面哪畔 
级数收敛，哪些级数发散.在每种情形提出答 
案的依椐. 

(a， „t « ( InV )- iiniJ ,)'-- 

⑷基 n In W S (In n ) 3 ' 

41 . 欧拉常数像 m SI 中那样的阁形启示，当 n 
增加时，和 


同积分 In n - dt 

之间的差的变化很小.为了研究这个看法，执 
行下列处理步骤： 


463 

M ) 在定理 9 的 id ； 明中取 /(*) MA ， is\.m 
In (/I + I ) ^ I + 4 ■+ ■ + ^ J5 1 + \n n 

2 n 

0 < in (n + l ) - In n 

真 I + …」- Ln n ^ I 

2 n 

闲此. 序列 

, I l , 

<*„ = l + — + -■ + - In n 

l n 

是 F 有界的和〖.有羿的. 
am : 明 

I 广 m i 

Y < J — - Hjt = In ( fi + I ) - In n 

并 R 利用这个结果址明， U ) 中的 FT 列 
1\丨是减序列1 

由干下右界的滅序列收® ( 018. I H 
is *07), U ) 中定义的数 FT 列\ 收敛： 



数 7 称为欧拉常數，它的值为 0.5772.^ 间 
其他特殊常数 （ 如 tt 和 d 对照，对丁 y 的 
表不没 有找到其他用公式表不的简苹法则 t 

42. 利用枳分检 验法证 明级数 

收敛. 

43. ( a ) 对于级数 ；：（ ]/:)，利用不等式 （2 >^ n = 

10 T 求一个包含和 S 的区间> 

( b ) 像在例4那样，利用在 （ a ) 中求出的区间的 
中点逼近级敢的和.通近的最大误狯是 
多少9 

44. 用级数5：(1/^)重作习题 43. 


8 . 4 比较检验法 

8 . 4 . 1 比较检验法 

我们已经见过如何判定等比级数、 P 级数和一些其他级数的收敛性.对于许多其他级数的收 
敛性，可以通过对它们的项同那些已知是收敛级数的项作比较来检验. 


定理 1(M 比较检验法）令为非负项的级数. 

(幻若 存在收敛级数 II , 对于某个整数~和所有 (1 >乂有< 1 ，矣 c „, 则收敛. 

( b ) 若存在非负项的发散级数 Sd „. 对于某个整数 ; v 和所有„>斤有< 1 „; 5( ；,,则发散. 

证明在 U) 中，级数的部分和是以 

Af = a, + aj + ■•■ + a v + I c. 
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为1:界 + W 此，它们构成具有极限的…减序列，从而收敛. 
在 （ b ) 中，的部分和不是上有丼的 . mh I ：火的部分和将以 

IT = rf, + < + …+ 心 + 各，„ 

为界， W 阳 K 将收敛 M 不发散 . 由此推知发散. 

人物传 id 


萨克森的阿尔伯特 
(Alherl of Saxony, 1316— ] 390 ) 


例1 

(a) 级数 


y 」— 

&, 5 n - 


发散，因为它的第 n 项 


h - 丨 I q 

^ ~ 5 

大于发散的调和级数的第 rt 项. 

(»>> 级数 ih , = ^ h + h 

收敛，因为它的所有项是正数，并且小 T •或等十级数 

1 + I ; = 1 

的对府项.等式左边的等比级数收敛.并 H 有 


+了十^十… 
t 

3 


.-( 1 / 2 ) 

3是级数 X0/^«) 的部分和的一个上界这个事实片不意味着级数收敛于 3. 在节将会 


#到，这个级数收敛十 | 
U) 级数 5^- 


+ l v;m 




收敛.为了看出这一点，我们忽略前面3项 + 并 H 把其余的项同收敛的等比级数 &U/T) 的对 
应项比较.截去前几项后序列中的项 l/(2 rt +vV) 小 f 等比级数的对应项1/2\从逐项比较看出 


■VT 4 + J 2 


所以，依据比较检验法，截去项后的级数和原来的级数收敛 T 

8. 4.2 极限比较检验法 

现在介绍一种比较柃验法，在*，为《的有理函数的级数收敛检验中特別有用. 


定理 n ( 极限比较检验法）假定对于所有的 n 身 叫 / v 是整数）有\ >0和\ >0. 

( 1 ) glirn ^= r >0, 则和 S 卜 同时收敛或者剛斤发既 

(2) 若^=0 ，收敛，则 收敛. 

(3) 若 iim ¥ = » as 、 发散，则2>,发散. 


证明我们给出对 （1) 的证明. （2) 和 （3) 的证明在习题 37(a) 和 （b) 中留作习题. 
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由于 c /2>0, 存在这样一个 整数义 使得对 f - 所有 l 冇 
n > 〜与 I ^ - C I < (极限定义，取广 = r /2 ,i = r , 并14用《„/6„代好\) 

闪此， 对子 r ^/ V ， 


T 



T 


€ 


<! 


( f ) 6 ' < ^ < ( I 1 ) 6 - 

名 _ Si >„ 收敛，则根据 fi 接比较检验法， X ( k / 2 ) A , 和5>„收敛-若发散.则根据 It 接比较 
检验法， S ( 以 2)6, 和发散， ■ 

例2下面哪些级数收敛，哪些级数 发散？ 


tbl T + T + l 


P 2 n 十 1 : 


1+2 In 21+3 In 3 1 + 4 In 4 ^ 1 + n In « 

㈦ 4 — 1 厂 + + - = S vrr . 

解 （ a ) 令〜 = (2n + l)/(n 3 +2n + 1 )■ 对于很大的 n. 我们预期同 2fj/V = 2/n 具有相似 
的特性，因为对于这样的 h 的分子和分母中的荇项占支配地位，所以我们令匕 = l / n . 由于 

发散，以及 


lim ^ = lira + ra - = 2 

一 • — n + 2 n + 1 

依据极限比较检验法第（1>部分， S« ，发散 . 自然我们也可 以取乂 =2/ n , 但是用 l/ n 更为简单. 

<b) 令〜 =1/(2"-1).对于很大的 n ， 我们预 期《1 同1/2■具有相似的特性，所以我们令 
Jp , =1/2'. 由于 

Z 士 

收敛，以及 

依据极限比较检验法第 （i >部分，收敛. 

(0 令 1 = ( 1 +ra In n )/( r ^+5). 对于很大的 n , 我们预期 a , 同 （n In n )/ n : = (In n)/fi 具有 
相似的特性，对于 ( l n rO / n 大于 l / n , 所以我们取 6, = l / a _ 由于 

P - It 

发散，以及 


■ _ a n n + n 2 ln 

lim — = lim —— ； - 

™ *■ u n ™—« n -v 5 

依据极限比较检验法第 （3) 部分，发散， 


■ 




_!_ 

■ n 4l l + 2 ^3 + ■■ + n' 

抓 S l + 2 : +3= + - + 7- 

37. 证明 ； 

(a) 极限比较检验法第 （2> 部分； 

(b) 极限比较检验法第 （3) 部分. 

38. 如果$ \是非负数项的收敛级数，对丁级数 

i (□,/«) 能够得出什么结沦 v 作出解释 t 

39. ^设对丁 是整数）有〜 >0和 6 n >CX 

如果 (aJK ) . - 而收敛，对 T 级数 
K 4够得出什么结论？提出答案的理由- 

40. 证明：若是非负项的收敛级数， W\ LK 
收敛. 

计算机*究 

41. 暂时还不知道级数 

名 Vsin 、 

收敛或者发散.用一种 CAS (计算机代数系统) 
通过执行下列处理步骤考察级数的 特性： 

定义部分和序列 ^ 

Si S n J sin 3 n 



>( P >1 的 P 级数）收敛，依据极限比较检验法第 （2) 部分，5；^收敛. 


由 n = s w 
习题 8. 4 

在 d 题1 -36 中 T 
敝？提出答案的理 由1 

1 - r 

s .l 占 I . 

7 - |(57 h )'- 
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例3级数收敛吗？ 

解由 f 对于 H： 何 iF_ 常数 r, bn 增 K 比^更慢 （阽 8.〗竹习越 91), 我们预期对 r 允分大的 

n M 

In n y 1 

7 3 P 

实际 t, 取 \ = (ln a)/， 和 \ = 有 

li^i Y = Jim ^TT ~ 乂乂 : ( 洛必达法则） 



l ln!(I l IL 4 r ln l - ^ 1- ^ l r 5 in l n( 7 
9 - n - 13 - ls - l7 - w - 21 - 23 - 2s - 27 - 28 - 
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气你试的极限时*出现什 
么悄况 ？ cas m r 这种极限能押 ffl 到*瓦？ 
形式的答案？ 

( b )| fH | 出部分柙序列的而100个点 （ A , .、）■ 这邱 
AJtiftf W 现收® v ■估 i Hi ： 列的极限 M 什么？ 
( C ) 然 P _,屮,部分和中列的而200个点 u ,.、 ）. 

jii 你 n d 的表述方式讨沦 / r 列的特性. 

(…邡分和序列 Stfrti 400 个点 （*, J ,). 

8.5 比率检验法与根检验法 


1 A =355时 将会； fi 现什么情况’？ i ) •算教 
MS / H 3. 解释从 H _ 算器 h ft i =乃5时出 
现的情况.猜 ») 这种情况存 t 取什么值时 
4能敢现？ 

X 于这个级数 . 从 aihH A. I'K-kowr 
■>/ 的 Waa-., for ,lw Mindi { ^ 力的迷津 > > 

1 i (乎 4 T ! ii 版公 tf ], 纽约， 1 W 2)^ 以找 
到有®的讨 ife . 


,/"„度撤级数增加（或者下降）的速率.对于等比 


8- 5. 1比車检验法 

比+检验法（也称检比法）通过检査比申 


级数 5>r*|_n/ 宫，这个速书为常数（（《，* J/hr") =r), 并且级数当且 仅与它 的比率的绝对值小 
十I时收敛.比韦检验法是扩充这个结果的强有力的准则. 


定理12 丨 比幸检验法） 


令叉心是正数项的级数.并 R 假定 

j， m ^ + _| _ 


那么 <a) 若 p<l , 则级数收敛 ； 或再 p 足无穷大，则级数 发散； {€)£ ^ = 1. 则检 
验没有结果. 


证明 

(*) P <» - 令「是在 p 和丨之间 的数. 于是，数 e = 是 正数. 由于 

a n .t 

— — P 

°, 

当 U 充分大时，例如对于所有\ +1 /\必定位于0的 £ 范 围内. 特别是.当; 

— < p + e = r 

a , 

就是说 


IV时， 


a v ,. < 

«. V .2 < r «>,i < r： Oy 


tt> +m < ™.vw] < 广 a 、 

这些不等式表明，级数在第 《 项以后的项，比具有比率 r<l 的等比级数的项更快地趋近零.更 
确 切地说 * 考虑级数 Hi* 其中当 ft = 1，2， ■■. t /V 时 并 Sc V4| =rn v . ， ■ ■. 

….现在对于所有 n 有\矣匕，并旦 

名 c n =〜+ a 2 + …+ ( 3 、 ■ + a v + ra s + + … 

=a. + fl 2 + …+ a 、.， 十 a Y ( 1 + r + r 3 + …} 

山于丨 H < 1 * 等比级数 I +r+ +…收敛 T 所以收敛.由于 a,^r if 级数IX也收敛. 

(b) l<p^«. 从某个下标胂起， 
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'V 


Jl II . 


级数的项丐《变为无穷大时不趋近零+依据第 n 项检验法，级数发敗. 
( c ) p =L 从级数 

i i- fn i 4 

n . ■ m M n 

ft , 屮,. '-1 p = l 时必须爪其他检脸法检验级数的收敛件. 

x-t t-i -： — = + n = ^*---1 






/ I :两种情况» = 1,但是第 个 级数发散而第一个级数收敛. ■ 

当级数的项包含涉及 n 的表达式的阶乘或者涉及 n 的 n 乘的表达式时，比肀检验法通常足穷 

效的. 

例1考察下列级数的收 敛性： 


( a ) 


t 2 ~ v - 


v ( 2n) ! 

(b) S ，!«!; 


(2n) 


( aM . t 十级数 X (2- +5)/3", 

(2"* 1 + 5)/3"*' 1 2" 11 +5 I /2+5-2-"\ 1 2 2 

l = ( 2 - + 5 )/r 3 r V; = 3 - ■ (i T ' T = T 

这个级数收敛， W 为 p = 2/3 小于 1. 这片不意味着 2/3 是级数的和.事实上 

1 2 1^ = |(ir + 1 r = r ^ y + nriTJ ) =y 

(b >^= 普』 

_ (2 n +2) ! 

_ in + 1) !(« + ”.! 

= n\nH2n 十 2)(2n + l)(2n) ! 一 (2rt + 2)(2n + 1 ) = 4 n + 2 4 
(n + l") !{n + 1 ) !(2n)1 " Tn +TJU + 1) ' rt + 1 ^ 

这个级数发敢， W 为 p =4 大于 1. 

( c )^«, =4 V 1 n ! /(2 n )!, 则 

丄 - 4 n,l (» + 1) !(n + 1) ! . (2n) ! = 4U + I ) (n + 1) = 2(n + 1 )— 】 

a n (2n + 2) (2n + 1 ) (2n) ! 4"n!n! (2n + 2 ) (2n + 1 ) 2n + 1 

由于\.,/\的极限是 p = l , 我们不能从比率检验法判定级数是否收敛.如果注意= 
(2„+2)/(2« + 1),可以得出总是大 于〜的 结论， W 为 （ 2 n+ 2)/(2n + l) 总是大于1.因 
此.所有项大于或者等于士 =2,而第 n 项当~时不趋近零.这个级数发散. ■ 

8.5.2 根检验法 

至今 我们对于级数提出的收敛检验法.在级数项\的公式相对简单的悄况下是非常适 
用的.但是，对于判定项\比较复杂的某些级数的收敛性末必有效.考察下面的级数. 


( n /2\ n 为奇数 
11/2". n 为偶数 


例2令 
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级数收敛吗？ 

解 我们 V 出级数的前 fil 儿项： 

v 113 15 17 113 15 17 

心、= 2 , + 2: + 2 , + 2 , + F f 歹 + …=了 + T j + 冗 + 云 + g + 函 + … 

W . 然，这不 M 等比级数.第»时趋近芩，所以我们不知道级数是否发敗.积分检验法 
肴起米无能为力.比枣检验法产生 


r ^, 奇数 
^ = 2n 

〜 l ^. «为偶数 

当 n — »时.比率交哲变成很小的值和很大的值而无极限. 

«丁以 iHl 答这个级数收敛性 M 题的检验法是根检验法. ■ 

定理 13( 根检 验法） 令 2 X 是在 mV 时项 a „ 30的级数，并旦假定 

lim ./«7 -p 

那么 （ a ) 级数在 P < l 时 收敛； （ b 丨级数在 p > l 或 P 是 X 穷大时 发散； （ c ) 检验法在 P 时没 
有结果. 

证明 

( a ) P <1选取^>0为这样一个小的数， 使得 P + 长<1+ 由于项；最终 会比衣 
更接近 p 换句话说，存在这样一个下标財 IV ，使得当时 

v ^7 < P + e 

f 是，对十也有 

»„ < (p + W 

现在 ，级数 

名+ r) n 

是比率为 (p + d <1的等比级数，因而收敛.依据比较检验法，级数收敛，由此推出级数 

写 1 = a[ + …+ a M _, + 

收敛+ 

( b ) l <^^ oa . 对亍所有超过某个整数胂的下标有 A >1， 所以，对于0」\有\> 〖.级 
数的项不收敛于零.依据第 n 项检验法，级数发散. 

{ c)p -1, 级数 $(1 A 0 和 gd / V ) 显示，当 p = l 时根检验法没有结果.这时第一个级 

数发散而第二个级数收敛，但是在两种情况下都有 A —1. ■ 

例3下面哪些级数收敛，哪些级数发散？ 

(a) i ^ ( b )lf 
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( b ) X ~发教，因为， 


例 4 (1 复例 2) 令 


级数收敛吗？ 

解我们应用根检验法.求出 




由干斤 —1( 见丨1节定理5>，根据夹层定理 =1/2. 这个极限小于1，所以依据根检验 
法，级数收敛. " <W ■ 

习麵 8.5 

在习题】 -26 中■嗛些级数收敛，嗎些级数发 - (n+3 )i ^ n r(n + l )! 

散？提出答案的理由.（在检査答案时，记住判定 + A 3!«!3- ^ ^ M 3^! 

级数收敛或者发散的方法可能不止一种 .） -^ _ nj _ „ ^ a ! 

i-if 心' 如而 

~ 1 *3 V n 24 V n 

3. y n . e - 4 ， i ^. -各 

^ •- 10 ' 25. Y n! in " 26. y 3 -'- 

十， 2/ A nCn + 2)! 士"】 2 " 

5 ' ,41^' - 在习题 27 ~ 38 中，由项的公式定义的级数 

7. 8 . 言 (-2 ) n «些收敛肩些发 K ? 提出答案的理由- 

_ __ - 1 + sin n 

9.訃-舍)' :二…二 ■. 

-, • ” 2»-«1 = 1 ' a ^\ = -:- 

it . y lz . y i]rL ^-. 

r " t n 

i 3 4(+- i )' 14 M . a , =3, a „, =^„.. 

--In n. v 1 ^ In ^ n 

iS A ^ T ' 16 ■名 i . 31 - … =1= I «•. 

17. S (B + 1 ^ +2) . I*- ±^U). 32. ai = 5 ,^=f a „ 
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33. o , 

34. a , = 




T - ^ T "；" io " 

3S - «i = 如 a ^ t = V a ,■ 

36. «, = y , rt„. L = («„ r . ■‘ 

374 〜 


(2n) \ 


38、 


J 3 «)j 


n\{n + D!(ff +2) !' 

在习题 39~44 中，哪些级数收敛，哪衅级数 
发敝/提出答案的埋由. 


(2 n -\) 


tr \ [2*4.(2 n)](r 

«- 尤沦是比率检检法还是根检验法都尤助丁检检 
P 级败+试对级数 

应 m 这两种方法，并 U 说明 m 它们检耠不能提 
供关于级败收敛性的信息. 

4< L 说明尤论用比率检®法还 M 根检賒法都不能提 
供关于级数 

%(^hy ( W 常数） 

收敛性的信息. 

47.今 

o n 是素数 

^ ll /2\ n 是作家数 
级数收敛吗？提出答案的理由. 


8.6 交错级数，绝对收敢与条件收敛 

交错级 数是交替出现正项和负项的级数.下面是3个交错级数的例子： 



i-2+3-4+5-6 + "* + (- l ) n 〜 + --- (3) 

级数（丨〉称为交锖调和级数，我们很快会看到它收敛，级数是比 r = -1/2 的等比级数, 
收敛于-2/[1 +(1/2>] = -4/3. 级数 （3) 发散，因为第《项不趋近 
我们应用交错级数检验法证明交错调和级数的收敛性. 


定理14 ( 交错级数检验法（茱布尼茨定理）丨级数 

L t - 1 广\ = u i - + 〜_〜 + ■■■ 

收敛，只要下述三个条件全部满足： 
id 所有项、都是 正数； 

存在某个 整数义 对干所有有 Urt > u „ |; ' 

(3) U ，0. 

证明 若 n 是偶数, 例如 n =2 m , 则级数的前 n 项和为 

^ = («| - u 2 ) + ( U 3 - U A ) + …+ ( u ^., ^ u ^) 

= 〜 -(u 2 - Uj) - (u 4 - u,) -…- (u^_ : - U^.,) - 

第一个等式说明、是 m 个非负项之和 T 因为带括号的每个项是圧数或零.因此、而序 


47 } 


-#7 

，石 ■名 

40 . 42 . 

_ 

2 "! 

{ « 

- 

-y^ -sw -VA 

39 - 41 - 43 - 
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列非减 序列. 第二个等式说明\在七.的十丨、丨足非减的和 i . 有界的，闪此它作作极 
限， 比方说 


lim s lm : L (4 ) 

苦 rt 是奇数 t 例如 ft =2/ n + l t 则级数的前 n 项和为 s 2 ， + l =.、+ 由于 L ~*0, 

limu ；mtl =0 

并且 4 m -， oo 时. 


、._=、++ 0 - L 

结合等式 (4) 和 （5) 的结果，给出|4弋=1(见8」丨 H 9)- 
例1交错调和级数 



C 5) 

■ 


满 M 迠埋14取 /V = [时的所有二 个必需 条件，它因此收敛. 


■ 


级数部分和的图形解释（见围&.9) M 乐交错级数 
在定理14取的-:个条件满足时如何收敛子它的 
极限 A . 从; t 轴上的原点幵始，我们_出正距离\ = 
为了求 对应于的点，后退一段等于1 
的距离.由于不会退回到比原点更远的位置. 
继续用这种拉锯式方法，按级数中符兮的要求前进或 
者后退.何是对于每一步前进或者后退的距离 
比前一步短 （至 多相同 h 因为 \ tl 在然而，由于 
第^项当 rt 增加时趋近零，前进或者后退的步 K 越来越 
小.我们是在越过极限 A 的两边摆动，而摆动的幅度趋 


9 满足定理14对于 A = 1的：个 
假设的交错级数，其部分和从 
头起交替跨越扳限 


近零. 极限 A 位于任何两次相继的部分和 . ％和之间，所以同、之差的值小于 
因为对于 n >/ V ， 


J 乙-夂 l < U 

我们对收敛的交错级数的和可以作出有用的估计， 


定理15 ( 交错级数怙计定理）如果交错级数 

言 0 1 )' 

满足定理14中的三个条件，那么对于 

^ + ■■ + ( - ] 广、 

逼近级数的和 A , 其误差的绝对值小十^ + ^即第一个未使用项的绝对值- ifn 且，余式 
的符号与第一个来用项的符号相同. 


对于余式符号的证明在习题53留作练习. 

例2对级数 

+ , , r 1 】1 1 1 1 1 ^ 1 1.1 

^ 卜 1 ) r = 1 ■ T + T ~ T + 16 ■ 32 4 M ■ 128 1 + 沅 _ … 

试用定理15作估计（级数的和是已知的）.定理表明，如果在8项之后截断级数，那么舍弃部分 
的总和为正并且小于 1/256. 前8项的和是 0.664 062 5. 级数的和为 
I 一 丄一丄 
1 - ( - 1/2) ~ 3?2 ~ Y 
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差（2/3> -0. 664 062 5 =0.002 604 1666…为正数并 U 小于 （1/256) =0.00390625. ■ 

8.6.1 绝对收败与条件收敛 

I _ 定-义 如 果级数 对应项绝对值的级数 X 丨\ I 收敛，就说 5 X 绝对收败(是绝对收«的>+ 1 

例2中的等比级数绝对收敛， ㈥ 为对应项绝对值的级数 
,111 
1 W _ 8 + ... 

收敛.交错调和级数不是绝对收敛的.它对 ft : 项绝对值的级数是（发敗的）调和级数. 

| 定义收敛而不绝对收敛的级数称为条件收鷇. 


交错调和级数是条件收敛级数. 

绝对收敛由于两个原因而很重要.第一，我们已经有丫对于正项级数收敛的有效检 验法； 第 
二，如果级数绝对收敛，那么如下面定理要证明的那样，它也收敛. 


定理16 (绝对收敛检 醱法） 若 g U , I 收敛.则收敛. 


证明对于每个 L 

-I a, 1^ ^1 aj , 所以 Q ^ + I (ij ^ 2 laj 

® S k I 收敛，则 U ft I 收敛，而根据直接比较检验法，非负项绂数 + | a j ) 收敛.等式 
\ + laj ) - 使我们把表示成两个收敛级数 之差： 

Z a - = X (a, + I a, l-l aj) = ^ (a n + I flJ) - 5) I a„ I 

因此，级数 f 〜收敛. ■ 

注意^们可以把定理16重新表 达为： 每个绝对收敛级数收敛.但是逆定理不成立：许多 
收敛级数并不绝对收敛（如例1中的交错调和级数）. 

例3 

( a ! 对亍级数 

i(-” 卞 1 -+4 士 … 

对应的绝对值的级数是收敛级数 

^7 = l + T + 9 + l 6 + - 


原来的级数收敛，因为它绝对收敛. 
< b ) 对于级数 

七 sin n 

焱7 


对应的绝对值的级数是 
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通过它 M 级数 g (1/^) 的比较知其收敛，因为时于毎其 I ，原来的级数绝对收 
敛.因此它收 si . ■ 

例4如果 p 是正常数，序列丨1//丨是极限为零的减序列.因此，交错/>级数 



收敛. 

如果/，>1，级数绝对收敛.例如，取 p = 3/2. 得到绝对收敛级数 

1 - 2 k + 尜 - 忐 + 

如果0<;<1,级数条件收敛.例如，取 P = ]/2, 得到条件收敛级数 

I -—+--- 1 + ■•■ 匿 

及万/4 " 

8.6.2 级数重排 

对于有限和的项我们总是可以重排的.对于绝对收敛的无穷级数同样可以重排（证明概要参 
SL 习题 60). 


定理17 (绝对收败级数的重排定理 | 如果级数绝对收敛，并且…人，…是序 
列丨《„1的任意重排，那么绝对收敛，并且 


如果我们重排一个条件收敛级数的项，那么得到不同的结果.事实上，可以 证明： 对于任何 
实数「，可以对给定的条件收敛级数重排，使得它的和等于〃（我们略去对这个事实的证明 .） 因 
此，我们必须始终按给定的顺序对条件收敛级数的项求和. 

至此，我们建立了几种对级数收敛性和发散件的检验法，小结 如下： 


(1) 第 n 项检验法：除非0,否则级数发散. 

(2) 等 fcfe 级数： 若 IH <1,则级数收敛：否则级数发散. 

(3) p 级数： 若则级数 收敛； 否则级数发散. 

(4) 非负项的 级数： 试用积分检验法、比芊检验法或者根检验法.另外试用比较检验法 
M —个匕知级数比较. 

(5) 具有某些负值项的级数：检验 ZU n l 是否收敛.它若收敛，则1：\也收敛，因为绝 
对收敛蕴涵收敛. 

(6) 交锚 级数： 若满足交错级数检验法的三个条件，則级数收敛+ 


习題 8. 6 

在>」题1~)(1的交错级数中，哪埤 收敛， 哪些 
发散？提出答案的理由. 



2 4 ( -】广 , 


s -1(- 1 广 1 2 3 4 5 6 土. 


- v , , ,..1 10^ 

4 * 2- (- 1 ) io * 

6 - g ( - I 广! 




估计计算 



作为交错调和级数之和的通近.这个级数和的 
准确 值是比 2 =a 6931…. 

53. 满足定理14的条件的交错级 数的余 式符号 证 

明定理15中的 论断： 只要交错级数满足定理 
】4 中的条件，当用一个郎分和退近它时，余式 
(来用项之和）与第一个未用项有相同的符号. 
(提示：对剩余的项按接连的成对项分组 .） 

54. 证明级数 
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.一 

to . y ( - 1 )^' 

s/n + I 

在七题 II - 44的级数十，哪些绝对收敛，哪些 
收敛.哪些发敗?掸出答案的理由， 


在3鼷45 - 48 中，用级数前4项的和作为粮个 
级数和的近似值，怙 if 误差的大小. 


(在 8.7 竹将看到，和为 In 1,01.) 

48. p 1 - ( = ^{- DV , 0 < : < L 
D 在4歧49和50中，求级数和的 ifi 近，要求误 


49 . (2^)7 - (在&9节将： 

数和等于丨，即1弧度的余弦值， 
so. i^(- 这个级 & 


在&9节将肴到，这个级 


和等于 
SI. (a) 级数 


不满足定理14的条件之一.请 r«] 不满足哪一 
个条件？ 

(10 求 （a) 中级数的和. 

H52* 满足定玮14的条件的交错级数的极限 L itr ii : 
何两个相邻部分和之间.这暗示用平均值 
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1 ■ 2 + 2 • 3 + 3 ' 4 + 4"- 5 + 「6 + … 

前^项的和相等.这两个级数是倂收敛？第 
个级数前2〃 +1项的和是什么V如果两个级数 
收敛， 它们的和 M 什么？ 

5 5 . iit 明： ☆言 发散.则言丨《」发教. 

56. 阳明：荇;绝对收敛，则 

i\i 

57. 沾明：荇级数^ 

N 时绝对收敛， i 下列级 is [绝对 收敛： 

(a) gu» (b} X( djl -bj, 

为任意数）. 

58* 用例子说明，即使和同时收敛， 
也町能发散 ■ 

059. ^交错调和级数中，假定 F1 标是对级数的项重 
排，获得一个收敛于 - 1/2的新级数了新的排列 
从第一个负数项幵始，那就是 -1/2. R 要得到 
一个部分和小于或者等于-1/厶就按顺序加人 
£数项,直到新的部分和大于 -1/2. 然后按顺序 
加人负数项 t 直到郎分和再次小于或者等于 


- i / im 续这个 ij 样， r [ 到所取部分和岛 ru 
如价成 a 至低 rn 如仇至少3次为 ih 」 加汜 ' m 
甩排 / r : 的新级数的的 n 项之和出各> 
说明部分和是如何变化的 T 

60. 绝对收敛级数重排定瑾（定瑾 17) 证明概栗 

(«) 令 f 足正丈数.广，^ ^ ft ,. 
ilK 明，对 f 甙个下“ '和 M 个卜“ 

客 I \ I < f 及 \ x ^ 2 - U < -^~ 

Jh 尸所打項 a ,. 〜 .■ -. 出现作序列 
IK 屮的菜咚位置，疗4:」个卜奸 V 占 

■■ v t ,使 m '” wv } 时，(心}-…至名 

M m 赛 A , 的 t 颂之和.闵此.如汜 
门3』\ ,那么 

' X ^ | ^ : 言、 _ ' | +| .S _ 

S I <1, I + I .((, - !.\ < H 

( b ) 迮 （ a ) 中的沦据表明.如果绝对收效. 

SE 么■收 敛并 .气客〜= ，-现 M 
Ufl.rtT X 1 ", 1 HSt@；.WW X 1 I ftS(PI 
Z ' " J - 


8.7 幂级数 

现在我们能够检验无穷级数的收敛性，研究看起来像"无穷多项式”的和.这种和称为幕级 
数，因为它们被定义为某个变量的幂的无穷级数， 在我们 的情形以*为变 M . 同多项式一样.对 
幂级数可以进行加、减、乘运算以及求微分和积分，产生新的幕级数. 

8. 7.1 幂级数与收敢性 

我们从下面的形式定义开始. 


定义关于 z 的幂 级数是形式为 

= +■ - 
的级数.关于: ^ = *1 的幂级数是形式为 

^ c n ( jc - a) n - c 0 + r , (i - a ) + r > ( v - « 


- < J ) 


⑴ 


的级数，其中中心《和系数 


•是常数. 





ms . n / U ) =2 A 及其前 3 个多项 
式逼近的阁形（例 2) 




^ s it 


例 3 K 列幕 级数对十什么 rt 值收敛? 

2 ' 3 


(a， … 5 (%<-C 


{ c ) ? f / l \ = 1 + ， + | [ + ^ + ^， ( H ) 基〜 

解对级数 Z I 应川比枣检验法， K 中述级数的第 n 项. 
( a ) I "” 1 |= ~ \ x \ ► I^L 


2!/ + Mx x 


级数对十 Id <1 绝对 收敛. Tr \ x \ >1, 则级数发敗.闪为第《项不收敛于芩 i 作 
得到交错调和级数 


这个级数收敛 . 在: 


2 3 4 

这是调和级数的负值项级数，它发散.级数 U ) X 彳于 -I <^1 收敛，而对于其余 x 值发敗< 


级数对于/<1绝对收敛.它对于，>1发散，因为第 〃项不 收敛于零，在 i = l .级数变成 
卜丄+丄-丄+ 

根据交错级数定理它收敛.级数在 r =- l 也收敛，因为它冉度成为满足收敛性条件的交错 级数， 级数 
* X =-】 的值是它在的值的负数.级数 ㈤ 对亍收敛，而对子其余 r 值发敢. 


(C) 对于每个: c 值卜土 1 | = | ( 
级数对于所有 * 值绝对收敛. 


n \ _ \ ： 


( d ) | 1=|^ - | = (" 1 ) u - 。D . 除 J _- T =0- 

级数对士除去:* =0之外的所有: t 值发散- 

* ” ■ 

上面的例子说明幂级数可能怎样收敛.下面的结果显示，如果幂级数在一个以上的值收敛. 
那么它在这些值的一个完整区间上收敛. 


定理18 (幂级数收®定理} 若幂级数 - a „ + +a 〆 +… 对十; cv 峙 0 收敛. 

则它对于所有 UI <卜1的*值收敛-若幂级数对于发散，则它对于所有 Ul 丨的1 

值发散. 
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证明假定收致.那么 | i ，/=0. 闪此， 存在这 样-个笛数/ V ,使得对于所 
h ' I a n r " [ <1, 就是说.对于 ns / v 々- 

lnJ< ^7 (5) 

现在取满足 U I < Itl 的仵意 i 值，并 fi 考虑级数 

I [ +1 nj I + " +1 a v ， - 1 ' ' I +1 a.'x ’、I +1 w.、* l J + … 

在 I 前面仅有有限多项.而它们的和是有限的.由于不等式 （5), 从丨《、.*、_ I 开始的项和随 
后的项的和小 -r 


但是级数 (6) 是比 f = It /, ‘丨 的等比 级数.由于 l；cl < Id , 它的和小于 I . w 此级数 （6) 收敛. 
所以原来级数绝对收敛.这就证明定理前半部分. 

定理后半部分由前半部分推出.如果级数在 * = d 发敗而在满足 U n I > I I 的值收敛.耶 
么我们可以在定理前半部分取 r = %,并由此得出级数在 *=< f 绝对收敛的结论.佴是级数不能同时 
在一处绝对收敛和发散. 丙此， 如果级数 ftrf 发散，那么它对于满足 1*1 > 1(/1 的所有 * 发散. ■ 

为了简化记号，定理 18 处理形式为的级数的收敛性问题.对于形式为 
的级数，可以用 * ’代换 *- a 而把定理的结果坨用干级 
8.7.2 幕级数的收敛半径 

从刚才证明的定理和讨沦过的例子中，我们导出这样的 结论： 幂级数 - a y 的收敛 
特性表现为三种可能的方式 之一： 它可能仅在 : t = « 收敛，或者处处收敛，也可能在以* = a 为中 
心半径为 ft 的某个区间上收敛.我们把这个结论作为定理18的系予以证明. 

定理18的系级数 If . U -«) •的收效性用下述三种可能性之一描述： 

I U ) 存在这样一个正数级数对于满足 u- a l 的： t 值发散，但是对于满足丨*- 0 丨< 

«的*值收敛.级数在两个端点*=^-«和 i = 的任何一个可能收敛，也可能不收敛. 

( 2 >级数对于每个*绝对收敛<尺=»). 

_ (3>级数在 a =« 收敛而在; t 的其他值发散 （ ff =0). 

证明酋先假定《=0,所以幂级数的中心在 0. 如果级数处处收敛，那么我们处于第 （2) 种 
情形.如果级数仅在收敛，我们则处于第 （3) 种情形.否则.存在这样一个非零数使得 
Zc ,( T 发散. 使级数 Zcp " 收敛的*值的集合 S 是非空集合，因为它包含 0. Ra . f 还包含一个正 
数 P . 根据定理18,级数对于所有满足 1*1 >14丨的*值发教，所以对于所有 zeS 有丨 ; cl s . 
而 S 是有界集合-由实数的完备性性质 〈参 见附录 A . 7)，一个非空有界集合有一个上确界 fl . 
(上确界 K 是元素 * eS 中满足; t = s / f 的最小数 •） 如果 1*1 那么*^所以级数 Su ' 发 

散.如果 Id < fi , 那么 UI 不是 S 的一个上界（因为它小于上确界），所以存在一个数 AeS , 满 
足 6> l * l . 由于 6 eS , 级数收敛，因此，由定理18级数！>, I 1：丨’收敛.这就证明以 
a = 0 为中心的幂级数的这个系. 

对于中心在 a _0的幂级数，设/ = (*-«), 并且重 复对; r ' 的论证.由于当 *=« 时/=0, 
级数以*’ = 0 为中心的收敛区间的半径 /?', 同级数 iqu - or 以 I = a 为中心的收敛 
K 间的半径 ff 相等-这就证实这个系对于一般情形是正确的. ■ 
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称为*级数的收敛半径， rfif 中心在 和半 柃为的 KlViJ 称为收败 区间. 收敛以问可以足 Jf K 
间、闭 X 间或者半开 R 间，随特定的级数而定. x - a \ </f 的点: t , 级数绝对收敛.如果级数对 
F 所冇:^值收敛，就说它的收敛 f : 抒为无穷大.如果绂数仅仵:收敛，就说它的收敛半妤为零. 


如何检賒幂级数的收败性 

(1) 用比车检验法（或者 n 次根检验法）求级教绝对收敛的区^通常，这是一个汗[ X :间 
I * - « I < >?或 a - R < x < a+R 

(2 丨如果級教绝对收敛的区间是有限的，在每个鴆点埝验收故性或者发散性.像在例3的 
( a ) 和 （ b ) 耶样.用比较检验法、积分检验法或者交错级数检验法作检验， 

(3) 如果级数绝对收敛的区间是 《 -fi 级教对于 k-dl > 尺的: r 值犮散（它兵 

至不是条件收敛），因为对于那些: t ： 值第 n 项不趋近枣. 


8. 7.3 逐项微分 

高等微积分有一个定理.讲述幂级数在其收敛区间的每个内点可以逐项求微分. 


定理 19 ( 遲项微分定理丨如果级数 5> ，（工 -^ 对于某个及 >0 的开区间《 -/?<^< 。 + 开 | 

收敛，它定义一个函数/ 如下： 

f ( x ) = - d) n T a - R < x < ti + H 

这样一个函数在收敛区间的内部存在各阶导数 + h 】 以从原来绂数逐项求导数获得这些导数： | 

f r ( x ) = ^ nc n {x - a) n [ 

f u (x) = ^ a(n - 1 )c„(^ - ay 1 

等等.每个这样的导数在原来级数的收敛区间的每个内点收敛. 


例4设 

/(x) = ^— = 1 ^ x + r 3 + x 1 + r 4 + -*r x n + ^ x a , - 1 < t < 1 

求， U ) 和尸 U ) 的级数， 

解 

f*{x) = --- j = 1 + 2 jc + 3a: 1 + 4文' + **. + nx nl + 

(1 - x ) 

-^ nx n ~ } , - 1 < 丨 < 1 

f{x) - — ^~~^ =2 + 6 x ^ \ 2 x 2 + +. m(n - 1 )广、… 

- s) 

=^ n ( n - I ) x n ~ 2 , - \ < Jt < \ 

注意逐项微分可能 不&合 于其他类型的级数.例如，角级数 
y sin (n]x) 

7^\ n~ 

对于所有 r 值收敛.但是如果逐项求微分，得到的级数 
十 n [ cos (n[jc) 
rt\ n 2 
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对于所有 I 值发散.这 不是一 个幕级数，因为它不是*的正楢数幕的和. 

8.7.4 逐项积分 

在幂级数的幣个收敛 K 间内也可以逐项求 积分. 这个结果在高等微枳分教程中证明. 


定理 20( 理项积分定理1 假定 

fix ) = 

a - R < x < a + R(R >0) I |5 么 


对十 a - R - 


. K 收敛，并且对于 《-/?<；>： 

Jam = ^ 


^有 
~aY 


l _ _ 


例 S 识别函数 

/“） …^ 入 
解对原来级数逐项求微分，得到 

/'(*) = 1 - xW 6 
这是首项为 I 和比等于的等比级数，所以 
fix ) = 1 

现在可以对 /’（*) = i /( i 十 /) 积分，得到 


- X 2 ) 


/忐 


/(*) 的级数当*=0时为零，所以 c = o . 因此 

/(*) = + = tan ' i , - 1 < I < 1 (7) 

可以证明级数在*= ±1也收敛于但是我们略去证明. ■ 

请注意，例 5 中原级数在原收敛区间的两个端点收敛，但是定理20只能保证做分后的级数 
在收敛区间内收敛. 

例 6级数 


fH : 


(定理 20) 


在开区间 -1 < f < l 上收敛.因此， 

In(1+ " ) = { rT 7 dr = f -y + y 

/ 欠 3 / 1 , 

= *- y+ y- -^- + —, - 1 < * < 1 

还可以证明，这个级数在 * = 1 收敛于数 hi 2,但是那不是由定理保证的. ■ 

3- 7.5 幕级数的乘法 

另外一个定理讲述绝对收敛的幕级数可以用乘多项式的方法相乘.我们也咯去这个定理的 
证明. 
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定理21 (幕级数的乘法定理）若级数 

Mx ) = X 和 B ( x ) = £ by 

对千丨*1 </ f 绝对收敛， H . 

+«:)•—■ +(1 A — 2 + …-^ 


则级数 


对于 I : 


:绝对收敛于 

( i ^)-( py )- i ^ 


求两个已知幂级数乘枳的一般项系数 &可能 是冗长而乏味的.实际上.我们通常只求前面 
少数几项的系数，例如，从例丨和例6得到 


j — - In ( 1 + s ) = (1 ■+ x + x z + ■■*)(；! 

习题 8. 7 

在习题】〜32中，求级败的收敛半径和收敛区 
间 . U ) 绂数对于什么1值收敛？ （ bl 级数对于什么 
* 值绝对收敛？ 级数对于什么:*值条件收敛？ 


* 2 .r 1 

2 + y 



广 1 U +2)" 


26* ^(-2r[u + ]}(x - 

271 


¥-f 


客 n ! U - * 


(从& 3 节习题 39 获得对 
Zl /( n ( hn > 2 ) 的所需信息） 


y (从 8 . 3 节习题处获得对 

^ nln 5：1/(^1〖1110的所霱信息.） 


V (3^ + \) n 

k h + 2 
U -^y 




在七题 33 〜 38 中，求级数的收敛区间 T 以及收 
放区间内级数的和作为1的函数. 


21 . 名 ( 1 + 士 ) *' 


Y _ 1 产 

h 4- 



36. ^(ln v )". 

脾 )' 

^ (9 
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-3 ) J 


+ (- … 


对 T_y 的仆么值收敛？它的和足什么 y 对这个 
洽$的级数逐项微分得到什么 级数？ 新级数对 
r . r 的什么值收敛？它的和是仆么？ 

40. 加采对 七题 如中的级数逐项积分，得到什么新 
级数？栝级数对 丁1 的什么倌收敛？它的和的 
w 外■个名称玷什么？ 

41* 级数 


^ + 


tT + ?!" 


对 T 所饤^值收敛于 

( a } 求 ru-H * 的级数的的面6顼.级数对于 I 的 
什么值 收敛？ 


( b ) 在 S in * 的级数屮州 2 x 代换^求对于所冇 
x 值收敛于― 2; t 的级数. 

( C } 利用⑷ 中的结果和级_法， if »2 sm JW x 
的级数的前而6项，把得到的矜案同 （10 巾 
的答案比较 t 
42. 级数 


"2! + h + h + ^\ 


对 r 所有 a 值收敛 r 〆 . 


(岣求（以如） 〆 的级数- 得到 〆 的级数吗？解 
释得到的答案. 


( b ) 求的 级数. 得到 〆 的绂数吗？解释 


得到的答案. 

U ) 在 f 的级数中用代换 i , 求对 T 所有 I 
值收敛于^ 1 的级数.然后用 〆 的级数乘 
的级数，求的级数的前面6项」 

43. 级数 


tan -t 


/ 2 / ]7^ 62 x 9 


对于- tt/J <x < tt /2 的 J 值收敛于 tan 1 

( a ) 求 〖 n ( Is^nl ) 的级数的前面 5 项.级数 
对于: t 的什么值收敛？ 

( b ) ^ S K \ 的级数的前面5项.级数对干1的 


H 么值收敛？ 

M 通过4妞44 中给出 的咐^的级数 U 乘，验 
证在 （ b > 中得到的结果. 

44. 级数 

,er 1 = 1 + y + b' + I^ s + S^ —■ 

T - tt /2 < X < 11/2 的 x 值收敛丁 _ C . 

( aj 求 In ( [ him j + tan j J ) 的级数的时向 5 项. 

级数对 T i 的什么愤收敛？ 

[b) 求 i lan I 的级数的前面 4 项，级数对丁_ 
又的什么值收敛?^ 

U ) 通过题幻中给出的 Un ^的级数乘^ ^ 
的级数， 验证在 （ M 中得到的钴果， 

4S - 收放冪 级數的唯一性 

U ) 证明：荇幕级数"和$6 〆 都是收 
敛级数 .11 对丁开区间 （- qd 中的所有*值 
两 t 级数相等，则对于每个^有\ = b n ■(提 

示：令 /(.<) = 逐项激分. 

证明 <!, 和\同时等于/… （0)/ n !. > 

( b ) 证明：荇对千 开区间 （- o . c ) 中的所有^值* 

级数=0,则对于每个 1 >有《 11 =0. 

46 •级数的和 为 f 求这个级数的和. 
把1/( ] -*) 表示成等比级数，求所得等式两端 
对*的激分，用^乘微分后的等式两端， 再对 
两端微分，再用^乘两端，并？1置*=1/ '2 .得 
到什么结果？ {来 源 ： David E . Dobbs , - Letter m 
thfi editor " (致编辑的信 ）， Illinois Mathematict 
TVw ^ rK 伊利诺伊数学教师第 33 卷，第 4 
期. 19*2, 27 A '.) 

4 7 . 在纗点的收敏性用一些例子说明，幂级数在 
其收敛区间一个埔点的收敛可能是条件收敛或 
者绝对收敛. 

48. 构造收敛 K 间 to 下的*级数： 

( a )( -3, 3); ( b )( - 2 , 0)； ( c )( l , 5) 


8.8 泰勒级数与麦克劳林级数 


本节讲述无限可傲的函数如何生成称为泰勒级数的幂级数.在许多场合，这种级数可以提 
供对生成函数很有用的多项式逼近. 

8. 8. 1级数表示法 

从定理19知道，幂级数的和在级数收敛 M 间内是具有各阶导数的连续 函数. 但是，反过来 
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有什么结论？如果的数 /“） 在区间/上具有各阶¥数，它在/上能够表尔成幕级数吗？如果可 
能，它的系数是什么？ 

如果假定 /( r ) 是其有正收敛半径的幕级数 

/(^) - ^ - fi) n - a Q + a { (x - fi ) + fi ： (jc - a ) 2 + ■■■ (jf - a ) -1 + " 

的和，那么对第：^^问题很容易作出回答.在收敛区间〖内®复对级数逐项微分，得到 

f *{ x ) = rij + 2 a 2 (x - a ) + 3 fi , {x - rt ) : + … + na fl ( jc - «}" 1 + … 

- 1 * 2 a , + 2 * 3 a } (x - ft ) + 3 - 4 a t (x - u ) : + *■* 

尸 U) = 1 *2 Ofl 、 十 2 ■ 3 - 4 … U - «) + 3 • 4 ■ 5 〜 U - + ■■■ 

等等 t 对于所有％ n 阶学数为 

+ 以 U _ 为内式的项之和 

由于所有这些等式在 r = a 成立，我们有 

/’（ a ) = a , 

广 ( n ) = \ - 2 a 2 
广 （ a ) = 1 • 2 . 3 a ， 

而在一般情况下， 

f n 、 {a) ， n\G n 

这些公式对于在区间/上收敛于 /( “在/上表示/” ） 的值的任何幂绂数 

_ W 

揭亦出系数的模式.如果存在这样一个级(还是待解决的问题），那么仅有个这样的级数， 
它的第 n 项系数为 

如果/有一个绂数表示，那么这个级数必定是 

fix ) = f ( a ) + f '( a )( x - a ) - a ) ! 

+ … ■) ■ 广 >( , n ) “ - «r + … (1 ) 

n \ 

但是，我们如果从以:为中心的区间 / 上的任意无限可微函数出发，并且用它生 成式 ㈠ >中的 
级数，那么级数 在区间 〖内的每个*值收敛于 /( 幻吗？ 我们将会看到.对于某些函数而言.答案 
是可能如此，但是对于另外一些函数，答案是不可能如此. 

8. 8.2 泰勒级数与麦克劳林级数 


定义令/是在包含<»作为内点的某个 K 间上处处存在各阶导数的函数.那么由/在 J 

生成的泰勒级数是 

=/(«) +f( a )(x-a) (* -a) 3 

由 / 生成的麦克劳林级数是 

| +/' ⑻, A …— 

即是由/在1=0生成的泰勒级数. 
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人物传 id 


布鲁克■泰勒 

f Bmf>k Taylor , 1685—1731) 
柯林 ■ 犮免劳林 
(Colin Marlaurin t 1698— 1746) 


由/生成的灰*劳林级数经常也称为/的泰勒级数. 

例 1 求由 / U ) =1 △在1=2生成的泰勒级数.如果这个 
级数收敛于那么存:什么地方收敛？ 

解 需 要求出/(2>，尸（2>,尸(2)，….求导数得到 


Ax ) 


fix ) = - x '\ 
尸 (- 本 ）= 2U l - 


尸， U ) = - 3 U ' 


/( 2 ) = 2 -' = * 
f'(2 )= -合 



/■:( x ) = ( - , - n , 

泰勒级数为 

/(2) +/ f (2)(* -2) (:t -2) ! + … (* -2)" + 

= I “ -2) ( x - 2) 1 C *-2 T . 

~ 2 2 l 2 3 2 A+1 


这是首项为 1/2 和比 - U -2)/2 的等比级数，级数对于 k -21 <2的 i 值绝对收敛，它的和 
等于 

1/2 = 1 = _1_ 

L + - 2)/2 = 2 + (a - 2) = 7 

在这个例子中，由 / U ) =1 八在 1=2生成的泰勒级数收敛干 1/1. 收敛 K 间为 II -2 1 <2或者 

0 < x < 4 . ■ 

8. 8.3 泰勒多项式 

可微函数/在点"的线性化是由 

P ^ x ) =/{ a ) + ru ) u - n ) 

给出的…次多项式.在 3. 10节我们曾用这个线件化逼近 x = « 附近的 / u )+ 如果/在1 = «存在 
高阶导数，那么它也有高阶多项式逼近，对于每个存在的导数有一个多项式逼近.这些多项式称 
为/的泰勒多项式 h 


定义令/是在以为内点的某个区问内具有阶导数的函数，其中 t = l , 2,…， Y 那 
么，对于从0到 W 的任何整数，由 = 生成的 II 阶泰勒多项式是多项式 

尸 -( ^ ) =/( a ) +/ f Co)(v-a) + ’j 『 ) (: t - a) ; … 

…)、… + £^> (l _ o) - 


我们说 n 阶泰勒多项式而不说 n 次泰勒多项式，是因为 /' Ua ) 可以为 0. WC , fix ) =cosi 
在* =0的前面两个泰勒多项式是=1和 P ,(*) =1. 这个一阶泰勒多项式的次数是0而不 
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正如 / 在 z = a 的线性化对 /在^ 的邻域内提供 《 佳线忭通近一样，/的高阶柰勒多项式对/ 
分別提供相应次数的 1 ‘最佳”多项式通近. < 见习埋 32. ：» y 

例 2 求由 /(*) =/在*=0生成的泰勒级数和泰勒 1 

多项多. 3 0 - 

解由于 1 , 

/(*)=〆 ， /'(*)=〆，…， /'■'(*) =e', - 2.5 - 1 /” 吵、 

我们 W ff 

/(0) = «° = 1,尸 (0)=1, …，广(0)=1，… 2.0- i / fiU) 

由/在*=0生成的泰勒级数是 // 

/(0) "'⑼ * + … + ... 15 -义 


这也是 e ' 的麦克劳林级数.在 8. 9节将会看到这个级数 
在毎个 I 值收敛于 〆 ， 

/在* =0的 0 阶泰勒多项式是 


参见图 8. 12. ■ 

例3求由 /(*) 生成的泰勒级数和泰 

勒多项式. 

解余弦函数和它的导数是 


E5 8. 12 /(*)=〆和它的泰勒多项式 


的图形：注意它们在屮」 L 
0附近菲常接近（例2> 


在: t =0, 余弦函数为1而正弦函数为0,所以 

广⑻= (-1)-, 广 ”(0) = 0 

由/ 在* =0生成的泰勒级数是 

/(0) + /-(0), / 十… 


这也是 * 的麦克劳林级数.在 8. 9节将会看到这个级数在每个 * 值收敛于, 
由于/ 12 "'"(0) =0, 2 n 阶和 2 n + l 阶泰勒多项式 相等： 


( 2 «)[ 
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阁8,13显示这些多项式在 x =0 附近如何通近 /( x ) 
对 j 柚足对称的. 


I . 中仅園出石半部分图形，因为囝形 



从在 I =0所知的余弦函数及其导数的值推断 f m <在任*远处的特性 _ 

例4可以证明（虽然不容易） 

IU) = \°\ X = ° 

U 1 1 , X 7^0 

(见图在存在各阶导数，并且对十所有《有/—(0) =0. 这意味着由/在 i = G 生成的 


泰勒级数是 




0+0 

0+0 


■0 - A 2 


这个级数对于每个 r 值收敛（它的和为 0). 但是仅在:收敛于/0 



围 &• 14 


1 /的 连续延拓的阁形在原点如此平坦，以致它在那里的各阶导数为 0( 例 4) 


还遗留两个 问题： 

( 11正常情况下我们可以预期泰勒级数对于: t 的什么值收敛于生成函数？ 

(2) —个函数的泰勒多项式在给定的上以怎样的精度逼近函数？ 

问题的答案在下一节由泰勒定理给出. 

习題 8. 8 

在习题 1~3中，求由/在; I ： = 生成的0，1， =ln x r a = 1. 2./( j ) - In ( I + ^; ) T a =0. 

2, 3 阶泰勒多项式. 3./ U )=1/ jc , a =2 + 4,/( x ) = l /( x +2), a =0. 
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S.f(x) = ain x t a - tt/4. 6-/(*) = cos *, a = tt/4. 

7./( jt) ~/x , a =4, 8,/(x) = </x +4 ， a =0. 

在 9 〜 20 中，求函数的麦克劳林级数 i 

9 .^ \ 10. 

11. - --■ 12- — ^― . 

I +x i-X 


泰勒多項式和它的前面 n 阶导败同/及其前面 n 
阶导数在戈具有相同 的值. 

M ■寨勘多项式的通近帱性煆定 / U ) 在以为屮 
心的 K 间 上是可微的， 并且 gU ) = \ + MJ _ 
W …十夂 U _ a )" 是带常系数 6 Q , A ,, ■■■• ~ 
的 ri 次多项式-令 =/( t ) - pU ). 通明： 


L 3. sin 3 x . 


15.7 cos ( ~x). 



19.^ -2x % ~5r+4. 

在 4 题 21 -28 中 
级数. 


14+ sin 争* 



20, (x + I ) 3 . 

求由 / 在 : f » 产生 的泰勒 


如果对#跗加条件 

(«)^(«) -0 (在 i = U 的通近误差为芩）， 

-0 (误差与 U - a )" 

1 1 a 相比 " f 以忽略 ） T 

那么 

g ⑴ =/(«) +/ r (a)(x-a) { X -a) 


21, /( ¥ ) = x 2 - 2x + 4 r a = 2 . 

22 J{x) = 2 x 3 ^x 2 + 3 *- 8 t a^l. 

23* f ( x )= x *+ x 2 + i ^ o = ~ 2. 

24./( j ) =3 * s - i * ^2 x 3 + x ^ -2, a = - 1. 

25 */(a) = ]/x\ o = l. 

26. fix ) - x /( 1 - x ) , a =0. 

27 . /(x)=^ f a = 2 , 

级 /(*) =2 *，o = ], 

29. 利用由 〆 在生成的泰勒级数，证明 

〆 = 〆 [ ] + U - <0 + + …] 

30. (绩习趙 29) 求由/在1=1生成的泰勒级数. 
把答案间习題29中的公式比较1 

M . 令/( X )在 I = 存在直到 n 阶导軚 证明：^阶 


…厂 

闲此，褰勒多顼式 P„(4 是次数小于或者等丁 n 
的唯一多项式，它在的误差为芩，间时与 
{ x - aV 相比口I以忽略 t 

二次通近由二次可锹函数 /( Jt ) 在 * = a 生成 
的二阶泰勒多项式称为/在 *=« 的二次逼近+在习 
题33〜38中， U } 求/的线性化 （一阶 泰勒多项 
式）. （ b ) 求/在*=0的—次逼近. 

从 /U) 

36./( x ) = cosh x . 

38. /( i ) = tan i . 


8-9 泰勒级数的收敛性 


在上一节，我们提出在什么情况下可以预期泰勒级数收敛于生成函数的 H 題.本节用下述 
定理回答这个问题. 


定理 22( 泰勒定理丨若函数/及其前《阶导数/\尸， …， /…在《和6之间的闭 K 间上 
连续.且/^在^和6之间的开区间上可微，则在 a , i 之间存在这样一个数 C , 使 
fib ) =/(«) +/'( a )(4 - o ) (i - a) J + ■- 


广 （ a ) 


{ b - a )" 


f ^( c ) 

(n + D ! 


(6 - a )" fl 


泰勒定理是中值定理的推广 （ 习题 39). 在本节最后给出泰勒定理的证明. 

我们应用泰勒定理时，通常需要让 o 固定，并且把6作为自变童.在这样的情况下.如果把 
£>换成*,更容易使用泰勒公式 - 

下面是定理在作这种变換后的变形. 
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泰勒公式若函数/在包含 a 的一个开 KN /上存在各阶导数，则对于每个 1 E 整数 n 以及 | 
/中的每个*值， i 

JU) =/(«) +f'(a)(x- a ) — 以 + … I 

+ 厂；1(广)(* _ + &(*) ⑴ I 

其中 ' I 

— (…广 I ⑵ i 

0是3和 A 之间的一个数. 丨 


当我们用这种方式陈述定理时，表明对于每个 * e /， 有 

yu ) = p .(*) +«.(*) 

函数心(*>由 （ n + l) 阶导数广+「在某个点(> 的值确定， c 依赖干 a 和*并且介于它们之间.对于任 
何所需的 n 值.这个公式同时给出/的 n 阶多项式通近以及使用区间/上这个逼近时的误差公式. 

公式 (1) 称为泰勒公式 • 函数称为在区间/上用 P.u) 通近/的《阶余式或者误差项如果 
对于所有; te /, 当时(*)_•()，就说由/在 I= a 生成的泰勒级数在/上收败于 /, 并且写成 

Rx) = 

通常可以估计&而无 需知道 C 的值，如下面例子的说明. 

en 证明： 由 /(m 在; t=o 生成的泰勒级数对于每个实数值 x 收敛于 /( A ). 

解函数/在整个区间 （-00 ， 》) 上存在各阶 导数. 在公式 （ 1 ) 和 （2) 中用 /U) =e ■和 fl = 
0,给出 

e 1 = 1 + ^-^ Rn ( x ) (由 8.8 节例2的多项式） 

以及对于0和 x 之间的某个数 C , 

❿)= 

由于^是^的增函数，/位于= 1和〆之间，当*为负数时 ， （ ■也是负数，并且/ <1. 当*为 
0时， e-=l, 并且圪（*)=0,当*为正数时， t： 也是正数，并且 e f <〆. 因此，对于上面给出的 
圪 （*>，有 

和 

'«,(*)'< e - (n ^ |)r 1 > 0 (〆 < 〆 ） 

最后，由于对于每个 * 值， 

1^^7)7= 0 ( 8 」 节） 

故巧 fl,(*)=0, 而级数对于毎个 Z 值收敛 于〆. 因此， 

e ' = Sfy = 1+l + S + - + f 7 + **' ⑶ 
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利用例1的结果和 : t = l 可以 S 成公式 


a = I + ] + - 1 + ■■■ + - l - + ^( I ) 

2! n \ 

it 中 

(771)7 (… 1 ) 

cMO 与 I 之 M 的某个数 

8. 9.1 余式估计 

像在例1所做的那样，经常可能估汁心 （*). 佔讣 方法很简便，我们把它陈述为下面的定理 


伤以后 Wffl . 


定理23 { 余式估计定理1若存在这样一个正常数好，使得对于 I 和 a 之间并11包含 t 和 
a 在内的所有£满足 u (0 丨则泰勒定理中的余式/?广满足不等式 

若这个条件对于每个 n 成立，并氐/满足泰勒定理中的其他条件，则级数收敛于 /( W . 


下面是应用定理23的例子. 

例2 证明的泰 勒级数 对于所有: r 值收敛. 

解函数及其导数为 

f(x) = sin x, / J (x) = cvs 

f{x) = - sin 厂 （ x) =- cos x 


广 >(*)=(- dw , 广- 


=(-1 ) * C 05 : 


所以 

/ ㈤ ⑻=0，广… (0 卜 c - I ) 4 
级数仅有奇数幂项，对于 n =24 + u 泰勒定理给出 

文 3 / ( ^ 1 

sin ^ = Jf ~3! + 5[ "* + JlkVYJY + U 心 

sin r 的各阶导数的绝对值小于或者等于 1. 所以可以应 用取觯 =1的余式估计定理，得到 

1 „ 

I 矣 


( 2 ^+ 2 )! 

由于当 A ：— »时 （|： vl ^ V (2; t +2 )n — 0,无论 z 是什么值，0,并且的麦克劳 
林级数对于每个 I 值收敛于 4 m 因此， 

: _ f (-l)W _ 兰 + 芏 _ 丝 + .„ 


(2 A + 1) ! 


3! 5! 


7! 


(4) 


例3 证明： cos : c 存:: t =0 的泰勒级数对于每个 i 值收敛于 coat 
解把余式加进 cost 的泰勒多项式 (8 i 8节例 3), 得到 co^x 取 rt =2 t 的泰勒 公式： 

cost = 1 ~|y -•■• + {- 1)' ^yy 

因为余弦函数的各阶导数的绝对值小于或者等于 1, 取 M = 1 的余式估计定理给出 
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lRti(x) 1 ' (kh) * 

对十每个戈值， 、- 1 1 * 时& 〆 *)- 0. 因此.级数对 f 每个 * 值收敛于 cos j . 于是. 

V (- "V . X ； / ^ 

，；US，= h^2k)l = 1 -2! + 4 !-^r — 


* t-os J 的泰勒级数中川 2 * 代换: V , " J 以求 <™ 2 i 的泰勒级数： 

“=盂 4 St )；1 = ■ 」贺、聲- 普一 （式⑴用 h 斷) 


2V 2 4 * 4 2V 

一 2! + 4!" " ~ 6 ]~ + 



例4什么 a : 值能够 ft 用;* - ( xV3!) 代替 s in r 时使误差值不大于3 x Hr'' 

解这里可以利用 sin* 的泰勒级数是对所存 | 卩零*值的交错级数这样…个事实.根据交错 
级数估计定理 （8. 6节），级数 


. i : / 

Sm * =1 '3! I + 5! - - 

#:(V/3!) 之后的截断误差不大于 

W 此，如果 

^ < 3 X 10-‘ 或 \ x \< >56017 io"^" -0.S14 (为稳妥作了舍弃） 

误差将小于或者等于 3x10' 

交错级数估计定理能够提供余式估计定理所不能提供的某些亊实：那就是 sin 1的估计 z - 
(*V3 丨） 当* 是正 数时为不足的估计，因为这时 V/120 是正数. 

图I 5 显示 sin* 的图形以及它的一些泰勒多项式 逼近的 图形.当00在1时. P ,( x ) = x - 
OV3!) 的图形同正弦曲线几乎是没有 K 别的. ■ 



阍 8. 15多項式/V, u) = g ^/rfyr a 卜 * 时收敛于 Sin 注意. 

对于 P 3 U) 非常紧密地逼近正弦曲线 （ 例 4) 


8. 9.2 应用泰勒级数 

对于泰勒级数，在它们的收敛 K 间的交集上，可以相加和相减以及用常数相乘，而其结果仍 
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然是泰勒级数. /(*)+ W *) 的泰勒级数是 / U ) 和的泰勒级数之和.内为/ + <的《阶4数 M 
/">+ 〆 "'，等等.因此，对 2* 的泰勒级数加1冉除以 2. 就得到 （1 +™s 2^/2的桊勒级数. 
ifll s.n « + cos * 的泰勒级数是 sin : t 和 c OS * 的泰 ft 级数逐项的和. 

泰勒级数可以用于以级数形式表示非初等积分.例如，橡/ 这样的枳分; ti 现作光衍 

射的研究屮.但是，不存在表示 sind 的反导数的简单公式 - 
例 S 把 J sin / d * 友示 成幕 级数. 
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等简化结果，得到 

= ( 1 - 2! + 4 \~ 6 ] + '") +i ( e "3[ + 5| ~ "*) = tos# + i sin » 

这并不 M 对 e _ 9 =ras 0 + i sin 0的证明， H 为我们尚未对 c ft 乘一个虚数幂的含义给出定义. 
相反，这只是说明如何定义，使其同已知的其他节实相符 . 


定义对于任何实数#, e' e = cos f/ + i sin ft (6) 


等式 （6) 称为欧拉恒等式.对于任何复数 a+ Ai, 它使我们能把〆•*_定义为 e ° . 这个恒 
等式 ff<j •个推论是公式 


气把此式 写成， + 1 =0的形式时，这个公式就将数学中最重要的5个常数0, 1， e, ^和，结合 
在一起. 

8.9.4 泰勒定理的证明 

我们证明假定 a <6的泰勒定理.当《>6时，定理的证明几乎是相同的. 

泰勒多项式 


^(■t) =/(«) + /'(a)t，- a ) (*-„尸 + … + £^l U _ ar 

及其前面 n 阶导数，在函数/及其前面^!阶导数一致.如果在泰勒多项式和函数中增加 
形式为 KU- a )^ (其中 K 是任意常数）的另外一项，并不妨碍这种一致性，因为这样…项及其 
前面 n 阶导数在* =«全部等于零.新函数 

4 >A^) = p „ U ) + k(x - «广 ， 

及其前面 n 阶导数，在*=<>仍然同函数/及其前面》阶导数一致. 

此刻我们选取特殊的 A 值，使曲线* = 6同原来曲线>_=/(*)—致.用符号表示， 
/(b) = />„(*) + K(b-ay l 或 K = (7) 

(* - a) 

取由式 (7) 定义的函数 


nx) =f(x) - 4 >J X ) 

是对原来函数/同逼近函数也在 [<1,6] 内每个 * 的差的度童. 

现在利用罗尔定理 (4. 2节）.首先，由于 = F(6) =0以及 F 和 F 都是区间[ 3 ,4]上的 
连续函数，可知对于 （《 ，幻中 的某个 c, 有 


F'(c,) = 0 

其次，由于广（《)=厂(>,)=0以及厂和都在 [ 0 , r ,] 上连续.可知对于^^中的某个…有 
〜）= 0 

对尸， F", …， F ( ’_ n 相继应用罗尔定理，推知 

在 U，c 2 ) 中存在使 Fie ,) = 0 
在（《 〆 ,）中存在使 F … U ,) = 0 


在 （ H .,) 中存在 c n ，使广 '( h ) =0 
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M 后. W 为广上连续 JHL 仵（《人）上吋微，以及广'(«) = o , 

小作（》,。）屮#在一个数「,.，，使 

广'.（,、.,）=0 

如果对 Hi ) =/( i ) - PJ x) - a ' u -,*)" 1 ， 共微分 n + i 次，得到 

y'-' tx) =/-'. ( 上） -o - + i) ! 人 . 

等式 （8) 和 （ g ) 共同给出 

“ (r = <„.，足 U ， M 内的某个黹数） 

等式 （7) 和（8>治出 

形 卜 ,, “W+CO-W 


罗尔定理脐 
( S ) 

{9) 

(10) 


习題 8. 9 

在 d 鼯〖~6中，利用代换（像在例4那样）求 
函数在1=0的泰勒级数. 

Lf - J \ 2.^ 


3. 5 sin | 


4* ain (专)， 


ciA ^/x + 1 . 6. cofi . ( x y ^/ J 2 ). 

在 d 题中，求函数在1=0的泰勒级数. 

: e\ 8. x 2 s\n x. 

x 7 t lft 

，■ — - 1 + t ciB x. 1U, &m * - ^ , 

,X COti TTiC . 12, x z c <» (^ ). 

.rofi £ ：*( 提示： ros ： je = ( l + cos 2x)/2). 

. aiti 1 x. 15+ ，+ i ■. 


(1 

9, 当用 r -( W 6) 代替 EHTW 时，什么 J 值能够使 
逼近误差的数值不太于5 X 10 ^提出答案的 
埋由1 

20. 如果用】 - UV 6) 代替⑽ r 井且 U <0.5, 
对误差能够作出什么怙 tf _? l - U 2 /2) 偏于过大 
还是过小？提出答案的理由. 

21* 通近 sinm 当 kl CIO — 3 时的紧密程度如何？ 
这些 I 值中的什么值使1 < sin x ? 

22. 当 t 很小时用 vTT 7 ，l + U /2) 作为 vTi ^ 的 
估计式 T 怙计当 Id <0.01 时的误差. 

23. 当； t 很小时用 〆 = l+;t + ( V /2> 作为 〆 的估计 
式.应用余式估计定理 估汁当 I d <0. 1时的 
误差. 

24. ( 缝习题 23) 马:^<0时. 〆 的级数是交错级数+ 


_ 

应用交错级数怙汁定理 ， Mitmi + { ^/2) 
代锌 〆 4-0.1<1<0时引起的误及.把你的 
Mi | M 4 vJ @23 中得到的结果比较， 

在习题 25 -28 中，求 fU ) 在整个给定 W 间 I . 
误差数堉小 f 10 3 的逋近多项式. 

25* F ( j ) = J^sin t \\ t , [0,1；. 

26. F( j ) = £ fV -2 山， [0,1 ；. 

27. F ( i ) = ^ tan't dt ： ( a )[0, 0.5]； ( b )；0.11. 
I & fU ) = £ ln ° t + l) A ; ( a )；0, 0.51： { b )；0,1；. 

在习题 29-34 中，利用级数求极限值. 

29. l.rn 30. ],m 

31. l im * —32. l im - ㈠ ： W /6) . 

r -0 l* P--0 ff 

33. lim 广 巧 - i ， . 34. lim _ ;广— . 

r-o y r rois y 

35 . 用 〆 和 sin * 的麦克劳林级数相乘，求 e ‘ S i ni 
的表克劳林级数的前面5个非芩项< 

36. 用^和 C « * 的麦克劳林级数相乘 . 求 T 
的表克劳林级数的前面5个作零项- 

37. 利用恒等式化\ = (1 -cos 10/2求的麦克 
劳林级数.然后对这个级数徽分，求2 S in t ™ T 
的麦克劳林级数.验证这是 hnh 的级数. 

38. ( 续习题 37) 利用恒等式 cos'j = cos 2 i + sin 、 求 

的幂级数， 

39. 泰勒定理与中值定理解释中值定理为什幺是 
泰勒定理的特例- 

40. 在拐点的线性化证明：若二次可微函数 / U > 
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的 m 形在有•个拐点，则 的线忖 
化也 e / ft * = «的—次適近.这说明为什么 w 
线在拐点处 m 曲线拟合卄常好. 

41. (第二种1二阶导数检《法利 m 公式 

/(O =/(«) - a) U 叫 ,）： 

建*_卜'述检 验法： 

令 y # 在连续的一阶异数和一阶马数，并 
JifH 定 /'( a ) =0,那么 

( Bl 若在内部包含《的一个 K 间上/"«0,则/ 
*> 冇局部极大偵. 

lb ) 荇在内部包含 a 的-个 K 间 I :尸 >0, W / 
在 a 具有 M 部极小值. 

«. 三次暹近利 j| 〖泰勒公式以及，， =0 和 n =3. 
求 yu) =1/(1 - 幻在 *=0 的标准-次暹近 . 3 
UI =50.1 时对 i'- 通近的误弟数谊给 ,4 ! . 令 
1._ 界 ' 

«- U ) 利用泰勒 公式取 n = 2, ^ /( i ) = ( I +I )* 
在 i =» 的次通近 U 为常数）. 

(!•> 如果 k:、, 区间 [0, 1 :中的什么；《偵将使二 
次逼近巾的误差数值小于1/100? 

44. 改进对71的通近 


(a| 今 P 是对 tt 准确到〃位小数的適近.证明 
P+sm P 给出准确到 3 n 位小数的遍近 . 
( 提 辛： 令 P-TT+.T. > 
n (b) 用汁算器试验这个改进 . 


4 S. 由 /(*) = 生成的搴勒级数是 

由收敛半径为 r > 0的幂级数定义^函数，在 
(-<■,<:) 的每个点存在收敛干这个函数的泰勒 


级数 . 通过证明由 /U) = 生成的泰勒级 

数是级数本身来 iE 明这一点 . 

这个 & 果的一个直接推论是，像 


和 




;_ J a I 8 

1 ' 3! + 5! ' ?7 + 



这样由 ^ 的幕乘泰勒级数得到的级数，以及通 
过对收敛的幂级数积分和微分得到的级数，是 
由它们代表的函数产生的泰勒级数本身 . 

«■ 僞 函数和奇函数的*勒级败（缝 8. 7节石題 15) 


打 * 收汹 . 址 明： 

(si Jtt 偶 (S 数 . MlJ (i, =d, =«, = = 0 , |!|]/ 

ft I = 0 的泰勒级数仅 ; v * 的偶次幕项 . 

( b ) &/圮夺闲数. «(,„ =„, =«,=-=0. t ![ J / 
^ =0的泰勒级数仅含 ■* 的介次 WW !_. 

47 . 周 期函数 的泰勒多项式 

t a) 通过 ill': 明存 fr: 这样.个 _ 1 : * 数 A/ ,沖彳 Sf 对 
r 所有 * 右丨 /U H « .W. id ■: 明每1、11:续的 
堝期 衲数 /U H - * < I < * > 的坑记 * 
界的 . 

(b)kl: 明 . 1:. 成的每 f ■具冇汜次 
数的泰勒多项式的 闬形 ， ， I n I 增加时葡 
终必定远离 ™ s * 的阁形 . 从 ITI 8 . 13屮以 
行出这 ' aU . =*in * 的泰勒多项式有 相似的 
持性 < t*ira 8 - 15 ). 

1148 . {*} ■ 起 |B| 出曲线 y = ( 1 / 3 ) - <* : )/ 5和 .y = 
(l-tan-'jf)/! 5 以及垚线 _r = 1 / 3的阁形 . 

( b > 利用泰勒级数 解释从 形中见到的结果. 
极限 


的值是什么？ 

49. 利 ffl 公式 （ 6) 把卜_列 e 的幂写成《 + 的形式： 

( a ) ,；'； 

(b) r~ J ； 

(小 

S «. 利用公式 <6) t 证明 

CO* 6 - e -—^ — fft 9 in s = - ― 

I 2 i 

51- 通过组合，和的泰勒级数，证实习题5(】中 
的公式. 

5 2 - 证明： 

(a } \0 = ros 9 ; { b}sinh = i sin 0 

S 3* 通过 〆 和 sin f 的柰勒级数相乘，求 eSin . t 的 
泰勒级数直到/的项.这个级数是 
e* . f = 八 …" 

的级数的虚部-利用这个亊实检验你的答案. 
e l s〖n x 的级数对于什么: t 值收敛？ 

54. 当^和6是实数时，我们用公式 

v a ^ }1 - ^ - ^(ccra + i sin ix ) 

定义对公式右端微分，证明 
^ e !#+li>a = (o + i 6 ) e a J i 


假定 /(i) = /对于开区间 （ _^)上的所 ㈥此熟悉的法则 （dAU )# 对于复数；：和 

^ 实数 A 都成立. 
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55. 利用/的定义证明，对于任 f 可实数心 的和 ft , 有 

=e ,(tfl+tf ! > , (b)e' i# =l/p 1# . 

56. 两个复数 + 和 C+W 当且仅当 a = c 和 A = d 
时相等.利用这亊实.从 

(^ u dx = 4^4 + C 




第2 步； 求在 * = 0的泰勒多项式 P , U ) • 
P “ x ) 和 P , U ). 

第3步：对于每个泰勒多项式计算同余式 相关的 
(/1 + 1>阶导败/^&).圃出这个导败在播定区问 h 作 
为 f 的闲 数的 ffl 形，并 Ji 怙汁它的最大绝对值 W + 

第4 步： 汁算每个多项式的余式 / Ud . 用第 
3步怙 i 卜的 Af 代替尸 r 1 ( c ), 凼出 U >在指定冈 N 
h 的 网形. 然后怙计回 答问簏 U ) 中的*值. 

% 5 步： 通过 阆出 匕 U ) = !/(*) - Rjx ) \ n . 
指定 K 间上的闬形，对怙计出的误差和实际误若 
EU ) 作比较.这将有助于间答问 «(bh 

第&步 ： 一起画出函数及其 3 个泰勒多项式通 
近的形.讨沦同在第 4 步和第 5 步中获铒信息心 
关的图形. 


yi +x 


丄 


J ff^ros bx cb fO I e^sin bx dx 
其中 CtC , + l C 2 是复数积分常数. 

计算机探究 

泰勒公式取 ft = 1和 G 0 给出 一 个函数在1 =0 
的线性化+取《=2和 n = 3, 得到标准的二次遒近 
和三 次通近 +在这部分七®中.考察同这3种通近 
有关的误差-寻求下面两个问題的答案. 

la ) 用每种逼近代替函数时，什么^值能够使 S 7_/ U ) = 

误差小于10_ 2 ? 

| b ) 用每种通近在指定区间 t 通近函数，预计 
最大误差有多大？ 

在习题 57 -62 中，用一种 CAS (计 算机代数系 
统）对于函数和区间执行下列处理步 P , 辅助解答 
( a ) 和 （ b ) 中的问题. 

第】 步： 在指定区间卜_绘制函数闬形. 

8,10二项式级数 

这一节介绍用干估计一-项式 （1 的幂和 根的二 项式级数.本节最后给出常用绂数参 

照表. 

8. 10. 1 幂和根的二项式级数 

当 m 是常数时，由 /(*) = ( i + x ： r 生成的泰勒级数为 


59. f { x ) = (1 +*)' ~ Y^ Xi 

59./( x ) Tf , Ul ^2- 

60-/( x ) -( cos x ) ( sin 2 j ) , I * 
6 L /( x ) = e ' co # 2 x t \ x \ ^1. 
62./( x ) seisin 2 % t \x \ ^2. 


m ( > 


m( m - 1) (/ 


■2) 


3! 

m(m - 1 ) ( m - 2 ) - ■ (r 


1) 


k \ 

这个级数称为二项式级数，对于1*丨<!绝对收敛.为了导出这个级数，首先列出函数及其各阶 


/ u> (*) = m(m - l)(m - 2 )---(m - k + 1)(1 + x )" 1 
然后计算它们在* =0 的值，并且代入泰勒级数公式，就得到级数 （1). 

如果 m 是大于 或者等于零的整数.级数在 （ m +1) 项后 终止，因为从 i=m + l 项起 的系数 
为零. 



+ l (m(m 
(1m<m(m( 


1111 ^ 15 

/( _^V /V 
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如果 m 不是爪幣数成者零，级数是无穷级数，汴 h . 对十 i*i <丨收敛.为 — r 明 n 这一办，今 
^ 是包含 V 的项.于是利用绝对收敛的比韦检验法，费出与 A 时 

卜 i : = »|心丨 

I u k i I t + [ I 

对于'■项式级数的推¥，仅说明：项式级数是由 / U ) =(l + x }™ 生成的，并 K 对于丨 .r I < 1 
收敛，推疗过程没有 tf 明级数收敛 f ( I +1)". 不过，一.项式级数的确收敛十 （I +r )~, ffi . li 我 
们略去证明 （ 阽习题 20.) 

• - - -- - -- - -, 

二项式级数 

对十 -r <j < 1 T 


(…卜 | + 1；(: K 



利用这些系数值并且用 -： r 代换 * T 一.项式级数公式给出我们熟悉的等比级数 
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2 x ' 


8.10.2 常用级数 
常用泰勒级数 


1+1 + 2! + - + ^ + 
X 1 X 5 ( 

= m ! -… + ( 

= 】 H ‘‘ + ( 

+ ^) = 1 - y + y - 


+ - = ^ X \ lxl< ! 

太 ) ' + …^ _ 1 ) 丫 ， I :丨 < ] 

… = IS . lxl< * 

_ n" _ __ + … =v Ln_*■)_ 土 … 

(2^ + l )! h (2 fi + 1) ! * 

' ir (^yT + ''* = ll( 

+ ( -1广_1:卜. = 免 ( - lr "' J \ 

^ n 7T[ n 

J 5 2n*\ - J，-l 

七 + 今 + 今 [.‘+^ + .‘.)=21^ 


y + y 


-1)， 


2 /i + l 


y L 」 i> 

h 2n + 


二项式级数 


o +I r = i +m * + U)* 1 + "^-.IHm-2)^ + … + mU^I)( ff ,-2)-(r r ,-fe 1 n^ + … 


l(:K’ I … 


其中 


m( m - 1 ) … （m - k 


■(：) = - (:) = #，（: 卜 .i - 

注： 为了写出二项式级数的紧凑形式，习惯上把定义为 K 并且取/ = 1( 即使通常不包 


含* =0的情形），由此产生 


1(> 


如果 m 是正整数，级数在，项终结，并且级数的和对于所有 X 收敛. 

习鼉 8. 10 

在 d 题 I ~ 10中，求函数的二项式级数的前面 9 ^ 1+ 上厂 10 ^丨 -丄 y 


4项. 
h(l +x) 1 ' 

3.(1 W， 

5 -( 1+ f )" 

7八1+/)- ; 


Z (1 W . 
4. (1 -lx) lA 

6 -( ] -f) 

8. (1 +x 2 ) ' l 


在习題 11 〜 14 中，求函数的二項式级败. 
11-(1 + j )\ IX (1 +i J ) 3 . 

13*(1 - 2x)K 14. (I D + 

15, ( a ) 利用二项式级数，以及 
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^ x = - x } 

这个事实. 生成函数 》irT l i 的泰勒级数的 
前而 4 个化枣项.这个级数的收敛半径是 
多大？ 

(bjcos- 1 * 的级数 利 m( u ) 中的结果，求函数 
™» 、的泰勒级数的前面5个非苹项. 

16. [a)sinh 、的级数求兩数 



的泰勒级数 的时面 4 个作零项. 

H (1>)利用从 （ a ) 中所得级数的前面 ；） 项估计 
sinh "'°-25 -给出估汁误差数值的一个上界. 
17 - 从-〗/(〖+4的二项式级数求 1/(1 +I ) S 的泰 
勒级数. 


第8章复习指导问理 

1. 佧么是尤穷序列？无穷序列收敛和发散的苫义 
是什么？举出一些例子< 

2 - ft •么是北减序列^非喊序列在什么条件下具有 
极限？举出一些 例子. 

3. 仆么定理可以用于计*序列的 极限？ 举出一些 
例子. 

4 什么定理有时可以让我们用洛必达法则计算序 
列的极限？举一个例子. 

S. 在处理序列和级数时很可能出现哪6个序列的 
极限？ 

6‘ 什么是尤穷级数？无穷级数收敛和发散的含义 
是什么？举出--些例子， 

1 - 什么是等比级数？等比绂数何时收敛和 发散？ 
等比级数收敛时的和是什么？举出一些钶子. 

8. 除开等比级数，你知道什么其他收敛级数和发 
敝级数？ 

9. 什么是级数发散性第《项检 验法？ 这种检醃法 
包含的思想是 什么？ 

10. 关于收敛级数的逐顼和以及逐项差可以得出什 
么结论？关于收敛级数和发敢级数的常败倍 SJ 
以得出什么结沦？ 

tl. 如果对收敛级数和发散级数添加有隈项，会产 
生什么结果〃如杲从收敛级数和发散级数删除 
有限项，会产生什么 结果？ 

12- 如何改变级数的 下标？ 为什么可能箱要这 
样做？ 

». 非负项无穷级数在什么条件下收敛.在什么条 
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1* •利 W 1/(1 -/) 的二顼式级数求 2 z/(l 的 

幕级数. 

I ，, sin 」 的鈒数对 （1- dr 1 " 1 的二项式级数积 
分.证明，对于 U 丨 < J , 

sin-'* = , + y -■•- 3 ~ 5 . <2^SLl} 上 :“ 

rrt 2-4.6. (In) In + i 

20. 利用卜_列步《证明公式 （1): 

( a ) 对级数 

微分.证明 

尸⑴，【…】 

(»| 定义片 ii£ 明， =a 
( c ) 由明 

f(x) = (i + t )* 


件下发散 q 为什么要研究 .0= 负项级败"> 

14. 什么是积分检验法7它包含什么推论。半出它 
的应用的一个例子. 

15 . p 级数何时收敛和发散？你是怎样知道的，，半 
出 f 级数收敛和发散的一些例子. 

16. 什么是直接比较检验法和极限比较检验法这两 
种检骑法包含什么推论9举出它们的应用的一 w 
例子. 

17. 什么是比率检验法和根检 验法？ 这两种检验法 
通常提 供判別 级数收 敛或者发散所 r 的信息 
叫？举出一些例子. 

18 - 什么是交错级数？什么定理可以用于判定交错 
级数收敛9 

19. 在用交错级数的部分和通近级数的和时，你叮 
能怎样估 it 涉及的误差”这种估 i [- 包告什么 
推沦9 

瓜什么是绝对收敛和条件收敛9这两种收敛有何 
关系？ 

21 -关于绝对收敛级数和条件收敛级数的硕*排. 
你知道什么 •> 

21什 么是幕 级数？如何检验幂级数的收敛性，町 
能得 到什么结果？ 

23 - 关于 U ) 幂级数的逐项微分， （ b ) s 级数的逐项 
积分，以及 （<：!* 级数的乘法.存在的基本車 
实是什么？举出一挥例子. 

24. 什么是由 g 数 /(*) 在一点 r = a 生成的泰勒级 
数？建立泰勒级数霱要关于/的什么信息9举 
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在习题19 ~24中， 求级数的和. 

1， ' ^ (2 n -3)(2 n - Ty - 

，M 't ^T)' 

tlm (3 n - 1)(3” +2)' 

h __ g 

!2 ■叾 ( 4n -3)(4 n +"lT 
13. 34. 

在习題 25 - 40 中， 哪些级数绝对收敛，哪些 
级数条件收敛，以及哪些级数发散？提出答案的 
理由- 


V ( _ I ) 

1 h 

■ 十 Lzirjy 

2n z + n 


在4题4〗- 5 C 1 中， U ) 求级数的收敛半柃和收 
敛区间-然后确定令级数 （ b ) 绝对收敛和 （ C ) 条件 
收敛的*值- 

43 . i ； 卜 

女 ( n ^\)(2x + 1广 
fk (2 n + l)2" 

4 s . y ' ■ ^ 

-Tt « ' = i 'Jn 

-机 

49* ^ ( c&^h n ) x *. 50, ^ ( roth rt ) J ' 

’ k 习题 51-56 中，每个 € 数是某个函数 / U ) 
在-，个特定点的 泰勒级 数在* =0的值那是什么 
函数和什么点？级数的和是什么？ 


第8章实习习题 

-18 给出第 ri 项的序列中，哪苎序列收 
改，_序列发散？求每个收敛序列的极限. 
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个例子. 

25, 什么足灰兑劳林级数？ 

26. 泰勒级数总是收敛丁它的4:成闲数呜？作出 

解释. 

27, 什么逆泰勒多项式？它们冇什么 Ml 处？ 

28. 什么是泰勒公式？它爻干 m 泰勒多项式逼近承 
数包 A 的谀尨说明什么？特别是.泰勒公式关 
于线忭 化和：次遇近屮的误是说明什么 V 


29. 什么娃—项式级数？它在仆么 [/㈤ I . 收敛.'如 
何 J ⑴ Hr ， 项式级数7 

30. 有时怎样能够用幕级数怙汁屮初等屯积分 
的… 

31* 1/(1 一 J), 1/(1 +;(> ,( 疒 , sin X， rort In ( I +x), 

In [Cl +I V(I 的泰勒级数毡 ff 

么 9 在用这些级数的部分和代替级数时怎 祥佔 
U 包欠的误 
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J > 

开 _2L + ：E - + ( _ | )" —5 - 

77 3! S ! ^ U (2n + [)\ 

1+ln2 + ( L ^ + ... + anir + ... 

丄- l__ + I ] 

/3 _ 9；3 + 45 ^ 


' (2,-1)(/3)"- 1 

在 4 M 57 〜 64 中，求函数的泰勒级败 ■ 


61, cm ( jc ,1/3 ). 62* froflv^j. 

63. p Cir ^V 64. p ' 

在题 65 〜 68 中，求由函数 /(*) 在 i = c 生成 
的泰勒级数的前面4个佧枣项. 


65- f(x) = 在 -I- 

66 - /(i) = 1/(1 -x) 在 1 =2. 

67, /(*) = 1/“ + 1 )在 x=3. 

68. /(i) = l/x 在 i =« >0. 

在习画 69~72 中，用误差数值小 T 10_ rt 的级 
数通近积分值 T (本书4题解答给出舍人到10位小 
数的积分值 .） 

€9. J p' J (iic. 70. J x sin ( r J ) ds» 

71 . ^ 72./^^ dx . 


在匀题 73 ~ 78 中： 

( a ) 利用幂级数怙汁极限. 

Q (b) 然后用一种绘图器支持你的计算 


75 -^)- 76 - - 


lim 


O-BltiO ' 

(sin h)/h - c« 

h 

h 7 

r 2 



* / -0 In ( 1 - z) +sin ^ 

79. 利用如 3* 的级数表示，求使 


n .(^ + ir + J ) = o 


的 r 和 s 的值. 

080，通过对比/〔太）= sin j - jc 同 豸 （ X ) = sin I - 
(心 /(6+ x 2 )) 的围形，比较逼近和 
sill y 〜 6 以 (6 + /) 的精度.描述得到的结果. 

81. 求级数 


; m ，…. (2 riT ^ 

的收敛校. 

82. 求级数 

y I . 5 . 7 . O + 】丄 （1 _"- 

4t 4 - 9 • L4.(5 卜丨） 

的收敛 f 柃. 

83. 求级数 

gin (】 - (]八 ! )） 

的第 n 部分和^闭切公式，汴 R 利用它判定级 
败收敛或者发敢. 

W . 通过求级数 

^(1/(^ - m 

的第 n 郎分和^ n — * 时的极限， 汁 算级数 
的值. 

85. (a) 求级数 

厂丨 + +? + 1^ — 

1 - 4 ■ 7 ■…* (3n -2) 3, 

+ ~ OnV \ ^ — 

的收敛区间. 

(洌证明由这个级数定义的函数满足形式为 



的微分方程，并 a 求常数^和 a 的值， 

S 6. U ) 求函数 J 2 /(1 + W 的麦克劳林级数. 

( b ) 这个级数在 x = l 收敛吗？作出解释. 

87.如果 |； a q 和是非负数琐的收致级数，关 


于 go 人能够得出任何论断吗?提出答案的理由『 

88. 如臬和$6,是非负数项的发散级数，关于 
能够得出任何论断吗?提出答案的理由. 


89. 证明 ：序列 U .: 和级 -**) 同时收敛 
或者同时发散. 

90. 证明 ：若对 于所有 W >0并且#^,收敛，则 

X ( o./(l +«,)) 

收效. u 

91. 假设…是满足下列条件的 
正数： 
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(*) «i ^ a 2 

(iO 级数 q h 
kh 明级数 


发眈 

匁.利片 P：f 题 91 中的结果，证明级数 


第8章补充和提高习題 

在巧题 卜4由和式$义的级数$ 心中， 
级数收敛，哪些级数发散？提出答案理由. 

L (3 n ~2)^^' Z J] ^J+"/ - 


lo 2 10' 10" 10 5 10 s 


在习题 5，8 由级数项公式定义的级数 

中，哪些级数收敛，哪些级数发敢？提出 答^的 
理由. 

m , n(n + I ) 

5 . n ' = L °-' = (77^)(-^ 0 "- 

(提 示： 写出级数的若干顼，考察消去哪些因 
式，然后推广 .） 


% CvV 7 


的值- 

is. 求使级数 


绝对收故的所有 X 值， 

019. (a) 极限 


8 - a n - 】/3"， 若 n 为奇数 i 、= W， 若 n 为偶 
数 ■ 

泰勒公式 


(… 广 ■ 

用/及其各阶导数在 i=a 的值表示/在 * 的值 . 内 
此，在数值计算中要求/及其导数在点《的值是已 
知的. 此外，要求同我们关注的/求值点足够近， 
以便使 U-a)” 1 是很小的值，以致可以忽略余式. 

在习題 9- I 4 中，应选择什么*勒级数表示给 
定*值附近的函效？ （町能 有一种以上合适的答 
案-)对选择的绂数写出前面4个非零項. 

Acosi 在 1 = 1 附近. 10. sin* 在 1=6. 3附近. 
11 . e* 在 *=0.4 附近. 12 * in* 在; （ = 1.3 附近. 
13. 附近. HarT 1 ；!： 在; c=2 附近. 

15. 令^和*是滴足 Ocact 的常数.序列 

IU* +*■)'•"' I 

是否收敛？它如果收敛，极限是什么？ 

16. 求无穷绂数 


的值显现依赖于《的值吗 •> 如果依赖，耶 
么是怎样依赖的？ 

^(* - («和6是常数>_0) 

的值显现依鶬 T 6的值吗？如果依赖 ，那 
么是如何依賴的？ 


M. 证明： 苦级数 J a . 收敛，则级数 

!(匕 4 ^). 


收敢. 

21* 求幕绂数 


中使收敛半径等于 5 的常数*的值. 

22-你怎样知道函败 aim ltir 和 e 1 不是多项式? 

提出答案的理由 4 
23. 求极限 


中使极限值是有限的常数 a 的值，井且求极 
限值. 

24. 求极限 
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中使极限值等于 -1 的當数 a 和6的值. 

25. 拉阿伯检杜法（或离斯检瞻法）我们提出 F 述 
检验法而不于证明，它是比率检验法的推广. 

拉阿伯检狯 法：若 是正常数项的级 
数，井且存在常数 C T /和 / V ,满足 

亡= ⑴ 

其中对于 n s / v , 1/( n ) I < K , 则绂数 ^ 
(: >1 时收敛而当 C <1 时发數. 

证明： 拉阿伯检验法的结果同你所知道的 

关于级数和的结果一致. 
M . (续 习趙 25) 假定级数 g u „ 的项由公式 

, (2n - I) 1 

Ul =*' U - = C 2 n )(2 n + l ) u ' 

递归定义.应用拉阿伯检验法判定级败是否 
收敛. 

27-假定级数收敛，并且对于所有\ s — 1, 
a a >0^ 

( a ) 证明级数 b | ^收敛 

( b ) 级数 f fl n /(l -O 收敛啤?作出解释. 

28. (螻习题 27) 假定级数收敛，并且对于所 

有〜 \> a a >0. 证明级数客 In (I - O 收 
敛.（提示：首先证明 I （1 - (O t 莓 
\/( 1 - aj -) 

29. 尼科尔_麋霄姆定理证明尼科尔 ■ 典雷姆 定理： 

1 + ' 2 + ■ 3 +■■--!■ +…= 4 

(徒 示： 对公式 

rb = 1 + 1 1 " 

两端微分 .） 

30. ( a ) 证明，对于 UI >1， 
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Y n( n + ] ) 2x 2 

_4 i v = 

(徒 示： 对悄等式 

t x ''' - fh 

礅分两次，用*乘所得结采，然后用代 
换 *■) 

( t ») 利用 （ a ) 求方程 

^ i 

大于】的实数解. 

31. 质置控 M 
(岣对级数 


微分，获得的级数+ 

W 一次掷两顧骰子获得7点的蜓寧是 p = 1/6. 
如果重复投褲，在第 n 次首次出现7点的 
概丰是广 其中 fl = l- P =5/& 直到首 

次出现7点为止的期望投掷次数为 

$ 求这个级数的和. 

U) ^果你是对 X. 业生产实施统计控制 的丁程 
m , 以随机方式从装配线抽检产品.你把 
每件抽样产品归类为 M 合格”或者 〈合格' 
如果一个样品合格的 概幸是 /N 而不合格的 
槪率是那么在检验中首次不合格 
产品是在第^次抽检的概率是；汁算 
这个级数的和（假定0吖<1). 

32. 期望值假设随机变置义可以取值 i , 2, 3,… 
的概 率为凡 ，朽， P 3, …，其中 Pi 是丨等= 
U 2* 3,…）的槪率.此外，骽设外备0,并 R 

言 h = L A ■的期望值为^ kp ki 用£ ( 义)表 
示' 只要这个级数是收敛在下列每一种情 
形，证明 | Pi = l , 并且求 EU )( 如果存在）. 

d 孕. 

tc ) Pi = * uVi ) = T - r ! T - 



第 9 章极坐标与圆锥曲线 


概述这一章我们讨论极坐标中函数的曲线.导教和枳分.对干描述捷转运动，例如行星和 
人邊卫星的运动，敗坐标是很有用的工具，同时惙坐标也能简化多重积分 （第 13章）的汁算1此外， 
本辈要重溫抛物线、椭圆和双曲线的几何定义，并且推导它彳[ I 的标准方程.这几神曲线称为圓雄曲 
线，它们铍作为抛射体、行星以及在重力成电磁力单独作! f ! 下的饪何箕他运动物体运行路径的 
懊型. 

9. 1 极坐标 


本节讨论极坐标及它们问笛长儿坐标的关系. f 面内的 一点只有一个笛卡儿坐标偶，但是 
有无穷多个极坐标偶 . 

9.1.1 极坐标的定义 

为『定义极坐标 t 我们首先固定一 个通点 0( 称为极 
点）和从0引出的一条初始射线（见图 9.1). 然后，每一 
点 P 可以通过对它指定板坐标 ffl ( rj ) 定位，其中「给出 
从0到 P 的有向距离，0给出从初始射线到射线 UP 的有 
向角. 


极坐标 

P(r. e) 

/ \ 

从0到 P 的有向距离 从初始射线到的有向角 



vimm 

W 9. 1为了定义平®的极坐 

从一个原点（称 为极 点） 
和_ __条枋始射线着手 


像在三 角学中那样，角 e 在依反时针方向度量时取正值，依顺时针方向度量时取负值.同一 
个给定点相联系的角不是唯一的.例如，沿射线 e = ir /6 距离原点 2 单位的点具有极坐标 r =2, 
e = TT/6. 它也有极坐标 r=2, 0= -1177/6( 见图 2 )_在某些情况下，允许I■取负值.这是我们 
在定义忾!■，的时用有向距离的原因.点 f(2,7TT/6) 可以由初始射线依反时针方向转动 7tt/6 弧度 
和前进2个单位达到 { 见图 9. 3). 它也可以由初始射线依反时针方向转动 ir /6 和后退2个单位达 
到.所以这个点也有极坐标>"=-2, $ = ir /6. 



罔 9. 2极坐标不是唯一的 


囝9.3极坐标可以有负 r 值 
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例 1求点/ •( 2, TT /6 ) 的所有极坐标 . 

解我们绘制坐标系中初始射线的略图.阑出从原点幵始 N 初始射线构成7/6 弧度 角的射 
线，并 J 1 标出点 （ 2 ， tt / 6 > (见阐 9 . 4 ).然后求 P 的其他半标偶的角，其中 r = 2# r =-2. 


i ^ ~ " 


屮 ■-¥) 
屮々） 


阁 9. 4 点尸 (2, 7 T /6) 只有 尤穷多个极坐标偶 （例 1) 


对于 r =2, 所有角的列表为 


TT _ 

T ’ 


2 tr . 


对于-2,所有角的列表为 
_ 5 jt 
' 6 -1 




AP 的对应坐标偶是 


言 ± 4 ir , ^ ± 6 tt , - 
- ^ ± 4 tt , - ^ ± 

0 D 


(2 t 胥 + 2n7t^ , a =0, ± 1 , ± 2 t 


和 




n =0, ± 1 ， ±2，… 


当 n =0 时，上面公式给出 （2， tt /6) 和（-2, -5 tt /6). - 

( -2,加/6).等等. 

9.1.2 极方程与团形 

如果保持 r 为固定的常数值 r = a #0, 点 P ( r , fl > 将位于同原 
点0相距 I 0 I 单位的位置.今在 K 度为277的任意 K 间上变动 
时， P 描绘一个中心在0半径为 UI 的圆（见图 9.5). 

如果保持0为固定的常数值 e = &, 而让 r 在和®之间变 
动， 点 P(r' 0) 描绘一条通过原点0的直线，它同初始射线构成 
度量为％的角. 


1时，公式给出 （2, l 3 n /6) 和 



E 5 9.5 一个 圆的极 方程为『 = <• 


方程 

图形 

r - a 

中心在0半径为 1«1 的圆 

O = 8 0 

通过0同初姶射线构成角&的圆 


例2 

(*)(■ = 1和「= -1 是中心在 Of •径为 1的圆的方程. 

( b ) 0 = tt /6, ff = 7 n /6 和#= - 5 tt / 6 是图 9. 4中的直线的方程. 
可以把形式为 r = fl 和的方程组合起定义区域、线段和射线. 
例3画出点的极坐标满足下列条件的点集的图形： 
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第 9 幸 


( a ) 1笑 和 0 耷没矣 

(b) 

(cl r^O 和 0 = 士 ’ 

(dj 2 - f ^ e^-f (对 r 无限制). 
解这些图形显示在图 9. 6 中. 



o 山 

囝9_6含 r 和9的典型不等式的阁形 （例以 


9.1.3 极坐标同笛卡儿坐标的关系 

当在平面内同时使用极坐标和笛卡儿坐标时，我们把两个坐标原点放在一起，并且以极坐 


标的初始射线作为笛卡儿坐标的正 T 轴.射线 0= tt /2, 
变成正 y 轴（见图 9.7). 于是，两个坐标系的关系 
由下列方程表示： 


联系极坐标与笛卡儿坐标的方程 

x-t cos S t y -r sin 9 r x + y 2 = r 2 


当已知极坐标 r 和 0 时，前面两个方程唯一地确定 
笛卡儿坐标1和 y . 另一方面，如果已知笛卡儿坐标 z 
和第三个方程对 r 给出两种可能的选择（一个正值和 
—个负值）.对于每一种选择，存在唯一的石 e [0, 2 tt ) 



满足前面两个方程，每一种选择于是给出笛卡儿坐标点 图 9 . 7 表示极坐标与笛卡儿坐标 

的一个极坐标表示.笛卡儿坐标点的其他极坐标表示可 关系的常用方法 
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以由这两种表示确定，如例1所示. 
例4下面是某些等价的方程. 


极方程 

等价的笛卡儿方程 

极方程 

等价的笛卡儿方 s 

r uros 占 = 2 

r^cciH ^ =4 

r 2 ^™ 1 #-r 3 sin I #= l 

i =2 

r = 1 十 2r con 0 

r 2 -3I 3 -4x - l =o 

x* +r 4 +3 jtV ： +2V -r 1 =0 


就某些曲线而言，最好不采用极 坐标； 对于另外一些曲线则相反. 
例 s 求 + 见® 9.8) 的极方程， 

解 * 2 +r ~6y+9=9 (展开 （ r -3) : ) 

(消去 9) 

r J -6r »in = 0 (a 1 + ) 

r=0 或 r -6 sin ^ = 0 

r = 6 ^\ne (包含两种可能性） ■ 

例 e 用等价的笛卡儿方程代替下列极方程，并 a 确定它们的 
图形： 



(c), = — ^— .. ffl9 S 例 5 巾的圆 

2 cos - sin 

解我们利用代换 r ⑶ S tf = ；c，r s infi=y, r 2 = x 2 + y \ 

(a) r cos ^ = - 4 

笛卡儿方程 ： r cos 0 = - 4 


图形：通过 * 轴上 -4 的垂直线 
(b)r 3 =4r cos B 
笛卡儿方程： r 2 = 4r coa Q 
x +y 2 - Ax 
x 2 -4 x + y 1 =Q 
x 1 - 4 x + 4 + y 1 =4 (配 方） 
( x - 2) 1 +/ =4 

图形： 中心在 （fc, =<2, 0) 半径为 2 的圆 
，丄_ 4 


笛卡儿 方程: 


- sin 0 

r (2 oi 


^ - sin 0) =4 
2r cos & -r s\n 9-4 
2欠 一y = 4 
y -4 

图形： r 截距* = -4斜率 m =2 的直线 
习题 9. 1 

1- 下列哪些极坐标偶标记同-个点？ 

U)(3 t 0). (h)( -3 t 0). 

(cJ(2,2ti/ 3). (d)(2,7Tr/3)r 

[e)( -3, tt). (f)(2 T Tr/3). 


(g)( 
2. 下列 


[-3, 
嘐些 t 


2 tt )* 


(hH 


极坐标偶标记同一个点？ 

U)( -2, it /3). (b)(2,-, t /3). 

0 ). id )( r,e + ti ). 



(e)( -r t 0). (f){2, -2 tt/3). 

(g)( + (h)( -2 t 2u/3). 

3. 描绘 F 列点（以极坐标给出）.然后，求每个点 
的全部桩垩标： 

( H J <2 lir /2), ( b ) C 2,0). 

(cj( -2 t n/2). ⑷ （ -2,0). 

4. 插绘下列点 < 以极坐标给出）.然后，求每个点 
的全部极坐标： 

( a )(3 t ir /4). ( b )( -3^/4). 

(c)(3, -it/4). (d)( -3, -ir/4). 

5. 求习題 t 中各点的笛卡儿坐标 - 

6. 求下列点（以极坐标给出）的笛卡儿坐标： 

(» J ( A , Tr /4). ( b )( l T 0). 

(cJ(0 t Tr/2). (d)( -^. tt /4), 

(c)( -3,571/6). (f)(5, 1^ '(4/3)). 

( K ){ - l ,7 n ). ( hK 2 vT ,2 Tr /3). 

在>】靱7〜 22 中，画出满足方程和不等式的极 
坐标点集的图形. 


^ = 2 t /3 1 • 

0 - Htt/4, 

tt/ 2, r 岑 0+ 


47. r sin ( 0 + f) = 2. 48. r sin ( 穿 - 扣 )= 5. 

在 W 题 49-62 中，用等价的扱方程代替笛卡 
儿方程 - 


r = 1. 

tt/4 ： S0 姜 3tt/4, O^r 


在习題23~48中，用等价的笛卡儿方程代替 
极方程，然后，描述或者确定图形， 

9.2 在极坐标中作图 


(*+2) 3 +(”5) 3 =16. 

求原点的全部极坐标. 

垂直 tt 与水平钱 

( a 丨证明 V 平面内的每条垂直线具有 r = t 
形式的极方程 - 

t bi 对于水平线求类似的极方程 ■ 


本节描述在极坐标中绘制方程图形的方法 ■ 

9.2.1 对称性 

图 9.9 用图例说明对称性的标准极坐标检验法+ 



0 对的对称件 b> 吋十 .1 轴的 4 称性 c ) 对亍晾奋的对称件 

图 9. 9极坐标中对称性的3种检验法 
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极坐标田形的对称性检 tt 法 | 

|1)对于 * 轴的对 称性： 如果点 （r，0) 位 f 图形1:,耶么点（「.-⑴或者（-~11-(0位于阐| 
形上（见阁 9. 9a). | 

(2) 对于 y 轴的对称 性： 如果点 （r，0) 位于 ffl 形上，那么点 （I'.TT-fl) 或者 （-r, - 0)位于阐 | 

形上（见图 9. 9b). , 

(3) 对于原点的对 称性： 如果点 （ r ,fl)fV._f •阁形上.耶么点 （ -「,#)或者 + 位于 m i 

形上 （tt 图 9.9 C ). : 


g. 2.2 斜車 

极坐标曲线 <■=/ (幻的斜韦由 dy 如给 出， mi 不是由 「’ = d//dfl 给出. 为了明 白原因，把/的 
图形设想成参数方程 


x = r cos ff = f( e)cns 8, y - r sin S = /( S) sin S 
的图形.如果 / 是 £1 的可微函数，那么*和>■也是#的可微函数.而且当如 /d0/O 时可以从参数 
公式计算 6y/Ax, 

(”节方程⑺， H) 


^ (fie) <sin 0) 

盖 (/ ⑷ B) 

盖 sin 沒 + /(^)cos B 

cos 8 -/(^)sin B 
qB 


(导数的积法则） 


曲线 r=/( 幻 的斜率 

假定在 <rj), dx/de^o. 


d^l = r(e)Mn$ +/(g) cos e 

Ax I f f (9)co^ 0 -/(^)sin 6 


如果曲线「=/(60在 0 = 禹通过原点，那么 /( 式 ）=0, 而斜率公式给出 


办| 

d^l, 


f(&x 

"/ f <d c )cos e 0 


=tan $ a 


如果 <■=/( 的的图形在值 e = & 通过原点，曲线在 <0,%)具有斜率 tan 0。.我们说 ■•在 <0.&)的斜 
率”而不说“在原点的斜宰”，原因在于极坐标曲线可能通过原点（或者任何点）一次以上，在不同 
的#值通过原点有不同的斜率.但是，下面第一个例子不是这种情况. 

例1画曲线 d -cos 6»的图形， 

解曲线对于*轴对称，因为 

(f,e) 在图形上=> r = I - cos tf 


=> r =i 1 - cos (一 汐） {coe d - oos C - 0)) 


=> (%- 幻在图形上 
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当 e 从 0 增加到 77 fl . J ". cos 0从 I 减少到 -i . | fi ] r = I - cos 从最小值 0 增加到最大值 2. 今继 
续从 tt 增加到时，从 - I 增加冉冋到 I . 而「从2减少再回到 0. 曲线在0 = 2!!时开始取 
复.因为余弦函数以为周期. 胃 

曲线以斜率 tan (0) =0离开原点，乂以斜韦 lan (2 tt ) =0返吋原点. 

我们造一张函数从 ff = 0 到 e = TT 的数值表，描绘函数的点.通过这些点画一条在原点带有水 
平切线的光滑曲线，并且经过 I 轴反射曲线，完成 闱形 的给制 （ 阽围 9. ]0).这条曲线称 为心脏 
线，因为它的形状像心脏. _ 


at b) L .) 

W 9 . 10绘制心脏线 r = l -™ s <) 阐形的步骤（例 1). 箭头表示 S 增加的方向 
例 2 画曲线的图形. 

解方程 〆 COS 要求 cos 必0,所以让 (9 从- f 变化到 f 得到完整的图形.曲线对 
轴对称，因为 

( r ，0) 在围形上=> r' = 4 cos & 

=> r 1 = 4 cos (- 8 ) (cos 9 = cos ( - fl )) 

^ ( r , - 9 ) 在图形上 

曲线也对原点对称，因为 

( r T S ) 在图形上 r 1 - 4 COS S 

=> (- r ) 3 = 4 cos 6 

=> (- j ) 在图形上 

这两种对称性一起蕴涵曲线对于 J •轴对称. 

曲线在0= - TT /2 和0 = 通过原点.它在原点两次具有垂直切线，因为 tan 6) 为无穷大. 
对于区间（ - ir / 2 ， ir /2) 内的每个61值，方程/ =4 co 3 ff 给出两个 r 值： 

r = ±2 '/cos $ 

我们列出几个函数值的简表，描绘对应的点，并且利用关于对称性和切线的信息指导我们 
用光滑曲线连接各点（见图 9. 11). U 

9.2.3 作图的方法 

绘制极坐标方程「=/(幻图形的一种方 法是： 造坐标值 （ r ,0) 的表，描绘对应的点，然后按 S 
增加的顺序把它们连接起来.如果画出了足以显现图中所有环形和浅凹形的点，这种方法可以 
绘制出满意的图形.下面讨论另外一种方法，通常可以更快地画出更真实的图形： 
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(1) 首先在 苗卡儿咕坐标 平面画出，=/( 幻的 ffl 形； 

(2) 然后，利用笛卡儿坐标图形作为一张 
”表' 指导绘制 极坐标 图形. 

这种方法胜过简单的点描绘方法，因 为最初 
的笛卡儿坐标图也即使是仓促画成的，也一看便 
知 r 在何处取正值、负值和不存在，以及 r 在何处 
增加和减少.请看下面的例子. 

例3画双纽线 r z = s i n 20 的图形. 

解这里，我们从笛卡儿坐标平面内绘 
制而不是 r ) 作为0的函数图形开始，请见 
图 9 , ]2 a . 由这个图形转到卒面内的，= 

± 图形（见图 9. 12 b ). 然后画出极坐标中 

的图形（见图 12c). 图 9. 12b 的图形 "覆 盖” 

图 9. 12 c 中最后的极坐标图形 两次. 我们可以用 
图 9. 12 b 中两个上半部分或者两个下半部分单独 
绘制图 9. 12 c 的两个环-但是，两次覆盖图形没有 
害处，这样做实际上使我们稍微多了解一些函数 
的特性. ■ 

利用技术设备 { 用参数方程给 制极坐 标曲线 
图形） 

对于复杂的极坐标曲线，可能需要利用绘 
图计算器或者计算机绘制曲线图形.如果绘图 
设备不能直接绘制极坐标图形，我们可以用 



等式 

I = r cos = /( e)coa 0 , y = r aia$ - /($) sin 0 

=/<(?) 转换成参数形式，然后利用绘图设备在 
笛卡儿 *7 坐标平面绘制参数化曲线的图形.对于 
绘图设备，可能需要用参数 t 而不是 ft 


图 9. 12 为了在笛卡儿 r# 坐标平面绘制 b 中厂= 
/( S ) 的闬形，首先在 / e 平面绘制 8 中 
r 2 =sin2# 的 ffl 形，然后忽略 sin 2e 为 
负的 (9 值； b 中草图的半径覆盖 
纽线的极坐标阁形两次（例 3) 
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f 9 聿 


习 H9.2 

在中，辨别_线的对称性 ， Btrimi 


曲线荦阁. 

I. r = ] + r<m 玟 

3. r = 1 - sin ft 
5 h r = 2 + »in 9. 

7, r = win (0/2). 
9. r l = vxm 6. 

II. !■: = - sin ft 


2. r = 2 - 2 f ort 8. 
4. r = J + sin ft 
6. r = J +2 win fl. 
8, r = r：tiH ( ^/2). 
10. r* = »in ^ 

12. r 1 = - f fw tf. 


在 jj 题 U -16 中， _ 双纽线的闬形 . 题中 
的曲 线具存 什么对称忡" 

13. r 2 -4 ciis 2dr 14. 〆=4 sin 2汰 

IS. r 7 = - sin 26. 16. r' - - rrw Iff. 

在 jj 题 17 -20 中，求曲线在给定点的斜率. 
脚曲线以及它们在那辟点的切线的葶闬. 

17. 心脏线 r = - I + &i 6= ± u/2. 

IS, 心、脏钱 r - - 1 + ^in fl； 0 -0,7T. 

19. 四叶玫璃线 f = »in Q- ± tt/4 ■士 3tt/4. 

20. 四叶玫 3# 线 r = ros 2^? S - 0, ± it^2 

在习题 2〖~24 中， _ 蚶线的图形. ‘‘蚶 「 
( ，读作“ Wma ^ n " >是法语对“蜗牛” 
( snail ) 的称呼1当你_出4题2〗中的蚶线后.就能理 
解这个名称 ■ 蚶线方程的形式 >』 r=a ±b 1.^ d i ^. r-u 
±bsiu 9, 阁形有 4 种基本形状. 

21. 具有一个内环 的鉗线 

(fl)r= ^ + ros 8. 

22. 心脏线 
(ajr- 1 - cos 6. 

23. 带浅凹的蚶线 

{ a}f = Y + fOS ^ 


[b) r = -^- + sin 9. 

(b) r = - 1 + sin 0, 

(b) r = 舍 — sin B. 


24. 卵形蚶线 

(a)r = 2 + (oh fl. [b)r = -2 + sin A 

25. _rti 七等式 一1 矣 r 耷 2 和 - tt /2 霉衫筅 ti /2 定义 
的 k 域的卓 m 

26. _由不节式 0^ r ^2 wee 沒和一 tt /4 矣在 tt /4 定 
义的 K 域的筚[礼 

( v .- mr ? 和 2 K 中，典[由不等式定义的 KM 的 

mi 

27 . 0 ^ r ^2 - 2 ^ B - 28, 0^ r : ft 

1129 卜 rfn 哪条 { Hi 线具冇冋 —1 样的 ffl 形9 
(a} f = - 1 - tm 0. [ b} r = 1 + cm S. 

川 代数办 法验 iit 你的祚案. 

H 30 下面哪条曲线凡打閬「= ( -0^2沒-样的 图形？ 

{ a) r = - win { 20 + tt/2 ) . ( bj r = - fc>s ( 0/2). 

川代数 A 法验 证你的答案. 

EP 1 玖瑰线内的玖璩«両方程 r = l S m 3 fl 的 

阁形. 

B 32. 费霄斯 VI 脏线闽弗窗斯肾脏线 


的阁形. 

033 玖璁线 _ 玖瑰线 r = r 似灿 对丁 m= 1/3、2 + 
3.7 的阁形 . 

034* 鑼线极坐鉍正适合用于定义蠼线.圃下列蠼 
线的 阁形： 

(a ] r = ^. ( h) r = -0, 

( W 对教螵线 r < d ) 双曲螺线 mS /沃 

( O 等轴双曲线 r = ±10/0. 

(对蟫线的两支用+间顔色表示 .） 


9.3 极坐标中的面积和长度 


本节讲述如何求极坐标中平面 K 域的面枳和曲线的 
长度. 

9. 3.1 平面区域的面积 

图 9. 13中的区域075以射线6 = £1 和0=芦以及曲线 
r =/( e ) 为界.我们用基于角 7 WS 的划分 P 的 f ! 个不重鲞 
圆扇形区域逼近 K 域的面积.典型扇形的半柃为~ = 
fW ， 中心角为弧度.它的面积等于 A &/2 TT 乘半 
径为「》的圆面枳，或者说 



区域 0TS 的面积近似等于 


阁9, 13 为了导 ,‘ HR 域 ore 的面积公 
式，用囲扇形逼近区域 
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例2求位下 !Wr = l 内部和心脏线 r = i 〜外部的 K 域的面积. 

解我们绘制区域草图以便确定它的边界并 U 求出积分限（见阳9. 17). 卜:域的外侧 曲线 足 



在极坐标中 t 可以用不同的方式表示一个点.这个車实要求我们在判定某个点 ft 极方程的 
图形上以及确定图形的交点时格外小心. 〈在例 2中需要求阳形的交点. ） 在笛卡儿坐标中，经常 
可以通过解两条曲线的联立方程求它们的交点.在极坐标中，情况有所不 M . 解联立方程可能展 
现某些交点而遗漏其他一些交点.确定全部交点的一种方法 是阃出 方程的阐形. 

9 * 3.2 极曲线的长度 

通过把曲线 

r H a ^ 0 

参数化为 

x - r t：ow 6 ~ f { B ) cos / = r sin ^ = /( ^) sin 0 , a ^ 0 ^ ^ ( 2 ) 

可以得到曲线长度的极坐标公式.这样 t 由 6.3 许参数曲线长度公式 （1) 给出的长度为 



4用方程 (2) 代换1和 y 时.这个公式变成 



图 A IS 计算 心脏线的长度（例 3) 

例3求心脏线 r = l -cos 0 的长度. 

解为了确定积分限，我们画出心脏线的草图（见图 9. 18). 当6依反时针方向从0变化到 
211时，点描绘曲线一次，所以0和 2 tt 分别是 a 和卢的取值. 

取 
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得到 

和 


r - I - cos 


cJr 

68 


=sin 0 


(1 - oos e) 1 + (ain ^)- = 1 - 2 row $ + sin^ = 2-2 ros $ 


= (^ A ' s ' n： 扣 （ 〗 -tMVi ^ = 2 sin : |-J 

=|^2 | 9m |-J 

=2 &in 2~ (sin y ^ 0, 0 ^ ^ 2 tt ] 

=[-4 nosy] 2T -4+4 =8 


习题 9. 3 

在习颳 1 〜 6 中，求区域的面积. 

1，卵 形甜线 r =4+2 cos 沒的内部区域. 

2. 心脏线 r = a ( I + c«s 8), a >0的内部 K 域， 

3. 四叶玖瑰线 r = c O s 20 —叶的内部区域. 

4. 双纽线 〆 =2 a 2 ™ s 功， fl >0 的内部区域， 

5. 双纽线4 sin 20—个环的内部区域. 

6六叶玖瑰线彳=2 s 〖 n 30的内部区域. 

在习题 7 -16 中，求区域的面积. 

7‘ 圆 r = 2 C ™0 和 r = 2 sin 0的公共 区域. 

8阓 r = l 和「=2 的公共区域. 

9. 圆「=2和心脏线 r =2 (l S ) 的公共区域. 

10. 心脏线 r =2( 1 + cos 0) 和 r = 2 ( 】- cos 6 ) 的公共 
区域. 

11. 双纽线 r 2 = 6 C oa 勿内部和圆外部的区域. 

12. 圆 r = 3 a cos 办内部和心脏线 ' = d ( 1 +cos 9), 
a >0外部的区域. 

IX 圆广= ，2 cos 0 内部和圆 r = l 外部的区波 

14. 阏内部在直线， = 3 esc 之上的区域_ 

15 . {») 求附图中阴影区域的面积. 


^ r = land 



of 


(bj 从附囝看出 r = tan 授， -ir/2 < ff < tt /2 似乎 
以直线 z = 1 和 r - 1 为渐近线.是这样 


■ 


吗？提出答案的埋由. 

16,位于心脏线广=™ 0 + 1内部柑= C0S 沒外部 
的区域的面积 不等于 

[ ( ^ns 8 + I ) 2 - cos ； ^jdfl = 7 T 

为什么不等于 ■? 区域的面积有多大？提出衿案 
的理由. 

在习 M17-25 中.求曲线的长度 
1T 蠔线0莓衫瓦 

18, 嫌线 r = J/ 及， 

19, 心脏线 r = 1 + ros ft 

20, 曲线广 i a sin 2 ( tf /2 ) ， a >0. 

21 抛物线段 r = 6Al+cos£0, 

22, 抛物线段 r =2/( 1 -cos e) T - tt /2 
23 -曲线， = cds 》（0/3), O^tf^ir/4, 

24. 曲线「= J \ + sin 2 s T v'T- 

25. 曲线 r= /I + cm 2 H , 0 糾莓 tt 乃. 

26. 圔的周长照例 T 在面对一个新公式时，一个 
好主意是把它试用 f 熟悉的对象上.它必定会 
给出同以往经验相符的结果.利用曲线的长度 
公式 (3) 计算对于 a >0的下列岡的周 K:: 

{»】r = fl+ ( b) r - a cos S . fc)r = n sin 0. 

27. 曲 ttr=/[J 丨. a 在芦的长度假定盂安:用 
到的导数连续，说明代换 

J = /( ) cos $ f y = /( #)sm $ 

(正文中的方程 (2)) 如何把 





变换成 


2 a 平均值如采/赵连续闲数.曲线 

〖.相 对： Pfl 的极平标「的 T - 均值由公式 

「■-= 〆 :)>_ 

给出.用这个公式求对7«>0的下列曲线 hr 
关于0的平均值： 

(a| 心脏线 f = u(l - ros I?); 

9.4 圆锥曲线 


( bJE?Ur = rt ； 

( c) ERI r = rt ros fl, - ir/2^tf^TT/2. 

29. r=/{#J 与 r = 2/( 没）关 J ' 曲线， a ^9 
^ 2/( ff) T 的相对 K 度能够 

得出什么 结论？提出 芥案的珥由. 

30 r=/(tf J 与 r =2/(，> 把曲线 r =/(60 + 

彡和曲线 r =2/( W , 卢铙*轴旋转 产屮曲 

m 关于两个曲面的相对而枳能够得; u 什么结 
迨？提出答龙的理由. 


在这一节我们从几何上定义抛物线、椭岡和汉曲线，并 tl 导出它们的标准方程.这 3 种曲线 
称为®推曲线，因为它们是用平面切割对顶锥产生的曲线 （ a 图 9. 19)，这足古希腊数肀家用来 
描述这些曲线的唯-方法，他们那时没有我们现在的笛卡儿坐标或者极半标的 TR . 



岡:# _惟轴《 面棚雜_ _线4«-.个_^ 觀觀锥 


a) 标准圃锥曲线 。 它 lf 】 M 用割对闻稚得到的曲线 



点：平面仅通过圆锥11点单 直线： 平面同圆锥相妨 两条梠交直线 

bt 退化圆锥曲线，它扪是用通过稚顼的弘面 切割圆 锥得到的点和直线 

图 9. 19困锥曲线 


9. 4.1 拋物线 


定义同在平面内给出的固定点和固定直线等距离的全部点组成的集合是抛梅线.固定 I 
点是抛物线的焦点.固定直线是抛物线的准线. I 
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如果焦点 M;/ 十准线 /- 1_，抛物线成为通过的 G 线.这被矜成退化的抛物线，所 
以此后假定焦点 A’ 不在准线 A I.. 

当抛物线的焦点和准线跨越一条坐标轴时，它具有最简单的方程.例如，假定焦点位十正 ） 
轴上的点厂 (0, /;), 呃准线是托线）'=-忾见围9.20).按图中的表示法.点 PU. W 位十抛物 
线上 丐且仅 = 由距离公式， 

- y(*-o> : + (j-p) j = /i ! + - -p ) 1 

PQ = /(*-*)■+ (v - ( - p )) : = y (y + p ) 1 
令这两个表达式相等，两端白乘并 a 简化，得到 



上面的方程敁现抛物线对 r 轴的对称性.我们称>•轴为抛物线的轴 （ 简称“对称轴 . 

抛物线同它的轴相交的点是 顶点 . 抛物线 V =4 py 的顶点位十原点（见图 9.20), _tK 数 P 是抛 
物线的焦距. 

如果抛物线向下张开，以（0, - p ) 为焦点和以丑线） •=;> 为准线，方程 （1) 变成 


通过交换变量 a ■和 y , 我们得到向右或者向左张开的抛物线的类似方程 （ 见图 9. 21 ). 



图 9. 20抛物线的标准型 i ; =4 f > v ， f^O 图 9.21 


例1求抛物线/ = 10* 的焦点和准线. 

解先求标准 方程 〆 = 4 PI 中的;> 值： 

= 10，所以 p = ~ 

然后求对于这个 P 值的焦点和准线： 

焦点： （ f 、0)= (夺，0) 


准线： * 


P 或 X = 
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9.4.2 椭圆 


定义椭圆是甲面内的点集合.其中的点 M 平面内两个固定点的距离之和为常数.这两 i 
个 (S1 定点是拥岡的焦点. | 

通 H 椭131焦点的迕线是焦轴.焦轴上两个焦点 之间的 中点是 捕圆的 中心.焦轴同椭岡相 i 
交的点尨椭阀的 顶点 （见图 9. 22). I 


如果焦点是/^-^川和尽卜川从阽图丨；^,并 tiff,+P& 用 h 表示，那么楠圆上点 P 
的坐标满足方程 



为 r 简化这个方程，把第一-个根式移到方程的右端，两端自乘，分离剩余的根式，冉乘， 

得到 

^ + 7^7 = 1 ⑴ 

-由于 + P& 大于长度尽^^根据三角形尸厂^的三角不等式），数 2o 大于 2e. 因此， a>c 而 
方稈 （2) 中的数 a 2 是正数. 

把导出方程 (2) 的代数运算步骤反过来，可以证明.如果每点 P 的坐标满足以 0<c<« 为条 
件的这种形式的方程，它也满足等式 =2 a . 因此， 一点位 于椭圆上当且仅当它的坐标 
满足方程 (2). 

如果 

b = /n J ~ c 5 (3) 

那么并且方程 (2) 的形式为 



方程（ 4 )显现这个楠圆对于原点和两个坐标轴对称.它位于以直线 ±(1 和 7 = : tfc 为界的 
矩形内部.它冋坐标轴在点 （ ±«，0)和(0, 相交.在这四个点的切线垂直于坐标轴，因为 
^ (職讀賊狀 S(4) 翻 j) 

在1 =0时为零和在; r = 0 时为无穷大. 

在方程 （4) 中，椭圆的长轴是联结点 （ ±«，0)的长度等于的线段.短轴是联结点 
(0, ±6) 的长度等于 M 的线段.数 a 本身是半长轴，数 fc 是半短轴.从式 （3) 求出 
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数〃 是椭圆的中心-焦点距离, 
例2椭圆 


如果 《=A. 椭岡变成为阓. 




(幻 


(见囝9. 24)H- 有 

'h K 轴 ： a = /Te = 4 
t 短轴：/，= w = 3 
中心-焦点 距离 ： c =孤-9 = Ji 
焦点： （±c，0) = ( ±^ff ,0) 

顶点： { ±«.0) = ( ±4,0) 

屮心： （0,0) 

如果交换方程 （5> 中的 * 和^ 得到方程 

?! + z !_ _ | 

9 16 -' 



这时这个椭圆的焦点和顶点在 r 轴上. tt 轴是垂直线段而不是水平线段.在分析方稈 （5) 和<6) 
时不要出现混乱.如果我们求坐标轴上的截距，会知道长轴所在的位置，因为它是两个轴中较长 
的一个. 


中心在廉点的满圆的标准型方薄 

焦点在 * 袖上：= 1 (ft>b) 薄.点在 y 轴上： p - + 4= I (a>b) 


中心 -m 邹釀 t: c =/^ 

焦点： （±c,0) 

顶点： （±a,0) 

在上面两种情形， a 是半长轴. 4是半短轴. 


中心-焦点 距离： 
焦点： (0, ± c ) 
顶点： (0, ±«) 


9.4.3 双曲线 


定义双曲线是平面内的点集合，其中的点同平面内两个困定点的距离之差为常数.两 
个固定点是双曲线的焦点. 

通过双曲线焦点的直线是焦轴-焦轴上两个焦点之间的中点是双曲线的中心.焦轴问双： 
曲线相交的点是顶点（见图 9. 25). 


如果焦点是 f ,( _〜0)和&(<：,0)(见图9.26),并且双曲线上的点到焦点的距离之差为常数 
2a , 那么点 （ a ：, y ) 位于双曲线上当且仅当 

/(jc + c) J + / - -Jix - c ) 2 + y 1 = ±2 a (7 ) 

为了简化这个 方程， 把第二个根式移到右端，两端平方，分离絢余的根式，再平方，得到 

= 1 ( 8) 

至此，这个方程看起来同椭圖的方程完全一样.但是 a : 现在为负数，因为 2 a 作为二角形 

Pf '. F , 两边之差小于第三边 2 c . 
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iff 9 * 



if !9. 25 双曲线焦轴上的点 B 19.26 双曲线右两支，所示《曲线在右支上的点满足= 

la . 在左 i ； 上的点«足/^ - P & =2 a 

把导出方程 (8) 的代数运算步骤反过来，可以证明，如果每个点 P 的坐标满足对 
种形式的方程.那么也满足方程 (7). 因此.一点位于双曲线上 当且仅 当它的坐标满足方程 (8). 
如果用6表示的正方根，即 


It - -Jc - a 

那么 a 1 - c 1 : - i > 2 , 而方程< 8) 具有更紧凑的形式 

S 去 1 


(9) 

(10) 


方程（〗0> 同椭圆的方程（方程(4>)之间的差别在于减号和新的关系式 
e 2 = + b 2 (由等式 （9)) 

同椭困一样，双曲线是对原点和坐标轴对称的.它在点 （ ±-,0)同*轴相交.在这两个点的 
切线是垂直线，因为 

g ^ (用隐式微分法从方程（10> 得到） 

当 y = 0 时成为无穷大.双曲线没有 r 截距.亊实上，双曲线的任何部分不出现在 直线* =-« 和 
之间 ■ 

直线 y-±~~x 

是由方程（10>定义的双曲线的 两条渐近线， 求渐近线方程的最快方法是在方稈 （10) 中用0代替 
1,然后从新方程求解 



渐近线：云-皆=0或 ■ 图 9 27 例 3 中的双曲线及其浙近线 
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加果在方程 （H) 屮交换*和y,所得双曲线的焦点和顶点将位于 y 轴上.我们仍然川前面一 
样的方法求渐近线， m 是它们现作的方程足 ± 2W5. 

中心在厢点的双曲线的标准型方 S ! 

放点在 .T 轴上： — ^ ] :点在 J #上： A - = I 

屮心-焦点距离： vV+ ^ 

焦点:(0, ±c> I 

顶点： （0, ± a ) 

渐近线： 4-^=0 nlc y= ± a h X 
L 琦汴意渐 近线方 程的差别（第一个方程用 b / a . 第二个方程用 a/ W. 

下面我们利用 I. 2节中考察的原理.用I + /i 代替 x 和）_ + * 代替 >■ 移动圆锥曲线. 

例4证明方程 - 4 /+ 2 *+8y-7=0 代表双曲线.求它的中心、渐近线和 焦点. 

供 通过对I和 y 配方把方程化成标准勉： 

(*: +2*) -4(/ -2 y ) -7 
( 戈 2 + 2* + 1 ) - 4(〆 - 2y + 1 } =7 + 1 -4 

=i 

这是用 z + 1 代换1和 r- 1 代换7的双曲线标准型方程 （io>, 双曲线向左移动1个单位和向上移 
动■个单位，它具有1 + 1 =0 和: =0的中心或舂说中心在：， -1 和 y = i. 此外， 
a 2 = 4, 6 : - 1 . f 2 = ^ ^ b 2 =5 

所以两条渐近线是直线 

宁 -( r - i)=o 和 + (> - 1) - 0 

移动后的焦点坐标为 （-1 1). ■ 

习题 9. 4 


在习题〖~ 4 中，从方程 在习题 5-8 中，从方程 



屮心-焦点距离： r= vVTF 
焦点： （±t,0) 

顶点： （ ±«,0) 

渐 近线： 4- J -=0 ^ r = * 






第 9 聿 



4题9 ~ 16给出抛物线的方枰.求每条抛物线 
的焦点和渐近线.然抛物线草 m. 4阳中_ 
出焦点和准:线. 

9. = I2x , 10. x 1 = 6y . 

"■ 丨 = - 8 >, 12 、/ ， - lx. 

13 k > j = Ax " ► 14. r = -8 : 3 l 

15. x - -3y : . 16. x - ly 1 . 

4 题 17 -2 4 给出椭 M 的方程 ^ 把每个方程化 


为标准哂.然后画出椭 KI 的牮吼 在闬中 


焦点. 

17. \tx 2 +25/ =400, 
19. 2x l + 〆 二 2. 

21. + 2 / =* 

23. 6^ +9^ =54, 


18. lx 1 + 16/ = LJ2. 

2 a 2/ =4 

2Z 9x 2 + I0y 2 =90. 

24 169^' +25 r 3 =4 225. 


习潁25和26给出 u 平面内中心在原点的椭圆 


的焦点和顶点的坐标.在毎种犓形，从给定条件氺 
椭圆的标准型方程< 


25. 焦克： { ± J2 , 0 ), 顶点 ： (±2,0). 

26. 焦办 ： （0, ±4)； 顷点：（0, ±5), 

习题27 -34 绐出双曲线的方程.把每个方程 
化为标准型，并 n 求双曲线的渐近线.然后阃出双 


把抛物线 y : = k 向卜移动 2 个申位和向心移动 
1 个单位 * 产生抛物线 （ _r+2) : =8U-a 
(*0 求新抛物线的顶点，焦点和准线， 

(b)lflU 出新的顶点，焦点和准线、并 UtW 在新 
M 物线中 ^ 

40. 把抛物线 /= -4/ 向左移动 1 个单位和向 h 移 
动 3 个肀位，产生撖物线 -4(y-3 )」 
(«) 求新抛钫线的顶点、焦点和准线 . 

(b)_ 出新的 顶虡 1 焦点和准线，并新 
抛物线中 . 

41 把拥岡 “V 〖 6) + ( r V9) = I 向心移动 4 个中位 
和 hh 移动 3 个单位，产椭阓 



(a) 求新橢01的焦点、顶点和中心. 

(b) iffii 出新的焦点、顶点和中心，丼 fi 脚在新 
椭闽屮. 

42. 把捕圆（？/9) + ( r ： /25) - L 向左移动3个中位 
和向卜移动2个笮位.产生椭阓 

9 + 25 - 1 

(a} 求新 ffi 困的 焦点. 顶点和中心， 

(b) ㈣出新的焦 aU . 顶心和中心.并 R_ 在新 
椭圆中. 

43. 把双曲线 UV】6) -(// 9 ) =1向右移动2个申― 
位.产生双曲线 



曲线的草图.在罔中_出渐近线和焦点. 


/- X 2 =8. 

8i 2 - If = 16. 
8r 2 -2^ =16. 


28. 9x 2 - 16/ = 144. 

30. / =4, 

32. v' - 3x 2 =3. 

34. 64* 3 -36 / =2 304, 


4M35 〜 38 给出: ry 平面内中心在原点的双曲 


线的焦点或者顶点坐标以及渐近线方程.在每种情 
形，从给定条件求双曲线的标准型方程. 


托焦点 ： <() T ± v ^); 渐近线：？ = 

36. 焦点： （±2,0); 渐近线：： ± J ： 

37, 顶点： （±3,0)； 渐 近线 ： r 二 ±| *■ 
58. 顶点： (0, ±2)； 渐 近线： r = ±y 


在求解习题39 -56 之前 T 或许珎霱要复习 
下 1.2 传. 


(a) 求新双曲线的中心.焦点、顶克和渐近线 - 
<b) 幽出新的中心、焦点 h 顶点和渐近线，并 
且_在新双曲线屮 t 

44把双曲线（//4) - (rV5) = i 向卜移动2个苧 
位 T 产牛双 曲线 

1^1! = 1 

(a) 求新双曲线的中心 1 焦点、顶点和渐近线. 

(b) _ 出新的中心、焦点、 m 点和渐近线，并 
R 画在新双曲线中. 

. 4题 45- 48给出抛物线的方程 T 并且说明每 
^抛物线向上或者向下以及向右或者向左移动多少 
个争位-求新拋物线的方程，并且求新的顶点、焦 
点和准线. 

45 r =4 x , 左移2, F 移 3- 

46 / = -12,右移 4. 上移 3. 

47. x : =8 r , 右移〗.下移 7. 
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48, x % =6 r , 左移 3, 下移 2. 

七題构 -52 给出椭圖的方程，并且说明每个楠 
圆向上或宥向下以及向右或者向左移动多少个单位 . 
求新椭的方程，并且求新的焦点、顶点和中心 . 

誓 + 夸= 】 ，左移 2 , 下移 1- 

50. 右移 3, 上移 4. 

51. y +誉=1，右移2,上移 3. 

52 - S + = 左移 4 , 下移 & 

4 顧 53 -56 给出双曲线的方程，并且说明每 
对双曲线向上或者向下以及向右或者向左移动多少 
个单位 . 求新双曲线的方程，并且求新的中心、焦 
点、顶点和渐 近线， 

备 j = l ， 右移 2 ， t ： ■ 移 2. 

54. f 蚤=】，左移 L 下移 1. 

55. /-z 2 = l t 左移 1 . 下移 1. 

56. - x s =i f 右移】，上移 3. 

在 4 题 57 〜 68 中，求岡锥曲线的中心、 焦点、 

顶点和渐近线，以及相应情况下的半径， 

57? +4x+/ =12. 

58. 2x 2 十 2y 3 -2&:c + 12：y + 1 】4 =0. 

59. ^ +2x+^y-3 =0. 60./-4r-8x-12=0. 

*1 r 3 +5/ +4* = 1. 62, 9x 2 +6/ +36j-0. 

63- x 2 +2> 3 -2*-4y- -1. 64. Ax 2 +8x-2 r = - 1. 
*5 - % ~J % ~2x +4y =4. 66. x 1 - y l +Ax -6y = 6. 

67. 2x i -y I +6y=3. 68. y 1 -Ax 2 + 16i=24. 

69. 如附阁所示，如果经过抛物线 〆 t>0 上 
— 点 / • 作 两条平行于坐标轴的直线，抛物线把 
以这两条直线和坐标轴为界的矩形区域分隔成 
两个较小的区域 4 和 5. 



ta ) 如果绕 y 轴旋转这两个较小的 K 域，证明 
它们产生的旋转体体积之比为4: 1. 

( bj 当绕 I 轴旋转这两个区域时.它们产卡的 
旋转体体积之比是 什么？ 

70. 拼钢缡按撖费 ttT 罄附阁所不吊桥钢境在 
水平方向支撑每英尺 W 磅的均勻负荷，吋以证 
明，如果钢缆在 m 点的水平张力为那么钢 
缆的曲线满足方程 

dx~H 

通过以 x = o 时 r = o 作为初始条件求解这个微 
分方程，证明铕缆按抛物线 T 垂. 



7 i . 擔物《在焦点处的》度 通过证明直线同 

抛物线* 3 =4;^( p >0) 相交的两点相距 4 P 个申 
位，证明数V是抛物线在焦点处的宽度. 

笟 w)-【y/y) =1的漸近线通过证明 
lim ^ —X - — x 2 - o a J 

諷 r= )~(/ n 2 )=\ 
右 iLy =( b / a ) y* 2 - a 1 上半師分之间的垂直距 
离、 当I—*时趋近零.对亍双曲线的其余部 
分同直线; r= 类似的结果. 

73在可以内接于椭® /=4和边同坐知轴平 
行的矩形中，求具有最大面积的矩形的尺十. 
这个矩形的面积有多大？ 

74 -绕 (a)t 轴和 （b>r 袖旋转由捕圆知 1 +V -36 
包围的区域，求所产生的旋转体体积. 

75. 绕: c 轴旋转第一象限内以 x 轴和直线^ =4以及 
双曲线9* 1 - 4 〆=36为界的“三角形”区域，求 
所产生的旋转体体积 ■ 

76. 证明从直线 *= -p 上任何点到曲线的 
两条切线 IE 交. 


9.5 极坐标中的圆锥曲线 


极坐标在天文学和宇航工程中是很重要的，因为人造卫星、月球、行星和彗星都是近似地沿 
椭圆、抛物线或双曲线的轨道运动，它们可以用一个相对简单的极坐标方程描述.我们在下面推 
导极坐标方程时首先引人圆锥曲线离心率的概念，离心率揭示圆锥曲线的类型（圆' 椭圆，抛物 





线或双曲 线〉， 以及曲线“压扁"或者变扁的程度. 

9.5. 1 离心車 

虽然对于椭阓而苒，中心-焦点距离<；不出现在方稈 


中，我们依然可以从公式确定 r . 如果闶定^* '在区 HO 在上变化，椭阀的 

形状将随之改变.如果■: =0( 所以《 = 6), 椭 M 成为闽， ifri 当 C 增加时.椭158变扁.如果 r = a . 
焦点同顶点重合，椭圆退化成线段.于是引起我们对比率 e = 的考察.对于双曲线也用这个 
比率，只不过这种情况的 c 等于 vV + 〆 而不是 / a y -¥. 我们用略微熟悉的术消#心车来定义 
这些比平. 


定义 

椭阒 0 2 / V ) +( y Vfe : ) = l ( a >6) 的离心搴是 


双曲线 （/ AT 1 ) - (// A ) =1的商心率是 
e - 

抛物线的高心車是 




抛物线有一个焦点和一条准线，而椭阒有两个焦点 
和两条准线.椭圆的准线在距离中心±^八处垂直亍长 
轴.抛物线具有这样一种几何 性质： 对于抛物线上的任 
何点广 

PF = \ - PD ( 1 ) 

其中 f ■是焦点， D 是准线上最接近 P 的点.对于椭圆， 

可以证明等式 （1) 由两个等式 

PF X = e - PD,, PF\ = e - PD, (2) 

代替，其中 e 是离心率， P 是椭圆上的任意点，厂 和^ 

是焦点， D, 和 R 是准线上最接近 P 的点（见图 9. 28). 

在式 (2) 的两个等 式中， 准线和焦点必须 对应； 就 
是说，如果使用从尸到的距离，也必须使用从 P 到 
椭圆同一端准线的距离.准线*= 对应于 
0), 而准线 ^ = a 々对应 0). 

正如椭圆的情况一样，可以 证明， 直线3= 々充当 双曲线的两条准线，并且 

PF, = e - PD t 和 PF, = ^ * FD a 



m 9.2 Z 拥+ ( rW ) =1 的 
焦点和准线，准线1对应于焦 
点/\，准线2对应于焦点尽 


<3) 


其中/ * 是双曲线上的任意点 T 厂和匕是焦点， A 和化是准线上最接近/ 1 的点（见图 9. 29). 

在椭岡和双曲线这两种曲线中，离心率是焦点之间的距离同顶点之间的距离的比率（因为 
c/a = 2c/2a ) , 
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离心半 =§Slg 


在椭 1 HI 中， W 个焦点比更 W 个顶点史揮近，这个比乎小十 1. 仵双曲线中，两个焦点 It 两个 
顶点相距更远，这个比申大十 I . 

“焦点-准线 +' 等式 PF = r • />/) 以 F 面的方式把抛物线，捕圆和®(曲线统-•起) fc . 假设点 P 
到固定点 f (焦点）的距离/^岛/>到固定线（准线）的 m 离 po 的常数倍.就是说，假定 



PF=e • PI ) 


其中是从 P 到准线的垂足，•■是比例常数.这时 
(«0如果 e = 丨.尸经过的路抒是抛 物线； 
(1»丨如果0<1, P 妗过的路径是 椭圓； 
( ( :1如果《 : :>1, P 经过的路杼是双曲线 - 
在等式 (4) 中设有出现坐标，当我们试囝把它转 
化成坐标形式时，要用不同的转化方法，这随 (■的 
大小而定.至少，在笛卡儿坐标是这样.然 rfii , 我 
们将会看到，在极坐标中等式 PFw PD 转化成问 
* 的值无关的单一方裡. 

对于中心在原点和焦点在*轴上的双曲线，作 



给定焦点和对应的准线后，我们可用围 9. 29所示的 
尺寸求 e. 知道 e 后.可以从等式 = e ■ PD 导出 
双曲线的笛卡儿方程，像在下面例子那样.对 f 中 
心在原点和焦点在 * 轴上的椭圆，可以用阐 9. 28所 
示的尺寸以类似的方式求椭网的方裎. 

例1 求中心在原点的 W 曲线的笛片儿方程.它的一个焦点在 （3, 0>,并且以直线 r 


fflf . 29 >K 曲线 -(> W ) =1 的 

焦点和准线.无沦 P 位于《曲 
线上何处，都有 PF , = < ■- PD , 
和 PF , - Pf ). 


对应的准线. 


解首先用图 9. 29所示的尺寸求双曲线的离心率.焦点是 


准线是直线 


( c ,0) = (3,0), 所以 c = 3 


所以 « = ^ 


把所得结果同定义离心率的公式结合起来，给出 

« = — = —, 所以 = 3 而 e = # 

a e 

知道 e 后，现在可以从等式 Pf = 〃 PO 导出我们所要的方 
程.用图 9. 30的记号，有 

PF = e - PD (等式 （4)) 


-/(*-3) 2 +(}-0) 2 =^ li-ll (r = ^3) 

x 1 - 6x + 9 + y ! =3(* ; -2 i + 1) 

2X 1 =6 





9.5.2 极方程 

为 T 求椭圖、抛物线和双曲线的极方程，我们把一个焦点置于原点，而以原点右边的垂直线 
*= A 为对应的准线（见图 9. 31). 这样使得 


ESI 锥曲线的焦点-距离等式 ■ 丹？于是变成 

r = a(fc - r cob 0) 

从其中求解得到下述表达 it 


离心 m 为 e 的圆锥曲线的极方程 


其中 X =*> 0是垂直准线. _ 

例2下面是三种圆锥曲线的极 方程: 



=十：拥 


阁9.31如果 M 锥曲线所处位置 
是焦点在原点，一条准 
线垂直于初始射线并且 
在原点右边，那么可以 
从圆锥曲线的焦点-准 
线等式求它的 极方程 


可以看出，方程 （5) 随准线的位置不同而改变.如果准线是在原点左边的直线 1= (原点 

仍然是一个焦点），方程（5>变成 

ke 

f — - 

I ' cos 0 

右端表达式中的分母取< -) 号而不是 （+) 号.如果准线是直线 r = 或者 r =- fc . 极方程中包含 
正弦而不是余弦，如图 9. 32所示. 


3 9.32 离心率 e >0 而准线位置不同的圆锥曲线的极方程；图中显示的是抛物线，所以! 

3求离心率等于3/2和准线为直线*=2的双曲线方程. 

利用方程 (5), 取 ft =2 和 c = 3/2: 

_ 2(3/2) ^ _生— 


4求抛物线 
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的准线. 

解用10除右端表达式的分+和分母，把方程变成标准形式极方程： 

r =」/?.— 
t + cos 0 


这是方程 「=，-上 一 

取 *=5/2 和 6 =1的结果.方程的准线是直 线; t =_ V 2. 

■ 

从图 9. 33的椭圆图解中看出， fc 间离心宇*•和 f . 
长轴 a 的关系由方程 

k = -- - ea 

表示.由此求出如 = a ( l 〜在方程 （5) 中用 a ( l - 
e 3 ) 代换如给出椭阓的标准极方程， 



离心率为 e 和半长轴等干 a 的橋圆的极方程 ~I 


1 + e cos S 


(6) 


ffl 9.33 在半长轴为 0 的椭厠中，焦 
点-准线距典为 （ = («/>) - 
所以 W = a ( 】 - f * ) 


请注意，当€=0日、纟，方程 （6) 变成 r = a , 代表一个圃. 
9.5.3 直线 

假定从原点到直线 i 的垂线同 L 在点心 （ ~，氏）相交， 
其中 3=0( 见图 9. 34) ■如果 />( r 』) 是 L 上任宽的其他点， 
那么点 P ， P D 和 O 是一个直 角一: 角形的顶点，由它可以确 
定关系式 


r 。 = r cos (0 - e c ) 


直线 的标准极方穣 

若点 KG /。） 是从原点到直线 i 的垂足，井 R 
则 L 的方程是 

rco8 (<?-%)=〜 (7) j 


例如，如果蚝= ir /3 ，我们求出 



m 9. M 从由直角只角形 OP / 得到 
的关系式 =r tx>s (0 - d 0 ) 
可以求出直线 A 的极方程 


r CG 9 (0 - ;2 

「(cos ^ cos ^ + sin 8 ain =2 




e =2 或 


x + J%y - 4 


9. 5. 4 圆 

为了求圆心在 PoCh . l ) 半椏为 a 的圆的极方程，令 PfrJ ) 是圆上的一点，并且对三角形 
0 P „ P (见图 9. 35) 应用余弦定律.这祥给出 
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a = + r 1 - 2 r n r ros - 6 n ) 


如果岡妗过原点， fl 卩么上面的方程简化成 

a 2 = a + r l - 2 ar cos {Q - %、 
r ~ - 2 «r ros (9-9^) 
t = In ins (8 - 6 n ) 

如果阏心位十 D 轴上.这时&=0,得到近简化的方构 
r ― In row 0 ( 8 ) 

如果 [HI 心位 J - lf : . r 轴上， ^ = tt /2, ^ns ( - ^ )= 

rOH ( 8 - ir /2 ) ^ sin 6 , 方程 r ; 2 n ros ( 没 -〜） 变成 

r - 2 yi win 0 (9) 

如果 [ Ml 经过跄点，圆心在负: r 轴和负 Y 轴 h ， 岡的方稃 
可以从以上方程中代换 r 得到- 

例 S 卜面是儿个经过原点的岡的极方程. 


fir.ii) 



m 9 . 35 (f :角形 or (t r ^；/； m 


余弦定泮吋以 m 钊 u 
个阑的极泞枵 


半抟 

.1 

2 

1/2 


闽心（极肀标> 
t3. 0) 

(2. tt/2) 

(- 1 / 2 . 01 
(- L tt/2) 


习题 9-5 

在 4 题〗中，求椭岡的离心率.然后求椭 
岡的焦点和准线，并且_出阁形， 

1. 16/ + 25 y 2 =400. 2. lx 1 + 16/ = 112. 

3. 2 x + y 2 -2. 4. lx 1 +■ y - 4. 

5. 3^ +2/ =6. 6. 9 x 2 +10/ =90. 

7. 6/ +9/ =54. S . 169 i 2 +25/ =4 225. 

4题9〜12给出中心在 xy 平面原点的椭阆的焦 
点和离心率或者顶点和离 心率， 在每种情形，求椭 
阏在笛卡儿坐标中的标准形式方程. 

9. 焦点： （0, ±3)； 离 心宇： 0.5. 

10. 焦点： (±8,0)； 离心率： 0.2， 

II 顶点： （0, ±70)； 离心率： 0」， 

12 顶点：（： tIOJ ); 离 心率： 0.24『 

习题 13 ~ 16 给出中心在巧平面原点的椭闽的 
焦点和对应的准线1在每种情形，用闬 9.28 的尺 
度求椭圆的离心率.然后宋椭圆在笛卡儿坐标中的 


求双曲线的焦点和准线并 n _出 m 形. 

17. / ' V :，1, 18- 9. t ; - I 6 v 1 = 144. 

19. y' -x ; =S. 20. 〆 - a : =4, 


21. Sx 2 -2/ = 16」 22. / -3* ; =3. 

23. 8 r : -2/ = 24. 64 / -36/ 二2 304」 
~题 25 - 28 给出中心在 y 平面原心:的离心宇 
和顶点或者离心率和焦点，在每种情形.求双曲线 
在笛 t ：_ 儿坐标中的标准形式方程- 
25」典 心率： 3;顶乂 U 0. ±1 K 
26典心率： 2:顶乂 ■:( ±2,0). 

27. 庳心率： 3;焦点 （ ： t 3,0). 

饥离心 率： 1.25； 焦点（0, ±5). 

4鹿 29-36 给出-个焦点在原 A 的岡锥曲线 
的离心率 T 以及同这个焦点对应的准线-求每条圆 
锥曲线的掖方程. 

29. f ^ I , x = 2. 30.^ = I , y =2. 


标准形式方程. 


31 . ^ = 5, y = —6. 


32, e = 2 t x =4, 


13. 焦点： （乃川 ； 准线： x = J -. 

14. 焦点 -■ 〔4.0): 准线： x ^ i 6 . 

15 . 焦点 ： （-4,0), 准线： -16. 

16. 焦点 ： （ -及，0);准线 ：w -2 j 2. 

在习题 17 〜 24 中，求 双曲线的离心 率了 然后 


= L /2, x = \. 34. ^ = 1/4, i = -2. 

J 5 - 1/5 , v = - 10, 36. £ = 1 /3 T y- 6. 

在 4 题 37-44 中，呷出抛物线和捕圆的草阁， 
包括同在原点的焦点对应的准线. 用相 应的极坐时 
标出顶点，也标出椭圆的中心. 
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41 . r = 


400 

16+8 sin 0 


在4题巧 -48 中， 
它们的笛卡儿//裎> 


42. r = 
44 . r = 


12 

3+3 ain 8 
4 

2 - ain 0 


朐出扛线的草阳，并 H 求 


45. r vxiA (ff - 4ft. r f'Ofl ( 。 + 穿 ) =I 」 

47. I ■⑺ 《 ( - ¥) = i 48. ， 「。s ( fl + 子 ) ， 2. 
在习题 49 -兌中，求每条 ft 线取氏）= 
形式的极方枰. 


49. ^2x +/ly = 6. 50 + At - > - L 

51, j = -5, 52, x = -4. 

在七题 53- 56中，_出圆的葶阄.给 出圃心 
的极坐标，并 a 确定阀 的半衽 + 

53. r = 4 cos 9. 54. r = 6 sin 0. 

55 卜 r = — 2 rtw ft 56. f - - 8 »in A 


在习题 57 - 64 中.求阓的极方程.在坐标平 
面内_出岡的草图， 并盱标 出阓的笛片儿方程和极 
方程- 


57. { x -6} 2 + y 2 =36. 
59. ^ + ( r -5) 2 =25. 
61, x 2 +2 i+ r 3 = o . 

63. x 2 + y J + y =0. 


58. ( x +2 ) i +/ -4, 
60 ^ 十 ( y + 7) 2 =49. 
62. x 2 - \6 x + y 1 =0, 

64. +> = -^- r = 0. 


B 在习题65~7 4 中， _ 出肓线和圆锥 _ 线的阉形『 

65. r = 3 sw <fl-TT/3) r 66. r = 4 (0 + -tt/6). 


67.1 


69,r = 8/(4+rw ^). 70. r = 8/(4 + sin 

71. r = 1/( 1 - sin 0)* 72. r = 1/( l + tt>s fl). 

73.r=l/(l +2 sinfl). 74, r- 1/(1 +2tw 扑 
75. 近日点和远曰点一颗行 M 以椭圆轨道绕太阳运 
行，轨道半长轴的长度为 a (参姑附罔). 



( a ) 证明，申行星靠太阳最近时 - f )， 

当行 M 靠太阳最远时 r = + e ). 

( b ) 利用习题 7 6附表中的数据，求太阳系每顆 
行星离太阳的最近距离和最远距离. 


76.行 星轱道 利 m 下表中的数据和方枵（ 6 )求各 
个行吊轨进的极方枵. 


半长轴（大文》位） 离心乎 

水吊 0 . 3871 0^ 2056 

金 M 0. 7233 0 006« 

地球 1.000 0 01&7 

1. 524 0.09 W 

木 M ^ 20^ 0. 04 W 

卜¥ 9. 539 0 0543 

天 19. 18 Q 0460 

海卜 : M 30. 06 U 0082 

冥工 M _ 39. 44_0 2481 


钶如，只 HM 的轨道是 

r = j-^44(l - (a 25)/1 = 147.9 

I + 0. 25 cor $ 4 + ron 

在 J 嗯 77 i 80 巾.求给定曲线的极方稈 . 在每 

种情形 T 押1 i 条代表性曲线的草罔. 

T7. x 1 + y " - 2ay = 0. 78. > : =4 itt +4 n = . 

79 « cos a + y sin a =p {ti, p 是常数广 

8®. ( j ： 2 + y')' + 2m( x 1 + ) - ft" = 0. 

计算机探究 

81 . 用 种 CAS ( U 算机代数 系统） 绘制极方程 

r = k€ 

I + f rnj^ ff 

在区间 - IT 忘 0 霉 IT 上对于不同 * 值和 e 值的闬 

m 冋符下列 问勘： 

( a ) 取 （=-2. 描述，取€为3/4， I 和5/4时 
罔形中出现 仆么. 对于 A =2車:复-遍. 

( bl 取々= - I . 描述气取 f 为7/6, 5/4, 4/3, 
3/2, 2 t h 5, 10 f{\ 20时图形中出现什 
么， 对〒— = 1/2，1/3, 1/4, 1/10和 1/30 
t 复遍. 

tc ) 现在保持 c >0为岡定值，描述当取 t 为 
-1， -2, -3， -4 和 -5 时图形中出现什 
么 1 务必注意抛物线1掩岡和双曲线的 
图形. 

82. 用一种 CAS 绘制拥躅的极方程 

r = ,° {1 - C：) 

1 + e cos 0 

在 K 间 - TV 矣 & 备 TT 上对干 fi >0 和 0<( T < 1 的不 

同值的囹形. 

( al 取 e = 9/ ia 描述当令 a 等于 U /2, 2, 
3 T 5和10时图形中出现什么.用 f = I /4 
重复一遍. 

( b ) 取 描述当取 f 为9/10, 8/10, 7/10,…. 

1/10，】/20和1/50时图形中出现 什么. 





9.6 圆锥曲线与参数方程，摆线 


在3+5 p 介绍过在笛儿 T 面内由参数力桿定义的曲线，以及如何求它们的异数.那时锌妗 
wttm, 岡和椭阓的参数表冶 . 作这一节我 hk 吃】 t 他孓而曲线的参数左尔，萁屮包括抛物 
线、双曲线.楞线、捷线和等时曲线. 

9. 6,1 抛物线与双曲线 
4： 3. 5卄矜 m # 数衷$ 


X = A t > = f , t ^ 0 

描述质点沿抛物线心玄的运动.汴 FtM 的例广中，我们茯得笹个抛物线的参数犮示而心限 f 它 
的此 


例1 a 平而内运动质点的位置 PU,j) 由力作和#数 KN 


给出. 确定®点的路杼片 U 描述其运动， 

解在方程^~和7=，之问消*/确定路得到 

y = ⑴ 2 

质点的位置坐标满足方程> =/,所以质点沿这条曲线运动. 

M3.5 节例10不叼，质点现在遍 W 整个抛物线.^ / 
-» 增加到*时，质点沿左支向下运动，通过原点， 抖沿右 
支向上运动（见图 9. 36). ■ 

如例】说明的那样.任何曲线 j =/U ) 都耵参数怎小 1 = 
t, 7-/(0. 这种表示如此简肀，以致通常不去用它. W 是. 
这种观点有时对我们是有帮助的- 

例2 质点 4: 时间 z 的位背 P ( A ，_ r ) 由 



m 9, 36 


fti T ^ I, y - r , — qd < 
i <« 记义的路校是整个 
抛物线 _nU 例 n 


x = sec t T y = tan 1 1 - -— < f < ^ 

给出，描述它的运动 - 
解从方程 

sec t = x. tan I = y 

消去 <, 求 P 的坐标满足的笛卡儿方程.我们利用恒等式 
sec 1 t-lan 2 t = l 完成这件事，由它产士 
x 1 - r : = 1 

由于质点的坐帖 U,y ) 满足方程=1,质点运动出现在这 
条双曲线上某些地方. 5 f 从 -TT/2 变化到 tt /2 B-h ^^secftSft 
持正值，而 Jdanf 由 -» 变化到 ® ,所以 P 遍历双曲线的右 
支.当 （-4 —时它沿右下半支运动，在 （ =0时达到点（I, 0), 
而当（向 tt /2 增加时 P 运动迸人第一象限 （ 见图 9. 37). _ 



和区间 - tt /2 c £ c it /2 


描述双曲线/ - 
〆 =!的右支（例 2 ) 


9.6.2 摆线 

人物传 .d 

--- 频率依赖于摆动的幅度-摆动幅度越宽. 摆锤返 回中心（它 

克里 斯琴’ 惠更斯 的最低位置）所需时间越长. 

(Christiaan Huygens, 1629—1695) 如果可能使摆锤按一 条摆线 摆动. 那么就不会出现这 
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种悄况.克里斯琴•思:更斯于1673年设计了一座摆钟.其摆锤就轻按摆线摆动， 这种楞 线坫找 
们4:1>_而例：!定义的一种® 线. 他把摆悚魁挂 ft - 条带防护限 制的细 线上，侦它仵捎离中心时受 
到牵制 （ 见阍 9. 3 B ). 

例3 _个 t : 拉为，，的轮 . f ■沿条水平〗'1:线滾动. 

求轮 子岡周 上〜■点 P 妗过路柃的參数方稈.这种路柃称 

为摆线. 

解我们取这条水乎^:线为 .t 轴， 作轮 子 上标出 - 
点 P， 从 P 4:原点时扑始向心滚动轮 f-. 爪轮 f. 转动的 
角 （ 作为叁数. （以 弧度为单位 . m 9. 39 W. 4轮 .J". ft .- 
小段时间后处十基线上离顷点如单位的位酋.轮 f 的屮 
心 C 位于 （f" 、 H ) 而 P 的牛:标为 

x = 如十 n 1TOS 9^ Y = U a sin 6 

为了用 ：表小 -6», 从 1?1 中观察到 t +0 = 3 ir /2, 所以 

S = 3 f - / 

这使得 



ft 惠史斯的楞 钟中， 神按 
摆线摆动， 所以愣动频 
依赖 T- 楞动_度 


( ^ - ，) = - sin f , iin 0 = si» ( ? _ ,) 二 _ , 


我们所求方程是 


通常这两个方程在提出因子 u 后％成 

^ - o( ； - Sin f) , y - t 
m 9. 40 显示摆线的第一个拱形和第二个拱形的一部分. 

V PU. V) ^ 


(1) 

n 



图 9. 39滚动轮子上点 >•) 在 
角 I 时的位置（例 3) 



f?l 9 . 40 摆线 I =o(( - sin () , r = a(]-( 


9.6.3 提线与等时线 

如果把图形 9. 40倒转过来，方程（1>依然 
适用，而所得曲线（见图 9 . 41) 存在两个有趣的 
物理特性.第一个特性同原点0和第一个拱形 
底端的点 B 有关： 在联结这两点的所有光滑曲 
线中，摆线将使一个只受 S 力作用而无摩擦的 
小珠沿曲线从向 B 滑动时是最快的.这使摆 
线成为一条 捷线， 或者这两点间的最短时《曲 
线-第二个特 性是： 即使小珠从中途开始沿曲 
线向点 S 下滑，它依然将以相同的时间到达点 



5(0«. 2 a ) 


图 9. 41 为了研究在重力作用下沿一条倒置摆线 
的运动，把图 9 . 40 倒转过来，这使 .v 轴 
指向重力的方向，并且使朝下的 y 坐标 
为正； 摆线的方程和参数区间仍然是 
I =a(i -sin t) , y-a{] - ros f) , t^O 
曲线上的箭头指向 f 增加的方向 
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R 这使摆线成为一条等时曲线，或者由 O 到 B 的相网时间 曲线. 可以证明，从 O 到5的摆线是 
卩和 JS 之间的唯■一条捷线-证明从略. 

习睡丨6 


〜]2给出町 f [ft 内质点运动的#数方程 
和咎数 KfH 通过求质办运 动的馆 k 儿方稈确定质 
点妗过的路衿._出筘 K 儿方程的闬形（闬形将随 
所叫的 /j 柙 而改变） t 柑;形中质点妗过的部分 
及其运动方向， 

L t = t：(w t , > = «in t 1 

2. x - »in ( { I - O ) , v - ^f>s ( 2 tt ( I - r )); 

3. x = 4 f ； n « ?, r = 5 hiti t\ 0 ««« it - 

4. x-4 win /, r = 5 ros f ； f) 达 f<2ir_ 

5. x-t, y =V( ； i 这 (1 

6. * - - 1 h v = tan t ； - tt/2 < t < tt/2. 

7. x = — st^f* f, y = tun / ； — tt/ 2 < i < tt^2 卜 

8. x = <-sc / , y = < ot f ； 0 < < < ir. 

9. ^ , y = -/A - i 1 \ 0 

10. a = r , y = /?~+ ] ; (5=0. 

11. 戈 = - tMwh (, ) - flinh r； -« < ; < oc . 

12. x = 2 sinh I, y = 2 ooesK / \ - w <(<<». 

Ui 内禰线当一个岡在另外-个阇定岡内部滚动 
时，滚动 IM 1 的周界 h . 任意点 P 描绘一条内摆线. 
设闶定圆为/+/=，，滚动圆的半径为6,而 
描绘点 P 的初始位置为 0). 求内摆线的参 
数方程， 以正* 轴到两个圆心联线的角作为参 
数.特别是，如果6 = ^/4(如附阁所示），证明 
内摆线是 星状线 

x = 0 co& y 8, y = a sin 5 0 



14. 关 于内擢 线的其他问題后面附图显示半径为 

的圆同半径为 2fl 的圆在内部相切+囹中所示 
的切 点户附 着在小阓上-当小圆绕大阀内部滚 
动时， P 经过的路径是什么？ 

15. 在本臟图中当点~沿直线厂 0 移动时，点尸依 
照的方 式运魂 求的坐标作为角 〖的函 



数的参数方程，其中*是也线哪间 iEr 轴触角. 



16.次摆线一个半径为 a 的轮子沿一条水平直线无 
滑动地滚动1求一条轮辐上离中心 A 申位的点 P 
经过的曲线的参数方程 T 用轮+转动的角0作为 
参数，这种曲线称为次孩线，是取 A = a 时的 
摆线， 

17求抛物线文 =【， y = t \ -* <( < ® I:离点（2, 
1/2) 最近的点+ (提 示： 使睜离怍为/的函数的 
平方达到最小 t ) 

18. 求捕風 j =2 ros J， > - sin f , 0^^2 tt 卜离点 
(3/4, 0) 最近的点.（提 示： 使距离作为 i 的函 
数的平方达到最小 . > 

D 如果你有参数方程绘图器.用它绘制习题 
19〜26中的方程在给定区间上的阁形了 

19. 檷硼 t =4msf, y =2 sin t , 在下？ lj 区间 l_: 

(a)0^r^27rj (b)0^i^ir； 

(cl 

20 ■双曲线分支 * = 地 ■*( 输人为 )= 

tan 蚁输人为 sin (r)/c™ U)), 在下列区间 jr_: 
(a) (b) -0. 5； 

( c ) -a 1 0 60」. 

21 ■抛犓线 *=2i+3 T y = r 
22 . 攘钱 jt = t ， sin t, v ^ I ^ oos t , 在下列区 
间丄： 

(a)0^^2TT ； (b)0^/^47Ti 

(C)7T 甚 f 名 3 tt . 

13. 一条精致的曲线（三角形 曲线） 

jr = 2 cos t + cos 2 t , y = 2 sin / - sin 2 t ； 
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0笑[在 

如果在 * 和 T 的方程中用 -2 代换 2. 会出现什 
么？ _出新方程的阁形并 R 求出方程 * 

24. 一条 更精政 的曲线 

^ = 3 coh I + ros 3 i , r = 3 niti ( - ain 3 t ； 

0 « i ^ 2 n . 

如果在*和 y 的方程中用 -3 代换 3, 会 出现什 
么？ _出新方稈的闬 形井 II 求出方程. 

25. 三条优美的曲线 

( a ) 外存线 

X ss 9 cos ( - rofi 9t » y = 9 ain i - sin 9 f j 
0 ^ 2 tt . 

(b) 内摆线 

x = 8 roa t +2 ros 4 t p y - 8 sin # - 2 sin 4 f ； 


第 9 章复习指导问题 

1. 什么是极坐标？什么方程表 71 S 极坐标同笛卡儿坐 
标之间的关系？为什么叶能芮要从一个坐标系改 
变到其他坐标系？ 

2 . 对于作阁而言，极坐标不具备唯一性带来什么后 
果？举一个 例子. 

3. 如何在极坐标中绘制方程的阁形？包含关干罔形 
的对称性、斜率和在原点的特性以及利用笛卡儿 
图形的 i 寸论.举出些例十 

4. 如何在极坐标平面内求区域0矣「,（0)专 aM 0)， 

名芦的面枳？举出一些倒子. 

5. 在什么条件下可以在极坐标平面内求曲线 
f =/( W ， a 在6^办的长度？举出个典型计算 
的例子. 

什么是抛物线？对丁顶点在原点和焦点位于坐标 
轴上的抛物线，它们的笛卡儿方枵是什么？对于 
这样-种抛物线.如何从它们的方程求焦点和 
准线？ 

第9章实习习题 

在习题1 中_出宜线的草图，此外，求每 
条直线的笛卡儿方稈. 

r cos ( - 2-Ji. 2. r ros ( 枝 - 穿卜 f 

3. r = 2 sec &. 4. r = - J2acc 0. 

S. r = - (3/2) t at - 6, r = (3 -J2 ) esc B. 

在>]题7〜 10 中，求岡的笛卡儿方程.在坐标 


{ c ) 长垃輻鷗内祺战 

x - Co% t + 5 3/, r = 6 <：!>!» ( - 5 sin i 

0 ^ I ^ 2tt. 

26. 更优美的曲钱 

( ft ) ^ = 6 c<w f + 5 ro?i 3 / t y = 6 sin f - 
5 sin 3 x ； 

( b ) j ： =6 cos 2 t + 5 6(. r = 6 sin 2( - 

5 Ain 6l ； 

( c ) « = 6 few i +- 5 rrw v = 6 5 in 2 f - 
5 sin 3f ； 

0^i^2ir + 

( d ) jc =6 cofi 2t +5 ros 6/, V = 6 sin 4 f - 
5 sin 6 f ； 


7, 什么是椭® v 对丁-中心在原点和焦点在-条中标 
轴匕的楠圖，它 n 的笛卡儿方程是什么？对丁这 
样种楠圆，如何从它们的方程求焦点1顶点和 
准线？ 

8, 什么是双曲线？对干中心在取点和焦点在 

标轴 L 的双曲线，它们的笛卡儿方程是什么？对 
于这样-种双曲线，如何从它 fN 的方稈求焦办 . 
顶点和准线？ 

9 + 什么是圆锥曲线的离心率？怎样通过离心率对圆 
锥曲线分类？楠圆的形状同离心幸有何关系？ 

10. 解释等式 PF^e - PD 的几何性质， 

11什么是极坐标中的莨线和 阆锥曲 线的标准方埕 ■? 
举出一些例子. 

12. 圆锥曲线的某些典型参数表示是什么？ 

13. 什么是摆线？摆线的典型参数方程是什么？什 
么物理特性使摆线成为重要的曲线？ 


平面内画出每个围的草 m , 并且标出它们的笛卡儿 
方程和极方程. 

7. r = -4 sin 8. 8. r - 3/3 sin 6. 

9. r = 2^j2 cos ft 10. r = -6 cos 

在习题 〖1 -14 中，求圆的极方程 i 在坐标尹 
面内圃出每个 si 的草團，并 a 标出它 们的笛 卡儿方 
程和极方程. 



// 枰没存相 叫呪的阳形 . 


(a)r = uw 2fl； 

(b)r ros = 1 ; 

(c)r = i -y 6 ^ 

: (d)r = sin 2 d ; 

(e)r = fl; 

(T) r a = cob 2 &\ 

ifi)f = 1 + <oa Oi 

(h)r= 1 -sin tf; 


(jj^ =sin 2 &\ 

(k] r = - sin 

(1) r = 2 cos 8 + 1 

四叶玖瑰线. 

18 螺线. 



W， 蚶线. 20. 双纽线, 



2i. 22. 心脏线 t 



在习题25 -23 中，求所捕述的极坐标平面内 
的区域的面积. 


29 ,. r = - I + roj* 0. 

30. r = 2 sin 0 + 2 rrw 8, 

31. r = S sin 1 (0/3) T 0 在设忘 ir/4. 

32. r ‘ y i 十 fos , - tj /2 其 ff 名 n /2, 

在七题 33-36 中. I 同出抛物线的草用.在罔 
中 脚上焦 点和准线. 

33. x 2 = - 4 v. 34. x 1 -2 r . 

3S./ =3 t . 36. y s - (S/J),t. 

在■^題 37 〜 40 中.求橢岡和双曲线的离心宰. 
阃出每条圆锥曲线的草闬.在阁中画上焦点.顶戍 
和渐近线（对有渐近线的曲线）. 

37+ I6x : >7/ =H2. 38. ^ +2 / -4, 

39. h 3 - / = 3. 40. 5/ -4 i ! =20. 

4既 4 〖 -4C 给出圆锥曲线的方程，并且说明 
向右和向上或者向左和向下移动多少个申位，求新 
圆锥曲线的方程.并且求新的焦点、项点以及中心 
和渐近线（对有中心和渐近线的曲线）.对 T-m 物 
线，同时求新的准线. 

4L x 2 = -12 r , 右移2,上移 3. 

42- y 2 =10*, 左移 1/2,下移]. 

43. 夺+忌=1,左移 3. K 移5， 

44. ^ + ^ = 冇移5,上移 

45. y = l, 右移2,上移2及 


在习题47〜54中，对方程 gd 方，识别圆锥曲 
线.求曲线的焦点、 顶点 和中心以及渐近线（对有 
中心和渐近线的曲线）.对于抛物线，同时求它的 

47. ^ - 4x -V =0 - 48. V - y 1 +4v =8, 


51. 9x ~ + 16-, + 54x - 64y = - l. 

52. 25X 1 十 V ， I00i +54, =44 - 
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^->^55 -58 中给出阓锥曲线的极坐你//程 + 
M 川它们的草阁.给出顶点的极肀砧，叫 T 椭 IK] 也 
给川中心的极肀标. 


57. r - 


6 

L - 2 vMt< if 


58. r = 


}2 

3 4 sin 


&- 


习妞59 i 62 给出个焦点在极坐怵 f lAl 的原 
点的阓锥曲线的典心申，以及对丁那个热点的准 
线.求每条阓锥卯线的极方程. 

59, f - 2, r cos 9=2. 60. e = J , r can 0= -4. 


61. p - 1/2, r sin = 2. 62. e = ]/3, r ain 0 = -6. 

习题 63 ~66 给出巧平面内质点运动的参数方 
程和参数 K 间.通过求质点运动的笛卡儿方程确定 
质点的路抒. 阃出 笛卡儿方程的阁形.并 a 指出质 
点 is 动的方向和质点经过的部分. 

63. x - (1/2) lan t, y - ( \/2)nn r； -it/2<t <ti/Z 

64. x = -2 ros t , r = 2 sin i； 0^/^tr. 


第 9 章补充和提高习题 


1. 求焦点在(4,0)和准线为* =3的抛物线的方程. 

_出抛物线及其顶点、焦点和准线的图形. 

1求抛物线 

X 7 -6x - \ 2y +9=0 
的顶点.焦点和准线. 

3. 如果从点 PU，y> 到抛物线 / =4 r 顶点的距两是 
从 P 到焦点的距离的两倍，求由点尸描绘的曲 
线方程.识别这条曲线. 

4. 长度为的线段从 : t 轴延伸到 y 轴.线段上的 
点 P 离一端《单位而离另一端&单位，证明：当 
线段两端沿两条坐标轴滑动时 P 描绘个椭囿 . 

5. 离心率为 0.5 的椭圆的顶点位于点 （0, ±2 >.椭 
圆的焦点在什么位置？ 

6. 离心率为2/3的椭砌的一条准线是直线; v =2,对 
应的焦点是 (4,0). 求椭圆的方程. 

7. 双曲线的一个焦点位于点<0, -7), 对应的准线 
是直线如果双曲线的离心率是 （ a)2 和 
(b)5, 求双曲线的方程. 

8求焦点是 （0, -2) 和（0,2>并且经过点 <12,7) 的 
双曲线的方程. 

9. 证明： 直线 

h l xx v -h a 2 yy\ - a 2 b l = 0 

是对椭圆 Pi +，〆=0 h 的点 U, )的 

切线. 

10. 证明： 直线 


65. X - - t：i» t, ^ 7T, 

66. r ^4 cm 1 1 y din f ) 莓 f 霉 2 ir . 

67 . 求绕 uu 轴和 （ b ) 绕 J 轴旋转由椭 M 9/ + 

=36 包旧的 K 域所产屮的旋转体体枳. 

6 S . 结文轴旋矜第 象 限内以 I 轴和在线 t =4以及 
-4/ =36为界的:角形 _ K 域产1 
旋转体，求旋转体的体积. 

69他: 明： t = rrns ^, .> =” i " 沒把极 // ft ! 

_ k 

[ + e ros & 

变换成笛 P 儿方程 

(I -，■ ) x 、/ + 2 Aex - A 2 = 0 
.阿基米 德鲫线 形式为 r = w 的方程的阁形称 
为阿基米德蟝线，其中《 是出； 常数 . 关十这 
样 种 蠼线的相继两阍之间的宽度有什幺 
特点？ 


b 1 xx i - a:”、 - a 2 b 2 - 0 
是对仅曲线 -a 1 ^ 上的点 u _, ri ) 
的切线1 

在习题11 -16 中， 外平囱 内什么点满足方程 
或者不等式？脚出每题的图肜， 
lli -1)(^ +>- -25)(/ +4v 2 -4) =a 

1 2. u ”) u = +/ -]) - o . 

13. (x 7 /9) +( r Vl6)^I. 

14. (x 7 /9) -(>-/16)^I 

15. (9j j +4v : -36)(4^ +9〆 -]6) 在 0. 

16. (9j- +4 / -36)(4x 2 +9 / -16) >0. 
n. (a) 求曲线 

x = e ?i ros l „ y = t, - sc < f < » 

在极坐标中的方程. 


( b ) 求这条曲线从 z =0 到 t =2^ 的长度」 

IS . 求极半标平面内曲线 r = 2 ^(8/3) . ()^8^ 
3 tt 的长度. 

习题 19-22 给出一个焦点在极坐标 T 面原点 


的岡锥曲线的离心率，以及和那个焦*对应的准 


线」氺每条岡锥曲线的极方程. 

19. ^ - 2 , r rw d = 2. 20. e = 1 , r cos -4. 

2h e = i/7 ， r ^in B = 2. 22. e = 1/3 ^ r sin y = - 6- 

23. 外摆线 如附图所示，当一个圆沿另个尚定 
阓的 EM ! 周卟部滚动时，滚动圆岡周上任意一点 
P 描绘■条外摆线，令罔定岡的中心在原点和 
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半径为&令滚动 M 的半径为 A , 并且描绘点 P 
的初姶位置在 4 U .0). 求外摆线的参数方程， 
利用从 i 〗: S 轴到通过阅心的百线的角0为参败. 



24. 求由: t 轴和摆线拱肜 

x - rt(t - sin 0 ^ = a ( 1 - cos O ,0 ^ ^ 2 tt 
包围的区域的形心. 

极坐标曲钱的径向蠱向切雄之间的夹角 在笛 

卡儿坐柄肀，当裔要讨论曲线在一点的方向时，我 
们利用从正*袖依反时针方向到切线度量的角也 


由式 （ u t ^=4>- e . 所以 

tan 中= ut\ (办， 8) ， ^ 

]+ iwn tun 0 

ifii ' H . 

tan <t = ^ ^ 

(b i \ x / d $ 

内为 tax •♦是 曲线在"的斜申.此外， 


£ g-f 

I r d * + , 


dr 


i di/dfl H @ ' de 

由式 （2) 和式 （3) 求出式 (4) 中最后表达式的分子是 




同样，分母是 


在极坐标中，汁算从径向 f 到切线的 角由更 为方便 
(参见附阁）.这样，■以由关系式 

在= e +少 （1) 

计算角小， 式 （1) 是对附 m 中的二角形应用外角定 
理得到的+ 



假定用「=/(⑴的形式给 mut [线的 方程，其中 
/(#) 是0的可微函数.于是 

f = r ros 0 和 y = r flin (2) 

是衫的可術函数，具有导数 


S = ~ rsin(, + C09# S 
S = r ™ sfl + aina ^ 


^ 4 v = r ^ 
dfl dtf dfl 


把它们带人式 <4), 得到 


这是习题 25 - 30 中用于求必作为的函败的 
方程. 

25. 参考个 围形，证明两条曲线在一个交点的切 
线之间的夹角尽可以从公式 


tan 屮 7 - tan 


( 6 > 


1 + tan 必, tan 必| 

求出 了 两条曲线在什么条件下将以直角相交？ 

26, 对于曲线 r = sin 4 (6>/ 4 )求 tan 办的值， 

27, 求曲线 r = 2fl s i n 3tf 在 fl = ir/6 时的径向量同其 
切线之间的角私 

i2»* (a) 画出双曲螺线相=1的图形.当螺线绕原点 


盘旋时必显现出什么变化9 
(U) 通过分析证实你在 （a) 中的发现. 


29. t =v5 ⑺ s 0 和 r = sin 0 在点 （ -/3/2 T tt /3 > 相 
交.证明它们在那里的切线正交 t 

30. 求心脏线 r =a( I - cos B) 同射线0。 tt /2 相交处 
的角私 



第 10 章向量与空间几何学 


槪述为了在客观世#的许多现实环境和高等数学中 应用徵 积分，«要一神对三维空间的 
数学描述.我们在这一章引入三维坐标系与 向量. 以我扪已迕了解的; C ： v 平面内的坐标为基硇， 
通过增加度量巧平面上下的距离的第 三个坐 标轴.建立空间中的坐标.向*被用于研究空间解 
析几何学，它们给出描述空间中的直线，早面、 曲涔 和曲面的简单方法.我们利用这些几何概念 
在本书后面几窣研究空间中的运动和多 S ® 数的尚 枳分.以 及它们在自然科学、 工程 技术、经济 
学和高等数学中的许多重要应用. 

10.1 三维坐标系 


iio . o . : 


=常数 


10.11 空间中的笛卡儿坐标系 

为丫对 空间中的一点定位，我们利用:条栩1/:芈直的坐标轴，其布局如阐 10. 1所示.图中 
显示的坐标轴构成右手坐标架.与握住右手使闪个手指 r 

从正*轴转向正 y 轴时，拇指指向正 j ： 轴.所以，如果 rt 

从正^轴方向俯视町乎面，平面内的正角是依反时针方 ^V 

向从正 * 轴绕正^轴旋转度量的.（在左手坐标架中. 2 ^ jh ( 

轴 指向图 10.1 中的下方， 町 平面中的角当从正:V轴依 
顺时针方向度童时为疋.右手坐标架问左手坐标架是不 
等价的 .） 

空间中一点 P 的笛卡儿坐标 U，y,z) 是通过 p 和坐 
标轴垂直的平面间坐标轴的交点的值.空间的笛 f? 儿坐 
标也称 为直角 坐标，因为定义坐标的坐标轴呈直角相 
交. * 轴上的点的 r 坐标和 z 坐标为零，就是说，它们 
具有 h,o,o) 形式的坐标.同样， } •轴上的点具有 <o, y . 

0) 形式的坐标， z 轴上的点具有(0,0〆）形式的坐标. 

由坐标轴决定的平面是9平面（标准方程为 i =0) 、 

艽平面（标准方程为 * =0>和XI平面（标准方程为 r =0). 

这=个平面在原点 (0,0,0) 相交（阽图 10. 2 ).原点也简单地用0标识，或者有时用字母0标说 

~个坐标平面1 = 0, /=0和 ；： =0把空间分成称为卦|«的8个区域.点坐标全部为正的卦限 
区域称为第一 卦限； 对于其他7个卦限的编号没有约定. 


L 




=常》 


阁〖0.1 笛卡儿坐标系是右手坐标系 


在同*轴垂直的平面内，所有点具有相同的 X 坐标，这个数是平面同轴相交处的 X 坐标 
值，而 r 坐标和^坐标可以取任 何数. 同样，在同 r 轴垂直的平面内的点具有共同的 y 坐标，在 
同 2 轴垂直的平面内的点具有共同的 Z 坐标.为了写出这些平面的方程，我们指定它们的共同坐 
标值-平面1 = 2 是在 I 二 2 垂 直于* 轴的平面，平面是在 r =3 垂直于. V 轴的平面，平面 
5是在==5垂直于^轴的 平面. 图 10.3 显示平面 y = 3 和 z =5 以及它们的交点 （2,3 T 5 广 
在图3中平面1=2和 ）=3 的交线是一条平行十 2 轴的直线 I 这条直线由一对方程文=2, 
y = 3 描述. 一点 （ md 位于这条直线上，当且仅噌 : r = 2 和 y = 3. 同样， 平面 : r = 3 和的交 
线由一对方程 y =3 ， j =5描述.这条直线平行亍 r 轴延伸，平面 j =2和 x = 5的交线平行于 r 
轴，由一对方程 x = 2. ^=5描述. 
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阁 10. 2 平面 y = 0 fffz = 0 

把空间分成8个封限 


m 10.3 平面 x = 2, y = 3 决定 通 

过点 （2, 3, 5) 的5条直线 


在下面的例子中，指出坐标方程或者不等式同它们在空间中定义的点集之间的对应关系. 

例 1对下列方程和不等式作出几何 解释： 

(a) z^0 : 由 v 平面内以及 v 平面上方的点组成的半空间. 

( b ) ^= -3： 在1= -3 垂直于2轴的平面.这个平面平行于户平面.并且位于它后面3个 
单位的地方. 

( c ) 2 = 0 , y^Oi : tx 平面的第二象限. 

| d )0 O , rs = o > ^0 : 第一卦限. 

( e ) 平面 y = -I 和之间的空间 
层（包括两个平面在内）. 

(f) r= -2, ^2：平面 >■= -2 和 z =2 的交线. 

或者说，通过点（0，-2,2)同:^轴平行的直线. ■ 

« 2 什么点 P ( hhz ) 满足下面的方程？ 

^ z = 3 

解满足方程的点位于水平面== 3上，并且构 
成这个平面内的圆^ =4- 这个点集称为“平面 

^ = 3内的圆/ + /=4' 或者更简单地称为 + 

/ =4, z =3" (见图 10-4). ■ 围 10-4 平面内的圆？ ”： =4( 阀 2) 

10 . 1.2 空间中的距离和球面 

把叮平面内两点之间的距离公式扩展到空间中的点- 



(Ui ,~ ) 和 p A x i 之间的距离公式 

I 尸 ■ 尸 J - 工 t ) 2 + (> 3 -r,) y + -^i) : 


证明我们构造一个长方形盒子，盒面平行于坐标平面，点 C 和 A 在盒子的对顶角（见 
图 10.5). 如果 A(%，n) 和 SU， J2 , a > 是图中指出的盒子的顶点，那么三条盒边 d 仙和 
BP 2 的长度为 








向 f 与空柯几何学 

\ P t A \=\ x , I , UB \=\ y 2 - y t I , \ HP z \=\ z 2 ^ Zl \ 

W 为：角形和都■:角形，两次成用勾股定理给出 

l/V'P ^\F\H\ 2 +!/#/>, I 1 , \P^B\ 2 =\f\A\ 2 + \AB\ 2 

(见 m _ o .5). 所以 

I /： f \ I ' = f /' WI ; +1 Bf \ 1 2 

= \/% A \' +\ HF 2 \ 2 (代入1匕/?1: =\ P,A I 3 + \ Ah \ : ) 

- lx ； - j , | : +i r ： - r p l : +1 z , ^ z , I ' 

= ( X 2 - X] )' + ( y 2 - r , ) J + { Z： - : ■)-' 

闪此 

I /' P: 丨 = ./{x ，- O 」 + ( V ： - y,)' + i： 2 - i.T 7 

\ 

例 3 6(2,1 ,5) 和 />;( -2,3.0) 之 fn ] 的距离为 

i 丨 =/( - 2 -2) 2 + (3 - 1)^ + (0 -5) 1 
- /J6 +4 + 25 
=-/45 « 6. 70S 


利川趼 离公式 nj * 以 W ; 卞问 屮球血（见阁 io . 6 ) 的 方稈. 对于中心在点/，„(%, Vn . 4)、卜径 
为“ 的球诎■点，:^ ) 恰奵当 I 匕川=«或荇 

(.r - ) J + ( > - r<) )' + ( ^ - t j ) : = n 2 

財落在球向 b 



围 10.5 对丁 ft 角三角形 /V 仙和 P t SP 2 ^ 图 1(16 中心在点 （ q 、 v 0T 〜）f 径为 a 的球而 

用勾股定理求6和 P 2 之间的距离 


中心在点 U , } 半径为的球面的标准方程 

{^-x a } 2 +{y- ?0 ) : +(z -^) 2 ^a 1 

例 4 求球面 / + y 2 + ? + h - 4= + 1 = 0的屮心和半径， 

解我们用求圆心利半径的方法求球由的屮心和 半径： 在需要时对球面方程屮的*, j ， 2项 
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配方，并且把每个二次式写成线性表达式的平方.然后从标准型方程确定屮心坐铋和半径.对于 
本例的球面有 

x 2 + y 2 + z + 3 x - 4 z + 1 = 0 
( x l + 3 a ：) ” 2 + (? -4 z )=-[ 


(* +3 * + ( y ) V r! + ( I； - 4z + i = ri) = - 1 + ( y) J + (^) 

(i + I ) + y 1 + (z - 2) 2 = - l + ^ + 4 = 


从上面的标准迆方程看出，3/2, y , =0 t =2 fffa = Mn . 球面中心在 （-3/2, 0, 2}, 
半径为#/2. ■ 

例5下面是对几个关系式的几何解释. 

( a ) jc 2 + y 3 + i 2 <4；球面; if 2 +/ + z 2 =4的内部区域. 

( b ) x 2 + r 3 + z 2 ^4： 以球面十？=4为界的球体，或者说球面/ + /+尸=4及其内部区戚 

( c ) xU /^ z 2 >4； 球面=4的外部区域+ 

( d ) /+ r 2 +2 3 =4, z ^0 : 由叮平面（平面 2=0) 从球面:切出的下半球面， ■ 
正如极坐标给出在叮平面内定位点的另外一种方法 （9. 1节），在7维空间存在不间于笛卡 

儿坐标系的其他坐标系.在 13.7 节我们考察两种这样的坐沅系. 


习题 10 , 1 

在习娌〗 -12 中，对空间中的点集给出几何描 


述，它们的坐标满足给 定的对 方程. 
l .*=2 ,y = 3, 2, x - - \ 7 2 = 0 . 


3. y =0, j =0. 4< jc = 1, y = 0, 

5,^ +/ =4, z = 0. 6.x 1 +y 7 2 - -2. 

7* * 3 + ^ = 4, j = 0 + 8* j 2 + j 2 - 1, # - Oh 

9. i 2 + y 2 -¥ z 2 = 1, * =0. 

WK a 1 +/ +z ! = 25 , y= -A. 

a 2 + J 2 + (z + 3) 1 =25, z = 0, 

H ? + (” l ) 3 W =4, y^O. 


在 4 题 13-18 中，描述空间中的点集，它们 


18. (a)* -y t j = 0. 

Wx = y f 不限制 r 

在习题 19 〜 28 中，用单个方程或者一对方程 
描述给出的点集. 

19. 在给定点垂直于坐标轴的 平面： 

( a ) 点（3,0,0 )， z 轴； 

( D ) 点 <0 T -] ,0 )， y 轴； 

( d 点(0,0, -2 ) t :轴+ 

20* 经过点 （3.- K 2) 垂直于坐标轴的 平面： 

⑷戈 轴； 

(bk 轴； 


的坐标满足给定的不等式或者方程和不等式的 
组合. 

13. (y^O, i -0 + 

(b)*^0 t y 英 0， j = 0. 

14. {a)0^*^L 
( b }0 se*^l , 

Q ^ y^l t 

15 . { a }^ 

{ b ) r 5 + / + z ? >1. 

16* (a)T 2 +/^1, z= 0 . 

(b) * 2 + 〆 < 1 ， ^ = 3 . 

( c ) * 3 +/ 莓 U 不限制二 

17, UU 2 +/ +? z 这 CL 

(b)j; 3 +y z +z 2 ^i 1 z^0. 


(小轴 * 

2L 经过点〈3, -1 T 1) 平行于坐标平面的 平面： 
uiv 乎面； 

Wyz 平面； 

( c ) k 平面 * 

22. 位于坐标平面内圆心在点 （0,0,0> 半径为 2 
的圆： 

(abr 平面； 

( bb = 平面； 

(<0=平面. 

23. 位于给定平面内岡心在点 <0,2,0) 半径为2 
的圆： 

(a)i> 平面； 

(blv 平面； 
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( c ) f |6 i r = 2. 

24. 位于 [ H ] 半标平面平 h 的平而 内.阓心作点 
( -3,尖】 > t ■柃为丨 mm ： 

( a)xy r - iSl ^ 

ic)xz m 

25 , 经过点 （ i 丄-丨给定坐标轴的线： 

{ a 沁轴： 

⑽轴： 

(cH 

26- 空间中 同原点和点 £0,2,0) 等距的点集」 

27. 迚过点 （ I . I ，3)垂立于 ； 轴的平 iftlM 中心在原点 
半径为5的球幽相交的岡. 

M . 空间中的点集.其中的点距离点（0,0，1)2个节 
位，同时距离/((0,0, -1)2 个中位， 

在4题29 -34 中，写出描述点集的+等式. 

»• 以平固 s =0 和：=〖为界（包含这两个 f 面）的 
空间层. 

»• 第一卦限内以肀标平面以及平面 ) =2 和 
z = 2 为界的立方体. 

31* 好平面上和外平向 卜方的 点构成 的屮窄 间- 
32,中心在原点申径为〖的球面的 卜半 球面， 

^3- 中心在点半杼为1的球面的卜列空间 
区域： （ a ] 内部区域， （ b ) 外部[<域_ 

34. 以中心在原点 f - 径为]及半径为2的球面为界 
的闭 K 域> (闭区域是指包含两个球闻在内. 
如果要把球由排除在外，就说以球面为界的开 
区域. 这一克同用闭区 ㈣ 和开区间描述区间的 
方法相似：闭区间是指包含端点在内，开 R 间 
是指排除端点.同样，闭集合包含边界，开集 
合把边界排除在外 .） 

在习题35~40中 + 求点 P , 和&之间的距离. 

10.2 向量 
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35. 

36. P,( - 1 .1-5) ，尸“2,5.0). 

37. /*,(! t 4 t 5) , P 2 (4, -2,7), 

38. ^,(3,4,5) ^ 2 {2,3 + 4). 

39. ^(0.0.0) J \( 2 . -2,，2>. 

40. / J t (5,3 T -2) t P : ( O t O p O ), 

越 4 】 〜44 中，求球面的中心和 f 柃. 

4L +2)* + / + ( z - 2) 1 =8. 

43. (x - j ) 1 + (y - J2 ) 2 + {z +^2 = 2 . 

44. ’+(”+)-+(:m 

(t^JSg45 -48 >)i. 求给出 中心和肀杼的球闻 

； f @- 

45-屮心 （I, 2, 3h 丰径 v/T^r 

46. 中心 （()，-1.5)； 半衿2, 

47. 中心 （-2.0,0)； 半钍 75. 

45. 中心 （0, -7,0): 半径 7. 

A-JSS49 - 52 Mi. 求球® 的中心和半径. 

49. 1 2 +/ +i : +4* - 42 - 0 . 

50, + v : + : 1 - fiy + S: = 0. 

51. 2i : + 2v : + 2z + i + v + r = 9. 

S2. 3x z + 3i' ; + 3 j ; + 2r - 2i = 9. 

53. 求从点 PU._v. ; ) 到 T 列坐标轴的 ftift 公式： 

Ul* 轴； （b)j ■轴； Uk 轴. 

54. 求从点 P( 乃到下列坐平 ® 的距离 公式： 
(aUy 平面； （hl)z f ■面 ； Iclc 平面. 

55 . 求以点 .M - 1 ,2,1) , ^ ] , - 1.3) 和 C (3,4.5> 
为顶点的-:角形的周长. 

56. 证明点巧 3.1,2) 同点4<2, -1,3) 和 S (4.3, l ) 
等距. 


我们要度量的某些对象仅由它们的火小决定.例如，为了记录质量、长度或#时间，只需记 
下数字和指出相应的度 M 单位.而描述力，位移或者速度这样一些 童时， 则需要更多 的信息 .在 
描述力时，需要记录力的作用方向以及它的大小.为了描述物体的位移，必须指出它的移动方向 
以及移动的距离.为了描述物体的速度.必须知道物体运动的朝向以及行进的快慢.在这一节我 
们说明如何表示平面内或#空间中同时具有大小和方向的对象. 

10.2.1 分置形式 

像力、位移或者速度这样一些量称为向量，并且用 有向线 段表示（见图 10.7 >. 有向线段的箭头指 
向作用方向，它的长度给出在适当单位选择下作用的大小.例如，力向量指出力的作用方向，它的长 
度是力强度的 度量； 速度向量指出物体运动的方向，它的长度是运动物体的速率 ■ 图 10. 8显示质 
点沿平面或空间路径运动时在特定位置的速度向 董 v .( 向童的这种应用在第11章讨论 .） 
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lf |10.7 有向线段.彳育 ffl 10.8 运动质点沿！0平面路径和间路抒的速度 

向 S , 路径的箭头指示质点的运动方向 


定义一个向置是一条有向线段.有向线段;^以 rl 为起点.以 S 为终点，它的长度用！ 
I 箱 I 表 示. 如果两个向 董有相 同的长度和方 向， 它们是相等的 向擞. 1 

当 m 向童时，如果是具有相同长度的平行向董.并 r 指向同一方 a ,我们把所用的箭头理解 
为代表同一向童（见图 10.9), rtt ] 不管它们的起点在哪里. 

在教科书中，通常用小写粗斜体宇母表示向童.例如 a , v 和有时我们用大写粗斜体宇 
母表示力向量，如 F . 在手写形式中，习惯上在字母上面上小箭头，例如 iT , f . 和 A 

我们需要一种表示向最的代数方法，以便能够更精确地描述向量的方向. 令”可 存在 
一条等于的有向线段，它的起点在原点（见图 10. 10). 它是*>在标准位置的代表，在正常情 
况下是我们用来代表 v 的向董.当 v 处在标准位®时，可以通过写出终点 ㈠ ,， 的坐标来指 
定 V . 如果 v 是平面内的向薰.它的终点有两个坐标. 



图中显示的平面内的 4 个箭头（有向线段） 
具有相同的长度和方向.因此，它们代表 
同一向量，我们写成 ^ CD=OP = EF 


m io . to 处在标准位置的向量$以 
原点为起点，有向线段 
和，平行且有相同的长度 


定义如果 v 是平面内的一个二堆向量，同起点在原点和终点为（(;,，、> 的向量相等.那 
么 V 的分量形式是 

V = <tj ， t'j) 

如果 V 是一^ 三维 向量， 同起点在原点和终点为的向量相等 T 那么 r 的分量 形式是 
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所以二维向*是实数的一个序偶 v = m 飞维向最是实数的有序元组 v 

f ； 3 ) - 数 IV 和 h 是 P 的分量. 

如果》^〈,,,，,~士）是用有向线段/^表示的，的起点 SPU ,, y ,， ；|) ,终点是 （? （ u ; , 
〜），那 么！， +,.■ *, +,,, = 1 ,( I ( LI ¥] 10. 10). 因此，，: 1 = 1 — 1 . r ; = v , - v ,, ，-， = 

A - A 逛的分量. 

总之，.当给定点 PU ,，>■, 〆 ,） 和扒 I; , r , ，: 等十间的标准位賨向 M v = (,■ , r ; , i ., >是 

v =<*;-*■ ， y 2 - y ,, i , - i ,) 

如果 v 是平面内以 Ph ,,；^) 和为起点和终点的向嫌，那么^ = r , _、〉.平面 

向*没有第分童.我们将基于这种理解推导=.维向量的代数运算，而当向*是二维 （平 面向 
*) 时， 只* 略去第7维. 

两个向童是相等的，当且仅当它们的标准位置向童是全等的.这样， （“,， u ,, u , >*〈,,,，〜. 
, J i ) 是相等的，当 M 仅当 u , = u , ， h 和 u ， = ty 

向鸷$的大小或者长度是它的任何等价的有向线段代表的 K 度.特別足，加果 p = ”,， /; - 

^1- ^ - 1 . >是巧的标准位置向量，那么距离公式给； li 1>的大小成卉长度. fH 记 y I V I或II V II表示. 

I ___ ___ _ ____ 

| 向 = 的大小或者长度是非负数 

I lvl = v^T +t -'j + d = /Un ) 2 + (y : - v, ) 3 + (j 7- : 7 i 

|(参见阁_0,10.) : 


K 度为 0 的仅有向撤是#向置 0 = <0.0)或者0 = (0,0,0). 这也是仅有的无明确方向的 

向量. 

例1向最巧以 p ( -3,4,]) 为起点和扒 -5,2,21 为终点. < a ) 求向量的分* 形式； （ b ) 求 
向童的长度. 

解 


( a ) 代表网的标准位置向童 v 具有分童： 


= -5-(-3) =-2, , i 2 = - y , = 2 - 4 = - 2 . = i 3 - i , = 2 - I = 1 

$ 的分量形式为 


-2, -2,1) 


( b } v =>^ 的长度或大小是 

I v 丨= /(-2) 1 + (-2) 1 + ( I ) 1 = # = 3 _ 

例 2 在光 滑的水平地板上用同地板成 45° 角的 20 磅力 f 
拖一 辆小车（见图 10.11). 使小车向前移动的有效力有多大？ 
解有效力是/的水平分量，由 

m = I F [ cos 45° = 20|^J= 14 . 14 11> 

给出.注意 F 是二维向量. ■ 

10. 2.2 向最的代數运算 

牵涉向量的主要运算是向量加法和标量乘法.一 个标置 



R ! 10. 11拖小车向前移动的力是 
由向 S / 1 表示的同地平 
面（正 I 轴）成45°角和 
大小为 20( 磅）的力 
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第 m 章 


就是一个实数，、我们打 算把汗 意力转向数 MfjM : 的沿別时这样称呼它， fctt " 〖以取 iF : 负怡或 
荇为芩， inm 川 r 以朵让“杯 度”个向 f _ t . 

定义今 U = <!i |t 〜， O 和 卜 ， /', ； Jll ： |l'j fiL k lit 

加法： II + v = (Ji ( + r, T »> + f : , ",+r., ) 

标置乘法： iw - < kn ^ . ku ： t kn t 

向 W 的加?丄记把 AM ； 的对 ;、 V : 分 W 相加 .H 的桌法 M 把钚 W 朵叫 W 的每个分此这 

两个定义迠川 rru 】 两个分敁（士 和（，_,々> 的 frfri 向队 

对 f 平面向时，向 W 加法的几 何解释 见阳 〖a I2t U: 屮 个 向姑的起点坫 H 外个 叫域的 
终点. W 外I种解籽敁小在阍 10. 12U 屮，你»】 W 加汰的平行四边形定律. Jt 小的和坫 fi 行四 
边形的对角线，称为合成向量.汴物理屮屮，力按向 W 相加.加 M 速度 h 加速度等的加达■样. 
所以，例如对 r ■受判叫个力作:川的质点 . 作川 ft 质 A I.的力山网个乃向栻相加得到. 





mio . 13显水和向的乘枳 a « 的-忡儿㈣解忏.加果々>(),那么 h 和有相同 
方向； 如果 Jt<0, b 同 K 的方向相反.比较《和以的氏 / 

度，肴出 ^ 

\ kv \ - J~{ ku.) 1 + ( ku ^) : + ( Ah , } 


- -/k r a] + n] + u~ = L A II u 1 
Aii 的 K ： 度等于标 ^ & 的绝对值乘 《 的民度. 向發 
(一 1> w ，- wR 有同 《 ，样的 拉度， 但是指向相反的方向. 
两个向■:的差《 -Mtj 


m io. n 向 ttu 的标堉乘法 


定义 - 若 （# =〈《,， 《]. “，>• v - (v t t rs t (、） .则 


请注意 t (U-V) + v = w , 所以向黾 （ n-o 加 V 得到圯阁 ia 1 知 ）. 阁 10. 14b 显示向祜的差 
«- 1 »为向童的和£ 1 +( - V). 

例 3 令 u = < -I ,3,1) t v = 〈 4,7,0 夂求 






向霣运 JI 的性质 

令《， v , W 是向董，《和方是标量, 

⑴ w + ^ = v +11, (2) (u + v ) 

(4]u + ( -«) =0. (5(0« =0. 

[7)a(bu) = (ab)u. (8)a(w + v 


(3 ) if +0 =u. 

(6) J 41 = u, 

I 9){ a ^ b ) u ^* 


向量的一个重要应用出现在航行中. 

例4 —架喷气式客机向正东以 SOO mph 的速度飞行，在飞行途中遇到一股从机尾吹来的东 
北方向60°的风，风速为 7 0 mp h. 飞机罗盘方位保持正东方向，但是由于风力而获得新的地面速 
度和航向.这个航速和航向是什么？ 

解如果 u = 飞机本身单独飞行的速度，！>=尾风的速度，耶 ^ 

么丨 ul=500， 丨 vl =70( 见图 10. 15). 飞机对地面的速度由合成 | 

向量 b+ v 的大小和方向给出.如果用正*轴表示东，正；^轴表示 

北，那么《和》的分量形式为 V _ 

« = (300,0> 和 v = <70 m3 60°, 7C sin 60°) = (35,35jT) / 

因此， a + v = (535,3573) \ — ~广— E 


飞机新的地面速度约为 538. 4 mph ，新的航向约为东北 6. 


图 10. 15例 4 中表示飞机速 
度的向 S « 和尾風 
速度的 向暈- 
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第〗 0 章 


10, 2,3单位向置 

氏度为1的向*称为一个单位向置.标准单位向置是 

i = (1,0,0>, j = {0,1 T 0) , k = <0,0. L > 

任何向景 v = 可以表成为如下的标准单位向量的线性组合： 

V = ( r , T y , ，^) = { v t ,0 T 0> + <0^ 31 0) + <0,0,1；,) 

=1 ,0,0} + y 2 (0 *l ,0) + 〈0,0 .1 〉= tJ t * + vj + v^k 

我们把标量（或数称为向* v 的 l _分置， h 称 
为分置， h 称为 * 分量.用分董形式，从匕（^,， 

，〜）的向貴是 

= ( 气— }( + Cr 3 - r , )J + (h - *i > A 
( 见图 ia 16), 

只要它的长度 uf 就不 为零， 并臣 


就是说 ， v / lvl 是向量 V 的方向上的单位向量，称为 - 
非零向憊 V 的方向. 

例5在从 尸“1 .0,1) 到 P 2 (3,2,0> 的向量的方向阁 10 .〗 6 从户，到八的向 fi 是户= (' 
求单位向童二 __ -( r : - V , )y + 

解 用^ ^的长 度除？ 

PJ \ = (3 - 1)| + (2 -0 )y + (0 - 1 )k = 2 i + 2 j -k 

I p^K I = /(iy + ( 2 ) 3 + (- n 1 = 74+4 + i = j = 3 

^ 2* + 2j - ft 2 . 2 . t , 

… 十 —W — 夕 



单位向童 《是& 的方向. 
人物传记 


赫尔曼 • 格拉斯曼 
(Hermaiin Grassmann, 1809_ 1877) 


例6如果 v =3 f -4> 是一个速度向量，把 v 表示成 
它在运动方向的速度乘一个单位向置. 

解速度是向量 v 的大小【长度>: 

lrl = 7(3) 2 + (-4) 2 : /9 T " f 6 =5 
单位向量 v/l vl 和 V 的方向 相同： 




所以 



总之，可以把任何非零向董 V 用它的长度和方向这两个重要特征表示成 v = 
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— 一 一 一 

是在V的方向的单位向童； I 

(2) 等式 v = I H 把 v 表示成它的长度和方向的乘积. 

例7 —个6牛顿力 f 作用在向量 v = ：2f + * 的方向上.把力 f •表示成它的大小問方向的 

乘积 f 



在习韜9 ~ 16中，求向置的分置形式. 

»• 联结点 P = (l，3) 和 p = (2, ，1)的向置巧. 
la 联结原点0和线段 AS 中点 P 的向量万芦，其中 


15- 绕原点依反时针方向旋 转向置 <0，1>】20。得到 
的单位向置. 

绕原点依反时针方向旋转向置<1，0)】35。得到 
的单位向置 . 
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15 W f 


I 7~22 十，把每个表小成 V = t j + 
V + hit 的形丈 

17. 联结点 (5,7, - 1 ) 和 W ' - 2) 的向 
規 d 

18. 联结点 /V 1 ,2 ,0 ) 和 ，V _ 3 ,0，5 ) 的向醱 P t P 2 , 

19. 联结点 -7 t - S , l ) 和 B ( - 10.8,1 ) 的向 
1 U 云 

20. 联结点 _ UI -0,： n 和川 -1，4,5) 的向置 
■向置 - 匕 K 巾 “ （ I , I , - ■ 〉， k 

0,3). 

22 . 向唐 -2 h + 3 广 Jt 中 W = ( - H 2 〉，v = 
(1,1,1)， 

在4题23和24中，3窬要阐出指 示向* 的草 
图时，复制首尾相连的向 S «, ^ 

23. t 



{ a)w + v. (bju + r + w. 

{ c)w - v . ( d]u - H -. 



(ft)v -v. ( b)u - t + w 

( c )2 h - v + { d)u + v + v , 

在习题 25~30 中，把每个向量表示成它的长 
度和方向的乘积. 

25, 2i+J-2k. 26, 9i-7J + 6k. 

27. 5k. 28* I f + + 

3 t 求下列给出长度和方向的向量，不书写 算式： 


( a ) K ^2, ；/[；.]/； 

( b ) K 度 A , ；/ f »] 

( c ) Rj ® ] 2 T Jj\U] ^ j + ^ Jt ； 

( d ) K ： 度 7. ； f\^Y i - 2 y j + \ k . 

32 . 求卜列给出 k 度和 力內 的… m . iqsm ; 
【 a 】 R 度 7. / jYu !->； 

[ b }^ m /2, h\-l - ^ k ； 

( c ) K ^ yy , 

( d } ttJt «> t ), 7 r 向 ★!■+ k 

33. 术人小为 7 方向为 v = \2 i -5 k 的向廬， 

34. 求大小为3 AfnlM V = ( 1/2)( - ( \/2 )k 
的方向相 反的向 

在4题 M ~ 中，求 （a ) 向黾6的 M 
(1>)线段的中点- 

35. P , ( - M ,5) , P 2 (2,5, Q ). 

36. P f ( l ,4.5)，-2,7). 

37. / V -1.4.5), ^(2,3.4). 

胤 P , ((],0川 ， 匕（2, -2, -2). 

39. 设」点=‘+十 4 j -2*，£ fM /'(5 J .3). 求 A 4. 

40. 设 /i = -li + y + U , A £ V ；；( -2, -3 沁） ，求 
点 fl - 

41. 线性组合令(*=2;+入 I + y \ w = i - j . ^ 
满足 u = av + bw 的标量和 A 

4 Z 线性组含令《 = ‘--2_/, ^= 2 i + 3 j . w = i +1 
求《= + +〜， K - 中〜 平行于 V , f 行于 W 
(参见4题 41). 

43-力向置如附阁所不，用力^拖 f _ 提箱，力的 
大小 I f I = m 磅.求 A ' 的! + 分量和_/分量， 

F ， 



44. 力向最如附围所示， H 筝线以 U 磅拖力 
im =12) 拉住风筝，扦 a 同水平 力向成 
45。角.求 f ■的水平分量和垂直分量. 
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45. 逋度 架（机创四北；;向 25n；8CM) km/h 的 
航速 Vft 求 t 机速度的分甘肜忒，假定 
轴忐示东，〖1:7轴及4£北. 

46. 速度 m 机初东南方向 UTW600 km/h 的 
航速飞行< 求色机速度的分1形式 ， x 
轴表东，正）轴表^：心_北- 

47. 位置 从它的巢朝东北方向 6tr 飞5 km, 

停留一棵树 L 休息.然 C 朝止:东南方向飞10 
km， 降落在■根电话线杆顶端，把 v 坐如系的 
职点设置在乌巢处，1轴指向东，/轴柑向北. 

树位于什么点？ lb 丨电话线杆在什么点 v 

4«. HQ 把从以 P , ( t , 0 、 ） 到户: U 3 , a a ) 的线 
段分成 K ： 度比为^/? =「的两段，利用相似:-:角 
形求点 （? 的坐标. 

«■ 三角形的中线假定 .4, C 是后面附图所示 

的常密度角形薄板的角点. 

U) 求从 C 到边 .4fl 中点 Af 的 向黾； 

(b) 求中线 CM I从 f： 到位于由 C 至《的^■:分 
之二点处的向竃； 

{ c} 求 MBC _一:条中线交点的坐标.按照6,7 15 
习题21,这个点是三角肜薄板的质心， 

10.3 点积 



50- 求从原点到7角形中线交点的向量.、角形的 
顶点为 

■4(1，- K 2), a (2， l ，3)， C ( - 1,2,^ 1 ) 

Sh 令 4 SCZ > 是空间中的 - 般四边形，不必在平尚 
内.证明联结两个对边中点的两条线段 
互相等分，（提 示： 通明这两条线段有相同的 
中点 . > 

5 2. 从平面内正 n 边形的中心引出到各个顷 点的向 

证明这邱向董的和为零.（徒示：如果绕 
中心旋转多边形，向輦和会出现什么结果 U 

5 3. m^A. B, C 是二角形的顶点 .a 乂 r 分別 
是相对边的中点.证明 t ^ + ^ =0. 

54. 平面内的单 位向量 证明：乎面内的申位向量 
对以表示成 a = Uos S)i+(s\n $}j, 由对 f 依反 
时针方向转动一个角0得到1解释这种表示形 
式为什么给出平面内的每个单位向量. 


如杲力 F 作用于沿一条路径运动的质点上，我们时常需要知道力在运动方向的大小.如果^ 


是平行 T 路径上尸作用点的切线的，那么需要知道 F 在 v 方向的大小，图10, 18显示，我们求的 
纯最是长度 IFI 其中0是两个向置 F 和 v 之间的央角. 


在这一我们阐明从两个向量的分量直接计算它们 
之间的角是很容易的> 计算的关键部分是称为点积的表达 
式+点积也称为内积或者纯量积，因为乘积的结果是纯量 
而不是向量.在考察 点枳后 T 我们把它用于求一个向量在 
另一个向景上的投影（如阁 10. 18显示的那样），以及求恒 
力作用通过一段位移所作的功， 

10, 3.1 向量之 间的角 

使两个非零向景《和1；的起点重合，它们构成一个角 
0, 其度 量范鬧 是区间0名 0617( SL 图 10. 19). 如果两个向 
量不位于同一直线上，耶么角0在包含它们的平面内度量. 



- \ F \ cos^ 

m io . is 力 f 在向逢 i 的方向的 
大小是^在 v 上投影的 
K 度 I F kus 
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如果两个向 M 位于同一直线，那么两个向量之间的角在它们指 向同一 方向时为；，而在它们指 
向相反方向时为 1T. 角0是 U 和 V 之间的角.定理1给出确定这个角的公式. 


, 定理1 ( 两个向量之间的角 } 两个非 零向量 《 = («,, Ul , U 5 > 
i 和 v 二 < nt ^> 之间的角沒由公式 




确定. 


在证明定理1之前，我们把注意力集中到计算 e 的表达式 
“■ U , + U ； tJ 2 上面. 



图 10. 19向釐 u 和 V 
之间的角 


定义向董 “ = <>■ 4，七〉和|^<^>的点积|| ‘ v (‘ 
« . v = a,v, +u 3 v 2 + u y v i 


点 F ) 是 


例1 


( a )( I ,-2,- l ) - ( ’6,2，-3〉 =(1)( + ( -2)(2) + ( -1)( -3) = -6 -4 +3 ： 

( b > (士“ 3"*) - (4.- J +2*) =( y )(4) + (3)( -1) +<1)(2) =1. 


一对二 维向*的点积用同样的方式定义： 

' (*^|，2> = U X V X + U 7 V 2 

定理1的证明对图 10.20 的三角形应用余弦定律 （1.3 
节公式 (8)) t 求出 

l ^ l ! =\ u \ 2 - 2 \ u \\ v \ co^e (余弦定律） 

2lwMvlco S (9 -l«l J +lvt 2 -Iwt 3 
由于沖-广 w 的分量形式是 〈〜 - v l 3 u t - v 2 , u , - v 3 ). 
所以， 

l « 丨、 （ »卜4 ) 2 = u] + uUul 



t v 1 2 = ( +v] +v] ) 1 = € + tfj + ^3 


1 w 13 ， （ y(**i - v ,) 2 + ( i ^ - v 2 y + ( I *, ~ v ^) 2 y 

=(u. - V] ) 1 + C u 3 " ) 1 + { u 3 - w 3 > 1 

-u x - 2u l w 1 + ifj + Uj - 2u t v 2 + ^ 4 u, -2ii 3 u 3 +W3 

和 

\u\ 2 \ v\ 2 - \w\ 2 -2{UjV l +U 3 v 3 + i^v s ) 

因此， 

2 I u If v I cos ^ = J « I 2 +J v I 2 -\ wl 1 = 2(u,i? ( + UjVj + u 3 t) 3 > 

I u II v I cos 8= it l u l + lijttj + u 3 t^ 


因为 0 S (9 矣 TT , 我们有 


COS 0 = 


W Ah + 

litllvl 
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0 = 


- r 1 n 


用点积记马，两个向規《和 V 之问的角可以写成 


a = cos ] f u，v ) 

、丨 U II vl / 

例 2 求向 * - 2 * 和 v =6 j + 3/ + 2 Jt 之间的角 ■ 

解利用上述 公式： 

« ■ v = (1)(6) + ( - 2)(3) + { -2)(2) =6-6-4 = -4 
lwl= A \) 2 + (-2) 1 + C-2^ t = J9 =3 
I v I = 7(6)' + (3)^+72)^ = 749 = 7 

e=ct,3， ( rfir ^) = c ° 8 '( ujit )}= 76 弧度 
夹角公式也适用于二维向 s . 

例 3 求由顶点 MOJ )， B (3,5) 和 C (5,2) 确定的三 
角形 dfiC 中的角 (? （见图 10.21). 

解角 （? 是向童 " ST 和$之间的角，这两个向童的分 
童形式是 

CA = <-5, -2) 和 CB = (-2,3) 

首先计算这两个向量的点积和大小： 

CA - CB = (-5)(-2) + (-2)(3) = 4 
M I = /卜5) : + T - 2 T ' = /59 
I Cfil= A-2) ! + (3) 1 = /13 

然后利用夹角公式，得到 





Tfr 


m 10.21 例3中的二角形 


\1 Cyl II CB \! 


4 



= 78. 】。或 


1.36 弧度 


■ 


10.3.2 垂直【正交） 向置 

如果两个非零向量 u 和 v 之间的角是 tt /2, 那么它们是垂苴的或者正交的.对于这样两个 
向量，有 u _ v =0, 因为 oos ( ir /2 > = 0. 反过来的结论也 成立： 如果 u 和 ►■是 满足 u - v = 

丨 M 11 v I cos =0的非零向量，那么 cos 6 = 0 ,而 # = cos "'0 = it /2. 


定义向量 a 和 v 是正交的（或者垂直的），当且仅当 u ■ p =0. 


例 4 

<»)向量《 = <3, -2>和)^ =〈4,6>是正交的，因为 u ‘ *>=(3)(4) +( -2)(6) =0. 

< b ) 向量 《=3 f -： y+A 和 >>=9+4* 是正交的，因为 u . ^ = (3)(0) +( -2)(2) + (1)(4) =0. 
( C ) 向童0是同任何向量 u 正交的，因为 

0 • »= (0,0,0) - { Ul ,i/,, U3 > = (0)(«,) + (0)(^) + (0)( U J = 0 I 

10.3.3 点积性质与向量投影 

点积服从一般实数（纯童）积保持的许多法则. 




9 w* 


点积的性质 

Tiu , V 和 W 挂任意向 M , r 是纯量，则有 

( 1 ) « • m = v-tt. (2) (cw)-^ = «■ (ri^) =f(tt-v). ( 3) « ■ ( v + w) = u* ^ + u ■ 

(4)«*« = \u\\ (S)O-h =0. 


人物传 U 1 

长尔 * 弗里 德电希 * 高斯 
(Carl Friedrich Gauss, 

J 777—1855) 


性质 （1) 和 <3) 的证明点积的性质容易利用定义证明.例如， 
K 面给出性质 （ I ) 和 （3 > 的 址明： 

( 1 = u , t ;, + U 2 1 2 + u y v x = r L a, + y,u； + = v * u . 

(3) u - (v + w ) = t u 2 V ■ <t, +ir] + w 21 + 

=( r , + w t ) + u 2 ( v 7 + tr 2 > + u ,( I 、+ ） 

~ UJ 、+ U , It 、+ 11^1^2 + u z w 2 + U s v ? + 

= C ^ I^L +«：*； + ( u ,^, + W ： W 2 + U % W ^) 


现在我们转向本节开始时提出的一个向量在另一个向蟥上的投影问题.向童《 = ^在一个 

非零向童》；=；^上的向量投影（见图 10+22) 是由从 y 对迕线作卩垂线确定的 向童& 这个向 
馕用记号 

?ro\ r u (“《 在 P 上的向量投影”） 

表示+如果 II 代表力，那么 pn ) j / 代表在 v 方向的有效力（见图 10.23). 



阁 】 0.22向量 k 在 v 丨.的向量投影 阁 10.23 如果用力《拖盒子，使盒子在》«方向向前 

移动的有效力是《在 v 方向 t 的投影 


如果向量《和 v 之间的角6是锐角， pttjj r « 具有长度I II I cos ^和方向 v/ I v I (见图 KL 24), 
如果0是純角. cos 0 < 0而 proj.tt 具有长度-I « J cos 0和方向 -v/ 丨 H ■在两种情况下， 
pra\ r u = ( I « ! cos 


=(^ 0“ i — 
=(^ 


数 | M lc O3 0 称为“在 V 方问 的纯置分量. 总之有 
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长度=卜 |™*# = -|h[ ™sS 

a)5l]5t!0^O. proj, (/的氏度 MWcosfl b| 如! r™j►«!><；Kffi 

SIIO.2 4 u 的向康投影的 ft 度 


«在1>上的向童 投膨: 


U 在 V 的方向的纯量分*: 




I U 丨⑽没= - ~~- =« _ 


请注意， “在 V上的向量投影和„在^方向的纯量分量都仅依赖于向童 v 的方向，而同它的 
长度无关（因为我们用《同V/ I V I的点积，1^/ I V I是V的方向 > T 

例 S 求 “=6f + 3y + 2A 在卜 y-2 &上的向量投影，以 及“在 V方向的纯量分董. 

解由公式 （1) 求 proj v «: 

proj > tt = ^ v = ^|^ ( f _ y _ 2 t ) ，- ± ( l --2 y -2*) =-|/ + |y + f * 
由公式( 2 )求《在》>方向的纯量 分量： 

|„| ooae= „._L_ = (6i + 3j + 2ft) • ( J i - |> - |- *) = 2 - 2 ± _ 

公式 （1) 和 (2) 也适用于二维向量. 

例《求力 F=5f+2_/ 在 v=f-3y 上的向童投影，以及 F 在 v 方向的纯量分量. 

解向量投影是 

proi - F = (rS) v = ffl (, ' - 3J} = -15 (, " - = 士 + & 

F 在 v 方向的纯量分童是 

lF \ cos9 = 111 ^ _ __L_ ■ 

卜 1 vTT 9 yio " 

10.3.4 功 

我们在第 6 章，曾经用计算大小为 F 的恒力移动物体 经过一 段距离 d 所作的功.那 

个公式仅当力 f 指向运动直线的方向时成立.如果移动物体经过位移 D = 玲的力 F 具有其他方 
向，那么所作的功是由 F 在 D 方向的分董实现的.如果 
F 同£>之间的角为(见图 10. 25)，那么 1 p 


) 的长度） 


= CI F I cos 0) I D 
= F-D 


阁〖0.25恒力 F 使物体位移 D 所作 
的功为 （ 丨 FlcosO ) IZM 
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定义恒力 f 作用于物体经过位移 D = 所作的功为 
W = F •/ >= iFMDIcostf 

其中0是 F 和 Z ) 之间的角. 


例7如果 =40 N (牛顿）， \ D \ =3 m , 6=60% 力 F 使物体从 P 移动到0所作的功为 
功 =\ F \\ D \ co^e (定 义〉 

= (40)(3 )cos 60 fl (给定值） 

= (120)(1/2) = 60 J (焦耳） ■ 

5我们在第14皋学习求可变力沿空间中的路径所作的功时，将面对功的更具挑战性的问题. 
习题 10. 3 

在3題1-8中.求 


(b)P 和(I之间的角的 余弦； 

UU 在 r 方向的纯*分 S; 

(d) 向 M pmj r B. 

1. v = 2i-4;+Ajt p 11= -2i+4j-^5k. 

2. v = (3/5)i + (4/5)Jt, u=5i + \'2J. 

3. v = lQi + Uj-2k, u =3i + 4ft. 

4 . v= 2 i + lQf-lU, u^2i+7J + k. 

5. v = 5j - 3k T u-i+j + k. 

6* v = -/ +j t H = J2i + ^J3j + 2k. 
7.v=Si+j f u=2i+ /Ilj r 



O 在习題中，求向 董之间的角，准确到百 
分之一呱度- 

9*w=2i+j, v=i + 2j-Jt + 

+ v = 3i+4*. 

11』=办-7人 v=^3i+j-2k, 

\1^ = “构-在 k ， v = - i+j + k . 

13 •三角形求以4 =〔 - ] ,0), = (2, 1 ) 和 

C(〗，-2) 为顶点的三角形的3个氟 

14. 矩形求以 C=(3,4) 和/? 
= (4 t I ) 为頂点的矩形的对角线之间的角- 

15. 方向角与方向余弦向置 V = o/ + 好 + cit 的方向 
角《，見？定义如下：《是V间正*轴之间的 
角 （0 矣 ct 妄 7T ), 权是 F 同正: T 轴之间的角 （0 矣 
彡与 TT), ^是^同正工轴之间的角⑺在^^甘）. 

(a) 证明 

CO90£ = T ^_， = ^ ™y = ^7 
和 

coa^Qf + cos 2 月 + cos 2 y - J 
这三个余弦称为V的方向余弦. 

(b) 由方向余弦构成单位向量证 明：若 V=ai + 以 



16* 总水管设计设什一条总水管，朝北的坡度为 
20%，期东的坡度为10%,如附图所示。确定 
这条总水管由北转向东的角度扶 



17. 向置的和与差在附图中，向量 v , 和 t 的和 
y v + v 2 与差 Fj - a 看起来是正交的-这是纯属 
巧合.还是存在的一个亊实，在这种情况下吋以 
預期两个向 ft 的和与差正交9提出答案的理由. 
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18. B 上的正交性假定是以0为圆心的 W 的 
直径， C 是联结 /( 和 B 的两段孤之一上的点. 
证明 " S ' 同正交. 



w . 菱形的对角线证明菱形（边长相等的平行四 
边形）的对角线垂直. 

M . 垂直 对角线 证明正方形是对角线垂 S 的仅有 
矩形. 

21- 平行四边形为矩形的条件证明：平行四边形 
是矩形当且仅当它的对角线长度相等. （木 K 
经常利用这个亊实 .） 

22* 平行四边形的对角线附图显示由向童 U 和 v 
确定的平行四边形.证明，如果 I U I = I v 丨， 
对角线等分《同》之间的角. 


23 •弹 射运动支枪在水平方向之上8。射击，子 
弹出腌速度为1 200 ft / s . 求子弹速度的水平分 
量和垂直分 i . 

斜面假设在附图所示的斜面向上拖一口箱子. 
求使平行于斜面的分力达到 2. 5 lb 的拖力*. 



2S. (») 柯西-施瓦茨不等式 

利用 a _ u = I u I IHcos 0 这个 爭实， 证明 
不等式 I «-vl « IbII vl 对于任 何向量 u 和 
f 成立. 

{»>} 在什么条件下 l«+fl (如果成 

立）？提出答案的理由. 

M . 复制附 图的坐标轴和向量.然后描绘满足不等 
式(《‘ + >■_/)■ M 0 的点 （I , y ) 的阴影区.说明答 
案是正确的理由. 


y 



27.正交单位向麗如果和《 5 是正文单位向 M, 
v = au l +Au, ,求》.11,. 

2*. 滴去点积中的困子在实 数乘 法中，如果仙，= 
U » l . 并且 0,那么 OJ ■以消去„，得到 !■, =〜 
在点积中是否存在同样的法則：如果《 ■ = 

« ■ 丼且 B#0, 能 开得到 K , 的结沦？ 
提出答案的理由. 

w. n 向最*宜的宜«证明：若代表向量 + 
V的线段的斜率是直线 ax+by = c 的斜率的负 
倒败，则向 M 同直线垂直. 

同向童平行的直《证明：若代表向置 v = of + 
bj 的线段的斜幸同直线 fc* -a r = c 的斜率相等. 
则向置 同直线平行. 

在习题31 -34 中，利用习題29的结果，求经 
过点 P 同向置 f 垂直的直线的方程.然后画出直线 
的萆用.在 ffl 中画上以原点为向责起点的向置 

31. ^(2,1), v=i + 2/. 

32. P ( -1,2). i-= - 2 i - j . 

33. Pf -2. - 7 ), r = - 2 i + j . 

34. P(ll,10) r r = 2i-3 / 

在习题 35~38 中.利用习埋 30 的结果，求经 
过点 P 同向童*■乎行的直线的方程.然后画出直线 
的单图.在 ffl 中画上以原点为向量起点的向 fl 

35 -^( - 2 , 0 , 

36. P(0, -2) . v = 2 i + 3 j . 

37. P(l,2), v= - i - 2 j . 

38 ■尸 （1,3) , f=3i-2/. 

39 ■力沿直线作的功求由力 F = 5i_( 大小为 5 rs_) 把 
物体从原点沿直线移动到点 （i , 1 )( 以 m 为距离 
单位）所作的功. 

40. 联合太平洋公司的 Big Boy (大小子）机车可以用 
48 N (合135 375 lb) 的牵引力拉6000吨的 
. 以这个牵引力， Big Boy 在从旧金山到洛 
杉机接近直线的605 Lm 行程中大约作多少功？ 

«.斜面在装货码头同水平方向成30°的斜面上，用 
200 N 拖力使货箱滑动20 m, 所作的功是多少？ 






42. 螅般如附 m 所小.通过帆船 k 帆的风产屮人 
小为1000 ih 的力 H 力使帆船向前航行1海 
里所作的功足多少"答案以英尺磅 （ MW 作 
为功的苹位 . 



不按直角相交的两条直线之间的锐角，同由士: 
交干两条直线的向®或者平行于两条直线的向量之 
间的角相等. 



利用这个事实以及■^鹿29或 3 U 中的结果.求 
4_) ，4 S 中两条直线之间的锐角. 

43. -5, 2 i - r -4, 

44. 1 = -/3 * - 1 , y - -/ix + 2 . 

45. .fix - V = -2, i - JJr = l . 

46. i + 73 y = I , (I -v^)i+(l + ^)r=8, 

47. 3* -4 j - = 3 , i ~ y - l . 

48. 12^ + S r = l , 2x - 2y = 3 . 


10.4 向置积 

在研究平面内的直线中， 当裔要 描述一条直线如何倾斜时.我们用斜率和斜角的概念.在空 
间中， 笛要一 种描述平面如何®斜的方法.采用的方法是把平面内的两个向量 相乘， 得到垂直于 
平面的第7向童.这个第=.向量的方向给出平面的 '‘傾 角".我们所用把向量相乘的积是向量积 
或者又积.向最积是两个向量的第二种乘法.在这一 节讨论 向量积 - 

10.4.1 空间中两个向置的向最积 

我们从空间中的两个非枣向量《和 *> 开始.如果 u 和^不是平行的，它们就决定/一个平 
面.用右手法則选择垂 fl 于平面的单位向童 》■. 这是指用这样一种方法选择单位（法）向童 "：当 
右手四个手指旋转从„经过角0转向 v 时，姆指的指向就是《的方向（见图 10.26). 然后，把闻 
置积 《 xvr‘u 义 v ”> 定义为如下的 向量： 


定义 


u xv - ( I u II f I sin 0 )n 


同点积不一样，向量积是一个向 M . 由于这个 
原因，它也称为《和 v 的叉积，并且仅适用于空间 
中的向量.向量 uxvN 时垂直于《和》*,因为它是 
n 的纯量偌数. 

有一种宜接从两个向量的分量计算它们的叉枳 
的方法.这个方法无需知道两个向量之间的角（像 
定义暗示的那样），不过，我们暂且搁置那种计算 
方法，以便首先来关注叉积的性质. 

由于0和 TT 的正弦均为零，所以把两个非零的 



平行向量的叉积定义为0是合理的.如果 u 和 v ：： IS 10. 26 UXF 的结构 

者之一为零向量或者都是零向量，我们也把《>^ 

定义为 0. 由此，两个向 董“和 v 的叉积为0当且仅当“同*^平行，或它们之中的一个为0或者 


都为 0. 
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平行向董 

非零向 和 m f 行当 R 仅3 ux ^ O . 
向 M 枳服从 F 列代数运箅法则： 


向置积的性质 

若《， v 和*是任意向量，，和 5 是纯量，则々 

(1)( r«) x(sv) = {^)(hxk)* (2)ax(v + H-) = ux^ + uxh«, 

{3 )(v + w ) xu = vxu ^ wxu . (4)vxw = - (u xv), 

(5}0 xii =0, 


例如，为 / 观察性质 (4)， 注意当右手四个手指旋转从 v 经过角转向„时 4 姆指指向从 w 
转向 P 的反方向*并且在结构 vxu 中选择的单位向是 / K 结构 xv 中选择的申位向该的负向 fit 
( 见图 10, 27). 


性质⑴可以在公式两端应用向#积的定义并 [ i 比较结果证实.性质 （2) 在附珙 A . S 中证明. 
性质 （3) 由性质（ 2 )的公式两端乘 （-1) 并且利用件质 （4) 颠倒向量枳的顺序得到< 忭质 （5 > 是一 


个定义.一般说来，向董积乘法是非结合的，所以 （uxv 
充和提高习题 15.) 

当我们应用定义逐对计算人 A 的向董 枳时.求出 
txj= - 0^0 =k 
j xk = ~( kx . j ) =i 
Jfcxi - -( ixk ) =j 
i yi =j xj =k xk -0 

(见图 10.28.) 


X w 通常不等于 u x ( vxw ), (参见补 

o 



图 ia 27 


10 . 4 . 2 Itf xvl 是一个平行四边形的面积 

由于 n 是单位向童，因此 u xv 的大小为 


这是由《和 v 决定的平行四边形的面枳（见 


L j, it 的逐对向最积 

面积-跃高 



图 10.29). 1«1 是平行四边形的底，彳 vHsinW 是 11 

平行四边形的高. m 10.29 由向量《和^决定的平行四边形 
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10-4.3 « xv 的行列式公式 

我们讨论的下_个0标是在笛卡儿坐标系中由《和!^的分嫌汁算向量积《 XV . 
假定 


U = uj + UJ + U 3 k ’ V = Vjl + vj + lJ 3 Jt 

那么，由 L 人 A 相乘的分配律和法则得到 


« x v = (u,i + uj + ti 3 k) x. (v t i + vj + v^k) 

=X I + UjVji xj +■ U^jl x Jt 
+ U 2 vJ x f + U z vJ XJ + u 2 vj x Jt 

+ u ? r,t x i + U y v 2 k xj + UjVjk X k 

=(^ } 3 - - - w_)y 

+ (U,u 2 ^ U 2 y, )t 

上面最后一行中的项与用符号 

|U t Uj U 3 

k a a 

表示的行列式的展开式中的项相间.因此我们 
冇下述 法则： 


利用行列式计算向置积 
若 u = u〆 + j ' + u'k 和 v = + y 2 / + 

峭，则 

* j * 

UXV= i* 2 1*3 

^ 



例 1 如果（1=2(-+ 1 / + *和*^ = -4 i + 3> + Jt , 

求 《 X V 和 V X II * 

解 

= 1 ;: HJ : H -： 3 h 

= - 2( - ^ + 10* 

v X « = - (ii X v ) = 2* + 6 j - lOJt _ 

例 2 求一个垂直于由点 P ( l . -1,0), Q (2 t U 
-1)和/?( M ， l ，2) 决定的平面的向童（见图 10. 30). 

解是垂直于平面的向量，因为它同时垂直 
于决定平面的两个向童.写成分童形式， 

PQ = (2 - 1)1 + (1 + 1 )/ + ( ^ 3 -0)* = i + 2卜 k 
PR = ( - 1 - 1 )i + (1 +!)/ + (2 -0)k =-2r+2/ + 2Jt 
于是 


i J * 

w x 2 11 

- 4 3 1 



^110.30 APQR 的面积等于 

例 2) 
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PQ x PR ^ | 1 2 

= 61 + 6Jt 



十 -u > 1 — : 


例 3求以尸 （1, -1,0), P (2, l , -1) 和 /(( -1,1,2) 为 m 点的 ： :角形的面积（见 
图 10. 30). 

解由9和 fi 决定的平行四边形的面积为 


丨巧 x 裔 I = l 6 i +6 *l (从洌2得到的值） 


= ■/(6) i + (6) 1 = v^T36 - t-/2 

王角形的面积是这个值的半，即3在. ■ 

例4求垂直于 P ( l , -1,0)，<?( 2 ,1,-1)和扒-1.1,2)的平面的单位向量. 

解由于巧 垂宜 于平面，它的方向 n 是垂直于平面的单位向敏.从例2和例3取值， 

得到 


PQ 6 i + 6* 1 . 1 . _ 

n = ■ 

由于用行列式计算向量积比较容易.因此我们常把向*写成 V=V,i+vJ ffti 不是有序 

元组 V = (V, 的形式. 


10.4.4 转矩 

在我们对拔钳施加力 f 转动螺栓时（见图 10.3]), 产 
生作用于*栓的轴的转矩 ffi 动螺栓前进.转矩的大小取决 
于力作用在扳钳上多远的地方，以及在作用点垂直于扳钳 
的力有多大.用来度世转矩大小的数宇.是扳钳扛忏臂 r 
的长度同 F 垂直于 r 的纯量分量的乘积.按照图 10.31 的表 
示法， 

转矩向童的大小 =lrllFI ain 0 
或者等于 Irxfl . 如果令》是沿娵栓轴在转矩方向的单位 
向量，那么，转矩向*由 rxF 完全描述，或者说 
转矩向董 = (IrllFI Bin 6)n 

回忆一下，当 tt 同 v 平行时，我们曾把《 xv 定义为 0. 这样 
定义同转矩的解释也是一致的.如果图10_31中的力 F 同扳 
钳平行.表明我们试图用沿扳钳把手的直线上的推力或者拉 
力转动嬅栓，产生的转矩为零. 

例 5 在图 10. 3 2 中，由力 F 在支点 P 产生的转矩的大小为 

I而 x /• I =丨邱I丨 F 丨 sin 70° 

=(3)(20)(0.94) = 56.4 ft-1b 
10.4.5 三重纯量积或框积 



图 10. 31转矩向量描述作用力 f 
驱动螺栓前进的趋势 



乘积 （UXV)_» ■称为 a, V 和 H ■(按此 顺序〉 的三霣 纯置积 .从 

公式 


l (« xv )- wl = luxvllwl ! co $ $ \ 


m 10. 32由/■在点 P 产生的 
转矩的大小约为 
56>4ft-lh (例 5) 
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可以看出， 二 :亀纯量积的绝对值是由《/和_决定的平行六面体（以平行四边形为边的框体>的 
体积（见图 10.33). 数 l«xH 是底面 甲行四 边形的面枳.数是平行六面体的离.由 
f 这个几何形状， （《 xk ) ^也称为 《， v 和^的框积+ 



^ ^ x v 1 1 it-f jew (»! 


m 10. 33数 I (u XV ) 11是平行六面体的体枳 


通过把 V 和 V 的平面和*和 W 的平面作为由 w ， P 和 w 决定的平行六面体的底平面，看出 


由于点积是可交换的，又有 

三重纯童积可以作为行列式计算： 


y v) 


叫I: 


i - 


I:: :i* 卜 



= 


V 2 





U 2 


计算三重纯通积 

U| u 2 Uj 
(« X v) * W = j y, v z 

I «^l ^ 


例求由 B = I •十”2*_ + 3*和》^=7/-4* 决定的框体（平行六面体） 的体执 
解利用计箅行列式的法则，求出 

12-1 

(u x v ) *w = - 2 0 3 = -23 

0 7 - 4 

框体体积为丨=23立方单位. 

习屬 10. 4 

在习 ®1~8 中，求 UXV 和 VXB (定义时）的长 I. u =2 i -2 j - k ， V=i-Jt. 

度和 方向. 2- «=2^3 j t .-= -/+/ 
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3* u =： 2i - ^ + 4A T V = - i + j - 2k， 

**■ M =i +J-k, r =a 

5* u = 2i , v 二 - 3/ 6. u - i xj, v = J xk. 

7* h= -y-4Jfc, v^ii^-y + k, 

民 l ~ 2 ^ + *' ^ = i +j + 2k. 

在七题 9 〜 I 4 中， ifflj 出坐标轴.然后加进以原 
为起点的叫里 H ， V 和 U XV. 

9. a = j t v =/ 10. u=i ~k, v=j, 

11. u - i -k, v=j + k, 12. u = 2i - j ，v = j + 2 / 

13. tt = I +j, v = i-j. 14. u - j + 2k r v =i r 

在 4 题】 5~18 中： 

(a) 求由点 P.O ftl/f 决定的一 i 角形的 由积； 

(b) 求垂 直丁 平面 /X?/f 的一 个争位 向量， 

15. r ( l ,- L 2). ( J (2,0，- l ), ff (0,2 T l ). 

1 反 ^(1 JJ), y(2J t 3), «(3 t -l T L), 

17. 尸 (2, -2 J ), y {3 p -1,2), /?(3, -1,1). 

18, P ( -2,2,0), (?(0，1,-1), / f ( -1 t 2 t -2). 

在 习题 ] 9~22 中 ， iiF 实 （ uxv).v = (vxv>, 
u = (wxu) 并且求由 h,v 和 w 决定的平行六面 
体（枢体）的体积 . 

19. (| =2i, v = lj 、 w=2k. 

20, u = i-j + k T v =2( +j -2k t w- -i +2 卜 k. 

21. u ^ li +j, v = 2i -j + k, w-i + 2k. 

22, u=i+j-2k, v= i ft, w^2i+^}-2k. 

23 ■ 平行向量与垂直向量 令 a=5 卜 j 冬 k 、 V ， j- 
5k, w= - ]5i + 3j-3k. U) 哪些向量（如果存 
在）是垂直的 9 (b> 哪些向置（如果存在）是平行 
的？提出答案的理由 . 

24, 平行向量与垂直向量令 V =-i 

十 j + k ，v = 1 + 1 , r- - (ir/2)i - iy + (tt/2)*. 

(a) 哪些向量 （如果 存在）是垂 直的？ （ b ) 哪些 
向置（加果存在）是平行的？提出答案的理由 . 

在4题25和2&中.求力 F 对点户的蠔栓产士 
的转矩，假设I玲丨=& in, I f I = 30 lb . 答案以 
英 K- 磅 （ft-】h) 为单位. 

25, 


26 , 



27. 4: 卜列开式中，哪邱走始终成立的，哪些是不 
能成立的”提出答案的埋由 * 

I a) * tf I = yu 'U ； ( b}u *u = I h I ； 

( c ) « xO =0 XU =0 ； (d)u x ( -w) =0 ； 

( e ) u xv = v xui 

(flux ( v + v ) =n xv + uxw ； 

( g ) ( u x y ) . t =0: 

( h ) {u xv ) w=u - { vxw ). 

28. 在 T 列等式中，哪些是始终成 A 的，哪岬是不 
能成立的？振出答案的理由. 

[ n)u = F u ； ( b ) uxv ^ - ( V Xtf ) i 

{ c }( - « ) XV - -(u xv )： 

( d ) Uw ) . p ， u M 〜） = c(u . V ) ( r 是任意 
丈数 h 

{ ejc (« xv ) - ( cu ) xv = wx ( c r)(r 足任意 
实 数）； 

(T)u -u = 1 ii I 3 ； (g)(« xu) =0 ； 

{ hJ ( UXV ) 'W = v ■(« x v ). 

2»* 给定中 芩向最和 i 用适合的点积和向 fi 
积记号描述下列 结果： 

(»)«在>^上的投影向廬 ； 

( b ) 同《和 v 正交的向董： 

[C) 同 U X V 和 V 正交的 向董； 

{ d ) 由和 W 决定的平行六面体的体枳. 

30. 给定非零向 fin . v 和 < 用点积和向量积记号 
描述下列结果： 

| a ) 同 hxp 和 irxip 正交的 向董； 

| b ) 同 u + v 和 tf - F 正交的向置； 

U ) 在〃方向上长度为 ful 的向置： 

( d ) 由《和 w 决定的平行四边形的面积. 

31. 令“^和，为向置.在下列表达式中.哪典是 

有意义的，哪些是无意义的_>提出签案的理由. 
( a ) (“ xf ) •»; (bju x (v * w ) ; 

{ c)w x ( fxw ) ； ( d)tf ^(v - w ). 

32- 三个向量的向量积 证明： 除开退化情形之外， 
<UXlO 位于（（和 V 所在的平面内，而 WX 
( FXMO 位于^和 W 所在的平面内1什么是退化 
情形？ 


33* 向量积中的消去如果并 Mu # 
0. 那么是否有提出答案的理由， 

34. 双重消去如果 H _ O t 并且 HXV = UXW 和 
« ' * W , 那么有 V = W 吗？提出答案的理由. 

在习 @35 -38 中，求给定顶点的平行四边形 
的面积. 

55- ff (0， l )， C ( -1,0), - I ). 
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M. .4(0,0) . ^(7,3) - C(9,8), D(2 f 5), 

37. .]( -1,2), fl(2,0), 0(7,1), D{4,3). 

38* ,1( -6 t 0) T C(3 ,]) t D( -4,5). 

在4娌39〜 42 中 t 术给定顶点的：角形的 

39* 4(O p O) t B( -2 t 3) t C{3.1). 

40. fl(3 t 3), f ； (2 t L). 

10.5 空闾中的直线和平面 


41. A( -5 t 31 t B{ 1,-2), C(6, -2). 

42. A( -6,0) T B(10 T -5), C{ -2,4}. 

43 . 三 _ 形面积求町平面内以 （O.Oh <~.4)和 
(\,卜）为顶点的三角形面枳的公式.对你得到 
的公式作出解释. 

44 . 三集 形面积 求叮尹 面内以 （ h 七 ） 
和 （q ,c 3 ) 为顶点的三角形面积的简单公式. 


这一作讲述如何用纯量积和向童枳表不空间中的直线、线段和平面的方程.本书其余部分 
将要利用这巧表示式. 

10+5.1 空间中的直线和线段 

在平面内，一条 fl： 线是由一点和一个给出直线斜率的实数决定的.在空间中，一条直线是由 
一点和给出直线方向的向量决定的. 

假定 i 是空间中一条通过点问向* 

^=以 + 以 + 峭平行的迓线，那么. △ 是使 平行于 v 
的所冇点(见图 10.34) 的集合.因此，对于某个 
纯置参数 h £的值依赖于点 P 在直线上的位置， 

[ftp 的定义域是 （ -»，》).方程的展开形式是 

( ^ ) * + {y -y Q )j + (z -z ti )k = t( v t i + vj + v 3 k 、 

这个方程可以改写成 

^ + yj + zk - xj + yj + z a k + r( vj + vj + v,k) (1) 

如果是点在直线上的位置向量，~是 
点的位置向董，那么方程 （ 1) 给出空间中直 
线方程的下述向量形式. 



m 10,34点 P 位于通过 点^并 M 同 P 
平行的直线 L 上，当且仅当 
等于 v 的一个纯量倍数 


直线的向 M 方程 

通过 AUcMhA) 平行于 p 的直线 i 的向量方程是 

-« < f < » 

M: 巾 r 是点 P(x,y,z)^L 上的位置向虽， q 是点 的位置 向量. 


令方程 （ 】）中两端的对应分量相等，得到包含参数 （ 的三 个纯量 方程： 

X - + tv lf y = y 0 + tv” S = Z Q + tv 2 

4 三个方程给出直线的标 准参数 表示， 参数 区间为 -® <^<®. 

直线的参数方程 

通过点 P。 平行于向量 V = D,I_+0 + 1；,* 的直线的标准参致表示是 
x=x a +tv I , Y^y 0 +iu, , I = I„ + (t>j , - OO <t < 00 



例1求通过点（ -2,0,4) 平行于向童 v=2i+ 4 J‘_ 2 t 的直线（见图10. 35 )的参数方程. 

解选取点 （-2,0,4) 作为尸„(%，7 [1 ， 1 。）和向量2/+4_/-2*作为 1 ;, 1 ++ 1 ^+ 1 ^，方程 (3) 变成 
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j = -2 + 2 t r y= 4 t t z =4 - 2 t 疆 

例 2 求通过点户（ -3,2, -3) 和(?（1， - M ) 的迕线的参数方程. 

解向 ft 

PP = (1 - (-3))( + ( - I - 2 )j + {4 - (-3))* = 4 i - 3 j + 7 ft 
问直线平行，在方程 （3) 中取（％,>•,々） =( -3,2, -3) 给出 

* = - 3 + 4( t y = 2 - 3i , z = - 3 + 7; 

我们可以选枰 QU ，4) 作为“基点"而写出参数方程 

X = I +4(, y - 1 - 3 f , 2=4+7； 

这组方程像前面一组方程一样，只不过对于一个给定的（值在直线上位于一个不同的点. ■ 

请注意，参数表示不是唯一的.不仅是”基点”可以改变，参数也可以改变.方程 i =-3 + 
4 匕 r =2-3? 和 2 = -3 + 7 ?也是例2中直线的参数表示 . 

为了用 参数表示联结两点的线段，首先用舂数表示通过这两点的直线‘然后求线段端点的 f 
值并且限制（位于以这些值为界的闭区间内.直线的方程同附加的这种限制就是线段的参数 
表示. 

例3用参数表示联结点 P ( -3,2,-3> 和(?（1, -1， 4 >的线段<见图10.3(5). 

解我们从求经过 P 和9的直线方程开始.在这种情况下，从例2得到参数 方程： 

^ ~ - 3 + 4/, y = 2 - 3 t, z = - 3 + It 

我们注意到直线上的点 

(x t y,z) ^ ( - 3 + 4( ,2 - 3 i t -3 +70 

在 t =0 时通过 P ( -3,2,-3), 而在（=丨时通过 C )( l , -1,4). 加进限制条件 0= S («1 就得到线 
段的参数表示： 



如果我们把空间中一条直线想象成质点从位置 y D ， I (] ) 开始沿向量 r 的方向运动的路 
径，那么直线的向量形式（方程 (2)) 更具有启示性.把方程 （2) 改写成 

r C 0 = r 0 + f v = r 0 + I I (> I -^-； 

/ f V \ 


( 4 ) 
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换句话说，质点在时 Mt 的位置是它的初始位置加上它在 亩线运 动方向 vu 丨上移动的距典（速 
度X时间）. 

例 4 一架 it 升机丑接从4:坐标原点的停机坪朝点的方向以60 fi/ s 的速度飞行 . 在 
■0 s 后苡升机的位*是什么地方？ 

解 我们把坐标原点 K 于直升 机的起飞点（停机坪）.那么，单位向撤 

m k 

给出点升机的 K 行方向.由方程 (4). 直升 机在仟 意时间 t 的位置是 

r ⑴ = r 0 + “ 速度 )《 = 0 + <(60 >(古 i + ~j + 古 *) = 2073 ((i + k) 

当 （ = 时， 

r(10) = 200#(i +j +*) = (20073,200^,200^/ 

在 10 a 后，从原点朝点 （1,1,1) 飞行的直升机位于空间中的点 {200A, 200占， 200/3 ). 它匕越 
的距离是 (60ftAO(10s)=600ft, 这个距离是向量 r( 10) 的长度. ■ 

10. 5.2 空间中从点到直线的距商 

为了求从点 s 到通过点 p 平行于向量 v 的 a 线的 
距离，我们求户玄在 n 直线正交的向量方向的纯童分量 
的绝对值 （E 图 10. 37). 按照图形中的记号，这个纯量 

分最的绝对值是 I PJ Isin e, 等于 1 P f y ^ v ' - 


ffl 10. 37 从点 S 到通过点 P 平行千向 a 
v 的直线的距离是 u in 0 , 
其中《是^ ■同* ■之间的角 

例5求从点 S ( t ,1,5) 到直线 

Li j = 1 + e ， y = ^ - z - It 

的距离. 

解从直线 i 的方程看出， i 通过点 W 1.3.0) 平行于向量 vW -) + 2 A . 由于 
P 5 = (1 - l)i + (1 - 3)； + (5 - Q)fc =-2 j 
和 

__ I * j 

P 5 x v ^ o - 2 5 j = * + + 2 Jfc 

It - 1 2 I 

方程 (5> 给出距离 __ 

d 〜 I P 5 x I _ /TV 25 + 4 _ y^Q = ■ 

_ Ivl _ /i + i + 4 ， S _ 

10.5,3 空间中平面的方程 

空间中的平面由平面上一个已知点和它的“斜度”或者方向决定.这个“斜度”由指定同平面 
垂直或者正交的向量定义- 

S 定平面财通过点&(七山士），并且同非零向量 + a 正交.那么 W 是所有这样的点 


从点 S 到通过点 P 平行于向量 v 的直线的距萬 


PS xy I 


(5) 




向量与空间几何学 


565 


74) 的集合，对于这些点/同 n 正交（见图10.38〉.因此，点积 n .$=0. 这个方程等价于 


或 


(Ai + Hj + Ck)-Ux-x 0 )i+(.y-y e )j + (… 0 )*] = 0 
A(x - x Q ) + B(y - y Q ) + C(z - z 0 ) =0 


平面的方程 

通过同 《 = Ai _ + B / + C * 正文的平面 
具有下列形式的 方程： 

向最方程 

分量方程 

^ ^ - *0) +B(y-y 0 ) +C(z-z n ) =0 
简化的分最方程 

Ax + By + Cz = D, 其中 D = Ax 0 + By a + Cz a 


例 6 求通过点 / V -3,0,7)垂直于向童《=5 1 + 

- A 的平面的方程. 

解平面的分童方程是 

5(^ - ( - 3}) + 2 (j -0) +( - 1)(^7) =0 

简化后得到 

5 x + 15 + 2/ - I + 7 =0 

5 x + 2 y-z = -22 ■ 

注意在例6中灸的分量是如何变成方程 5*+2 r - z = -22 中*, y 和 z 的系数的.向量 
n =Ai + Bj + Ck 是同平面 Ax ■¥ By + Cz = D 正交的. 

例 7 求通过点 4(0,0,1), B (2,0.0) 和 C (0,3,0> 的平面的方程+ 

解我们求出同平面正交的一个向童，并且用它和一个点(取哪个点无关紧要)写出平面的方程. 
向童积 



m 10. 38空间中的平面的标准方程由 
同平面正交的 个 向里定 
义：点 P 位干 通过 P 。 同向 
鏺 if 正交的爷而内， HI 1 仅 
-^> = 0 


^"5 X AC 


1 J * 

2 0 - 1 - 3( + y 4 6 Jt 

0 3-1 


同平面正交+把这个向量的分 董和点 4(0,0,1) 的坐标代人平面方程的分董形式，得到 
3 U -0) +2( r -0) + 6 (z - 1) =0 

3i + 2j + 6a =6 ■ 

10.5.4 平面的交线 

直线是平行的，当且仅当它们有相同的方向.正如直线的情形一样，两个平面是平行的，当 
且仅当它们的法线是平行的，或者对于某个纯量（有 A =h 2 (n L 和心是两个平面的法向 量}. 
两个不平行的平面相交于一条直线- 

例 8 求同平面 3 i -6 y -2 i = 15 和2^7-2：! = 5的交线平行的一个向量. 

解两个平面的交线同两个平面的法向量《，和 II ,垂直（见图 10. 39)，因此平行于 x n: . 
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换一种说法， n , xii , 是乎行于平面的交线的向童.在本例中， 

1 J k 

», X n 2 = 3 -6 - 2 = I 4 i + y + 15* 

2 I - 2 

任何非零纯貴倍数的 x n ; 也是这样的向 M . 

例 9 ^^fm3x-6y-2i^l5 m2x +y-2z^5 

的参数方程. 

解我们求平行亍交线的一个向量和这条直线上的一 
点，并且利用方程 （3). 

例8确定 v = + 15 t 是平行于平面交线的向惫. 

为 f 求直线上的一点，可以取两个平面的任何公共点.在 
两个平面方程中代人 j =0, 并且解*和 7 的联立方程，确 
定其中一点为<3, -1,0). 平面交线的参数方程是 
* = 3 + 14 r , y = - 1 +2 t , I = 15/ 

选取是随意的，同样也可以选取 z = l 或者 -1. 

或者，可以令**0而求解 y 和 z 的联立方程.不同的选 m 10 ' 39 两个平面的交线同平面的法 
择，只不过给出同一条直线的不同参数表示而已. ■ 

有时我们想知道一条直线和一个平面在何处相交.例如在观察一块 T 板和穿过它的一条线 
段时，我们或许有兴趣知道平板档住了我们对线段哪一部分的视线.这种应用经常出现在计算 
机图形学中（见习題 74). 

例 10求直线 * = +2 f , y = -2(, I +，同平面 3* + 2 y + 6 i = 6 的交点. 

解 如果点 

(|- + 2(, - 2j,1 + () 

的坐标满足平面的方程，也就是说，如果 

3 (| + 2 ()+ 2(-20 + 6(1 +() = 6 

8 + 6 ; - 4 ( + 6 + 6 * = 6 
8 i = -8 
* = - 1 

那么点位于平面内-所以，交点坐标是 



10.5.5 从点到平面的距商 

如果 P 是具有法线/ I 的平面上的一点，那么从任意点 S 到平面的距离是商在《上的向董投 
影的长度.就是说.从 S 到平面的距离等于 

叫 H +剖 （6) 

其中 n=Ai + Sj + Ck 是同平面正交的. 

例11求从点 S ( l ,1,3) 到平面 3 I + 2 x +6::=6 的距离. 
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解求平面内一点 p , 并且计算诗在同平面 iir 交的向 ft b 上的向最投影 的长度 （见 
ffl 10.40). 方程 3* + 2 y +6 z =6 的系数给出 

n = 3 f + 2 j + 6* 



田 io . 40从 s 到平面的距离是^■在 b 上的向量投影的长度（例 in 


在平面上由平面方程最容易求出的点是截距.如果取 P 为; r 截距(0, 3, 0), 那么， 
~PS = (1 -0 )i + (1 - 3 )j + (3 -0 )i = i - 2 j + 3 k 
I " 1= /(3) 2 + (2) 2 + (6) 1 = = 7 

从 S 到平面的距离为 


|^ * [Til ■应的长度） 


- |(i-2J + 34).(A i + | 7 + |*)| = 



10.5.6 平面之间的角 

两个相交平面之间的角定义为它们的法向量之间的 
(锐）角（见图 10.41). 

例 12求平面 3 x - 6 y ~ 2 z = \ 5 m 2 x + j - 2 z ^ 5 ^i 
间的角. 

解两个平面的法向童是 

H , = - 2 Jfc , n 3 = 2 i - 2 k 

它们之间的角为 

6=co^f- n l^-) 

^ I rt L \\ n 2 V 



= COS "(2t) 

- t .38 孤度（约度） 

习题 10. 5 

在习题 i 〜 12 中，求直线的参数方程. 

1. 直线通过点忾3, -4, -1) 平行于向置 i + i + Jt . 

2. 直线通过点 和仍 -1，0 J ). 


图 10.41 两个平面之间的角由它们 
的法线之间的角获得 


3. 直线通过点 -2,0,3>和(?(3,5, -2). 

4. 直线通过点尸（1,2,0)和(?（1，1,-1). 

5 . 直线通过原点平行于向 + 






6 . 立线通过点 （3, -2，l) 平行丁13线 1 = 1 +h. y = 

2 z - 2>t. 

7. 线通过点 （1,M) 平行于^抽. 

8* 直线 通过点 (2,4,5) 垂直 于甲面 it+7 r -5z=2L. 
免直线通过点 （0, - ?,◦) 垂 S 于平面 I +2y + 
2z = 13- 

10. S 线通过点<2,3,0)垂立于向* « = i 
fll v -3#+^ + 5 jt . 

U. « 轴. 12. j 轴. 

在>」邂13〜 20 中，求联结两点的线段的参数 
表示.脚出坐标轴和线段的草围，指明#数表示中 
参数 t 增加的方向. 


13. 

(0 

0,0) s 

(1，1，3/2). 

14* 

(0 

0,0), 

(1,0,0)， 

15. 

(1 

0,0), 

(1 丄 0). 

16. 

(1 

1,0). 

(】丄1). 

17. 

(0 

1,1). 

(0,-1, a 

18. 

(0 

2,0), 

(3,0,0). 

19. 

(2 

0,2), 

(0,2,0) + 

20. 

(1 

0, -1 

t (0 J -0). 


在题幻 

-26 中，求平面的方程. 


2 L 平面通过点 P fi (0,2 T - I )同向 Mu =3 i 、2 J-Jt 
正交. 

22. 平面通 过点弋 （1，-1，3)同平面 

3* + j + i - 7 

平行， 

23. 平面通过点/^(〖，1, - I ), 和尺（0, 

- 2 , 1 ). 

24. 平面通过点 P (2,4 f 5)， p ( l .5,7) 和 

Ri -1,6,8). 

2 5 . 平面通过点匕（2,4,5)同直线 

x = 5 + ( t y = 1 + 3 t , r = 4 i 

垂直. 

M . 平面通过点 A ( l , -2,1) 垂直于从原点到 >1 的 
向量- 

27, 求直线 x = 2 t + l , y =3( +2 t z =4t +3 fll i + 
2, 厂 2 s +4, z ，-4 j - l 的交点 t 然后求由这 
两条直线决定的平面. 

28. 求直线 y- -t+2 y z = t -i-l 和 jc = 2 j +2, 

j +3 t : = 的交点，然后求由这两条貞 

线决定的平面. 

在习题29和30中，求由相交直线决定的 
平面. 

29* LI ： j =-]+£, y^2+t t z — \—t\ -qq <;<(». 
L2 : x -1 -4s t y = 1 +2s t z =2 —2 *； - oo <^ < ae. 


30. iA ； x = t, v = 3 - 3/, £= - 2 - t\ - od < i < «, 

I 2 i : = i +_ i , ):4 + j ，： = -1 - * <,( < » , 

31. 求通过点 2, 】， -1 > 并 UM 平面 2r + = 3 

和 h m ：! 的交线垂] *[ 的平曲. 

32. 求通过点 C ( 1 ,2.3 ) 和 R ( 3,2,】 ） 片 〖t M f 面 
4 x-y +2 z = l 垂立的平面. 

在 j®33~3S 中，求从点到 ft 线的跖离. 

33. (0-0,12): ^=4^ > = -2、 z =2 l 

34* <0 t 0 f 0) ■ x -5 +3/, / = 5 + 4/, - = ^ 3 -5/, 

35. (2 t l ，3 ) ; x = 2 + 2t ^ > = L +bt , z =3. 

36 . ( 2 , 1 , - ]) ； x = 2 t , v = 1 + 2 x T ; - 2 r . 

37， (3, -1,4)； i=4 - t , 7 ， 3 + 2f. j = - 5 +3r, 

38* ( - 1 f 4 t 3) ； j = 10 +4f, j = - 3, z -4/ r 
在习® 39- 44,求从点钊 f- 尚的仲:离. 


39. 

(2 

-3.4 

:^ + 2> + 2； = 13 

40. 

C0 

0,0)^ 

3i +2y +6z =6. 

41. 

(0 

1,1); 

4 r + 3】= -12. 

42. 

(2 

2,3); 

2x + y + 2z -4, 

43* 

(◦ 

-1,0) 

; 2x +r + 2?^4. 

44. 

(1 

0. -I) 

;■ 4: + ” r = ^ 


45 , 求从平 @tl r + 2 y + = l 到平面 : c + ;v + 62 = 10 

的距离. 

46 , 求从立线 * = 2 + f , j = L + ( T x - - ( t / 2 ) - 
( 1 / 2 ) /到 f ■面 x + 2 y ^ 6 z = i 0 的距离 1 

在 4 题 47 和 48 中，求 两个平 尚之间的角. 

47 , x + y - \^ 2 x + y - 2 s - 2 . 

48 , 5 t + ^-.- = 10 , j - 2 j + ^ - 1 . 

D 在习题的~ 52 中，用一种计算器求两个平面 
之间的锐角，准确到 1 %弧度. 

49 , 2 * + 2 y + 2 z = 3 . 2 x - 2 y-z = 5 r 
50 l jc + } + j = 1 , z =0 平面）_ 

51 * 2 x + 2 y -z ^3 , x + 2 y + £ = 2 . 

52 . 4 y + 3 z = - 12 , 3 x + 2 / + 6 z = 6 . 

在习题 53 - 56 中，求直线问平面的交点. 

53 * x = \ - / , y = 3 / ， z = [ + ( ； 2 x - v + 3 ； = 6 . 

54 . x = 2 , y =3 + 2 /, z — -2 - 2 i ； 6 z + - 4 r = - [ 2 . 

55 . x - \ ^ 2 t r y = 1 + 5 (, z - 3 f ； x + y = 2 . 

56 - % - - 1 + 3 t , y =~ 2 h z = 5 (； 2 i - 3 ； = 7 . 

在 4 题 57 - 60 中，求两个平面的交线的参数 
表示. 

57 , j + j + j 二 1 ， x -^ 7 - 2 , 

58 - 3 i - 6 v - 2 z = 3 T 2 x ^ y - 2 z ~ 2 , 

59 . X - 2 y + 4 j = 2 , r + Y - 2 s = 5 . 

60 . 5 x - 2 r = ll , 4 y - 5 z = - 17 . 

给定空间中的两条直线，它们可能是平行的或 
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者相交的，也对能是相错的（例如，想象两架飞机 
办:令中的 Uf 路线） • 在 NM61 和62中给出-:条 
K 线. 在苺; iflM 中，每次取出两条直线，确定它们 
足-平行的或荇是相兗的坯是相错的.扣果 立线相 
交.求:彳 i 它们的交点 T 

6h /.lj *=3+2^ y = - \ + 4f p z-2-t ； - ae> < 

f < w . 

12 : x = \ +4 s, y = 1 + 2 j t z - -3 +4 j \ - » < 

< < oo . 

/-3 : r -3 +2 r, 7 =2 + r, i = -2 +2 r ； - » < 

r <<x>. 

62. L \ \ x = I + 2 r, } = - l - t , z =3 {• - » <( <oc, 
!2-. x=2-i A y=3», jr = l+a ； 

13 ： x=5+2r t y=[^r, j=8+3r； - aa <r <«. 

63. 利用方程 （W 产生通过点 P(2, -4,7) 平行于向 

最 t + 的直线的参数表不.然后产生 

用点 -2, -2,1) 和向霣 v 3 = -I + ( 1/2 ) j - 
(3/7)it 的另条直线的参数表 

64. 利用平面方程的分量形式产生通过点 6(4,1, 
5) 同向里 + A 正交的平面的方程，然 
后用点 ( 3 ■ - 2，0 ) 和法向置化= - J 2 i 
+ 2及_/-产生同一平面的另外一个方程. 

65. 求直线I = I +2t, v= -1 - t , r=3i 同坐标平面 
的交点.描述你的答案包含的推理. 

66* 求在 平由、 =3内同 f 构成 u/6 弧度角和 J 构成 
W3 弧度角的直线的方程.描述你的答案包含 
的推理. 

67. 直线 * = l-2t, y = 2 +5(, j - -3! 同平面2* + 
)_-z = 8 是否平行？提出答案的理由. 

«. 你能断定两个平® /(,* + »,?■ +C/ = R 和 Z 2 i + 
iJ ;y + C> = D 2 在什么条件下平行，在什么条件 
下垂直？摁出答案的理由. 

69. 求两个不同的平面，它们 W 直线 1 = 1 + t, r = 

2 -l, z = 3+1为交线.用 At + 办 + Cz = D 的 
形式写出每个平面的方程. 

70. 求通过原点同平面 M: 2 x + 2 y+z = l 2 以直角相 
交的平面.怎样知道你的平面同平面 Af 垂直？ 

10.6 柱面与二次曲面 


71. 对于任何非芩的败1 6. r . A '«(*/«) + 
( r /6> Mi / c ) = ] 的肜足…个平曲. W 畔平 
面具打这种形式的方程？ 

72. 假定厂和\是+连接（不 相交） 的 ft 线. 
是否能存在-个 II ;枣向載同时 . SrtT 和 

提出答案的理由. 

73. 计算机 ffl 形学中的》视在汁算机用形学和进 
视 ㈣ ? i •屮， 笛费把空间中 H 视的物体衣小成 
维 _ f - 向的 ffl 埔.假定视点置丁.附所小的力. 
£ , ( 1 . 0 > ,而我们 g ■把点 P^x^y , ，:, ) 表尔成 
P 平面 L 的-•点.做法是从£引一条时线把 /*, 
投彩到 P 平面上.点 P , 将被描 绘成办 
P ⑴ +, v .--). 对 T 作为阐形学设计荇而 n , pm 
是从给: fi 的 f 和弋求 y 和 

<a> 写出在"^和 A ; & 之间成立的向置方程.利 
用这个方程以 ,Jt, .) ■，和七表4 J_ 和 ； . 

(b) 研究从 （a ) 巾得到的= 0和 A = 
的特 ft . 并 M 观察当 Io —=p 时发卞的情况 
来检验 r 和^的公式.得到的结果&什么？ 



74. »线这里提出计箅机用形学中另外一个典型 
的问题：把视点 I 于点 （4,0,0), 观察一块顶 
点为（1,0,1)，（1，1,0>和（ -2,2,2) 的一角形 
板-从点（1,0,0)到 （0,2,2) 的线段穿过这块 
板.在视线中线段的什么部分被板隐 ( 这 
是一道求直线同平面交点的4题， ） 


迄今我们已研究了两种特殊类型的曲面：球面与平面.在这一节.我们要把研究范围扩大到 
各种各样的柱面和二次曲面-二次曲面是由 ：*, 的二次方程定义的曲面.球面是二次曲面，但 
是还有值得同样关注的其他曲而. 

10.6.1 柱面 

柱面是沿给定的平面曲线移动一条直线产生的曲面，在移动直线时保持同一条固定直线平 






行，给: i 的曲线称为 杆面的 母曲线 （见阁〗 0.42). 仵立体几何中.柱 面是 I 
m , fK ， 的我们允许州任何类彻的曲线作为敁曲线.在下面 第-个 例+屮用抛物线作母曲线. 
例 | 求通过抛物线 r = z = o 移动平行}、轴的 it 线卞成的柱面（卩 - - - 



通过 W 由!绂甲 


广. 

卜 ' 


m 10.42 忭而和母曲线 


阑】 U .43 闸】屮柱面上每个 



解点 AUW ，0) 位于 彳平面 内的抛物线） L 十是，对干任何 r 
柱尚 I .，因为它在通过匕平行轴的亢线 : y = xl I . 反之，任 H 
的点位 于柱面 匕因为它位十通过 P n 平行于：：轴的直线 
m 10.43). 

内此，无沦2取什么值，曲面上的点是其坐标满足方程_1=^的点 .i 
方程.屮于这个原因.我们称这个柱面为“柱面 r =/". ■ 

正如例1所暗示的那样，外平面内的任何曲线 / U ， r ) 定义一个平行亍』轴的柱面，它的 
力稈 tli 是 / U . y ) =「例如.方程/ + r 2 = I 定义由平行于 z 轴的通过 W 平面内 的岡彡 +_ v : = I 的 
ft 线构成的岡柱面. 

按同样方式.在 心平面内的仟 何曲线尽(\ 2 ) = r T 定义一个平行于 y 轴的柱面，它的空间方 
程也是 = C . 任何曲线 My ,2) M 定义-个平行于:^轴的柱面.它的空间泞稈同样是 
h ( r t z ) - r . 然而，拄面无需是平行于坐标轴的 - 
10. 6.2 二次曲面 

二次曲面是的二次方程在空间中的图形1我们把注意力集中到特殊的二次方程 
Ax z + By 2 + Cz~ \ Qz - K 

上 . K 屮允 5, C , C 为常数.基本的二次曲面是椭球面、 M 物面、樣圆锥面和双曲面.球面是 
椭球面的特例.下面我们举出说明如何画二次曲面草图的几个例子，然后给出基本类型的二次 
曲面图形的简表. 

例2檐球面 


见图 10,44) 在点（： ta ,0,0>， （0, ±乂0)和 （0, 0, 坐标轴相交_它位于由不等式丨*丨< 

,丨幻矣5和 l 3 l 定义的长方形框体内.这个曲曲 对于 每个坐标乎面对称，因为在定义曲面 
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的方稈屮每个变试带 A 平方. 



仵个半标平 曲的 ft * 个苹面内 M 打截痕 


-:个半标平面对椭球®的截痕是椭阏.例如， ' i 2= o [ r - t . 


平面 j = 〜，UJ < c 对椭球 ffi 的截痕是椭阎 

-5 ： - + —__ t = 1 

« ； (1 - (z„/c) 2 ) i ; (l - (z 0 /o) 3 ) 

如果椭球面的半轴 《,6， c 中任何两个相等，曲面成为旋转橋球面.如杲7个半轴都相等，曲 
面变成球面. _ 

例3双曲抛物面 


^'7 


Ji 有对平面1=0 和; r =0 的对称性（见图 10. 45). 曲面在这两个平面内的截痕是 


* = 0：抛物线 z = — y 1 


r = 0：抛物线 (2) 

在平面* = 0内，抛物线肖原点向上张开.在平面 r =o 内，抛物线向下张开. 

如果用平面切曲面，截痕是双曲线 

r ： ^ 

b'~ ~7 ~T 

它的焦轴平行于 y 轴，而其顶点在方程（丨）的抛物线 h . 如果4是负数.焦轴平行 Ti 轴.顶点 
在方程 （2) 的抛物线上. 

在原点附近.曲面的形状像一座马鞍或者山隘.对下■在: w 平面内沿曲面的旅行者来说，原 
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ra 10. 45双曲抛物面（// V ) - UW ) r >0： 平面 J : 方和下方垂 ft T - z 轴 

的平面内的截痕是双曲线： ft * ft _ r 其他轴的平闻内的截痕是《物线 


点像是最低点 . 对于在 K 平面内沿曲面旅行者来说，原点像是最高点.这样•点称为曲面的鞍 
点.在 12. 7节将对鞍点作进一步讨论. _ 

丧 1(). I 二次曲面6种苺本类塑的图形.所示每种曲面对2轴对称.但足凡他* K 标轴也 

町以作为对称轴（对曲 W 方稈作相应改变）. 

表 10.1 二次曲面的 BB 形 
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(J) 





题 13-44 中，_■屮■曲面的草罔+ 

柱面 

13, ? =4, 14. - I. 

IS . ^ +4? = 16, 16. Ax 2 + / =36. 

捕球面 

17. 9x 2 +y z +z i =9. 18* 4/ +4y 3 +z 2 = 16, 

19. 4* ; +V +4 z 3 =36. 20. 9x 2 +4/ +36/ =36. 

抽物面与锥面 


⑴ 


笫、 煆泣把桶哦变 A . 使阏桶货成肀 Oj/f 
和 A 为 2 A 的岡 + t ； 面. 你的公式能给; t :( Rm 血的 
体积叫？第 '+ 假设「=0 和阆桶成为 ■ 
个球 面. 你的公: a ; 能给出 球的体 m 叫？ 



21* 4 - x m + 4y^ t 22. r = H — x 1 —〆■ 

23. r ^4 - Ay 1 -z\ 24. y = [ ~ x 2 -n\ 

25- jc 2 26. ^ +9 i z =9 j ; . 

双曲面 




27. x 2 +/ - 3 2 =]. 28. /+?-?=】， ^ 

29. z 2 -x 2 -y^ = [. 30, ( r : /4) - (x 2 /A) -i 2 = [. \ 


双曲 M 物面 

31. y 2 -x 2 -z. 

混合型曲面 

33. z = [ + 

35. y = - (x 1 +z 2 ). 
37- / + / -^ =4. 

39. +z : =L 

4L i = - {x 1 +y 7 }. 
43. 4v ? +j 3 -4ar s =4. 
45* (a) 把由平面 :: =r 


32. ^ -/ 

34. 4x 2 +4y: - z. 
3 *. \6x m + 4 / =]. 
38. ?+/=,， 

40- 16y 2 + 9y =4i’. 
42- / =1. 

44 t x 2 +y 2 -z, 

从捕球面 




切出截痕的面积 4 表示成 c 的函数.（半轴 
为《利 A 的椭阑的面积为 Trail ) 


tb ) 对于 （ a ) 中的椭球面利用垂直于 z 轴的切片 
求体积. 


47. 诚叫，⑴平曲从 M 物面 



叻出 K 域 的体积 ，等 f 区域底部面枳朵它的卬 
度的 f . 

机 (»1 求以収曲面 



和平向：=0及：=/(, 为界的7体的 

体秕 

( b | 把 U ) 中的体积 公式用 A 以及以平由 乂> = 0 
和 z = / i 从双曲面切出区域的 向积七 和么 
表 

( c ) i £ 明 （ a ) 中的体积也由公式 

I = + 火> 


( c ) 现在求椭球 




的体积.你得到的公式在《=6 = ^吋能给出 
t - 径为《的球的体积吗？ 


附图所示阓桶像椭球两端用垂直千^:柚的平面 
切去后的形状.季 a 于 z 轴的截痕是阓.阏桶 
卨 2 A 单位，正中截痕的 半径为/!， 两埔的半径 
为 r . 求岡桶的体积公式.然后检验两件事情. 


给; f ,. 其中/!_是用平面 j = 从双曲面切 

出 K 域的面积. 

D 在七題抑 -52 中 ，画出 曲面 在指定 定义域 h . 
的® 形.如果 >』 C 能，把曲《旋转 到不同的现察 
位置. 

49. I = j ； , -2sg*ss2, -0. 5^r=s2. 

50. z=l - y ; , -2^ jr ^2, -2 s £，= S 2. 
51_z=i ’+/， -3sj«3, -3«> ^3. 

SZ +2/ 在 T 列定义域上： 
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{a] 

[b) - I 1 p - 2 ^ y ^ 

{c} -2^x^2 y -2^r^2 ； 

( d ) -2^x^2, - l ^ v ^ l r 

计算机探究 

在~靱53~抑中，川■种（: AS (叶 算机代数系 
统）绘制曲血的阁形 . 从 m 形确定二次曲面的类制. 

第10 章 ft 习指导问题 


1. 平面内的有向线段在何神情况 r 代表同向置？ 

2. 几何 I . 如何作向量的加法和减法？代数 h 如何作 
向鏟 的这两种运算 V 

3. 如何求向 s 的长度和方向？ 

4- 如果用正的纯量乘向置，结果同原向量有何关 
系？如果纯置是零或者负数，结果同谅向 置有何 
关系？ 

5. 定义两个向 a 的点积（純量 积）. 点积满足哪些 
代数法则？举出 些例子 < 两个句量的点积在什 
么情况下等 T •零？ 

6. 点积有什么儿何解鞾？举出一共例子. 

7. 向童《在向量 v 上的 向最投影是什么？举一个有 
用的向童投影应用的实例. 

8. 定义两个向最的向 f 枳（又枳）.向置枳满足嗛 
些代数定律，不满足哪些代数定律？举出一呰例 
子.两个向置的向置积在什么情况下等于芩？ 

9. 向置积有什么儿何解释或者物理解释？ 举出些 
例子. 

第10章实习习题 

在习题卜4中，令 |* = (-3,4〉， . = <2, -5). 

求 la ) 向量的分量形式， （ b > 它的长度- 

1+ 3u -4 m. 2* u + v. 

3. -2u. 4, 5v. 

在 4 題 5-8 中，求向置的分童形式. 

5. 向量由转动 （0 J > 经过 2 tt /3 弧度角得到 ■ 

6. 同正^轴构成 tt /6 弧度角的单位向量 ■ 

T 在 4 i - J 的方向上长度为2单位的向量 + 

8- 在向量 （3/5)/+ (4/5)/ 的反方向上长度为5单 
位的向童， 

在习题 9- 12中，用向童的长度和方向表示向量- 


% J 2 i + J 2 j . 10- - I .-/ 

1 L 当 时的 速度向 fiv = ( -2sinf)i+(2coefl>. 

12. 当 f = ]n 2时的 速度向 fi v = ( e ' cos (- esin t)i 
+ (e'sin t + e cos t ) j . 
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to - 在笛片儿 * 坐标系屮 . u w 两个向 敏的向 s 
枳的 行列 式公式是什么/举个用彳 r 列式 公式的 

舸子- 

11 - 如何求空间中的直线、段段和平面的力 程？ 举 
出 - 些例子.你能只用一 个方程 表示苧间中的 
饩线和平面吗？ 

n . 如何求空间中从一克到一条线以及从点到- 
个平面的距离？举出一些例6 

13. 什么是框积？框积有何意义 v 如何计 算框积9 
举个例子. 

14. 如何求空间中球面的方程？举出一 A 例子. 

15. 如何求空间中两条直线的交点？加何求…条直 
线同一个平面的交点？如何求两个 f 而的交线"? 
举出一些例 A 

16. 什么是柱面？举出在笛片儿坐标屮定义柱面的 
方程的一鸣例子， 

17* 什么是二次曲面？举出+同类型的晡球面，抛 
物面、锥面和双曲面（方程和 阁形} 的例子. 


在习越13和】4中.用向 盪的长 度和方向表不 
向置. 

13* 2 i -3> + 6 it , 14. i+2j-k. 

15. 求在^ =4 f-J + 4 Jfc 的方向上长度为2中-位的 
向董- 

16. 求在向置 i^( 3 / 5 >f + ( 4 / 5 )* 的反方向上长度 
为5单位的向量. 

在习题17和 〖S 中，求丨 vl ， in 丨， v - II ， u - v. 
VXtf , uxv t 1 VXIll , V 和 to 之间的角 + U 在 V 的 
方向上的纯量分置，以及 U 在 F 上的向量投影」 

17. v-i+j； 1& v - i -^j + 2 k ； 

u =2i +j -2k. u- -i - k. 

在习题 19 和 20 中，求 pwj ， 

19+ v =2 i + y - Jfc ； 20. u =i-2ji 

u = i +j - 5k, v - i +j + k. 

在习题2】和 22 中，画出坐标轴，然后晡出 
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« ， V和£1 XV作为在嵌点的向量 

21, u v - i +> r 22, u =i -j, v=i +j. 

23 .设丨 H =2, I wf =3, 并 Rv 和 ir 之间的角为 
tt/ 3. I v - 2w I . 

24* (10 S u - 2i + 4/ - 5^ v = — 4 j ■一 8_/ 十走 t 丁 
的哪个值或者哪埤值是平行的？ 

作七娌25和況中，氺 （》) 由《和v决定的平 

f i ■四边形的面积， f b) ft! V和 v 决定的 f 行六 

曲体的体积. 

25. u = i+ j - k t v-2i-^j + k, w = ^i- 2j + 3*, 

26. u = i + j, p =/, w-i+j+k. 

27. 假定 n 是同个平面 』H 交的向量，而 r 是 N 这 
个 f ■血 f 行的向 S. 描述如何求 个向鎩 《， 
它既垂直 T V又 f- 行 T 这个 Y 面. 

2S- 求 f 面内 个 同亩线 + ^ = c 平行的向 ft. 

存: 29和30中 T 求从点到: &线的 距离. 

29. ( 2,2 ,()) ; * = -t, y =t t 2 - - ] +t. 

30. x=2 + i^ y=2 + t, : = t. 

31_ ) li 参数化法表水通过点 （ 】 . 2 T ]) f ■行丁 向童 
-=-3^+7* 的直线 1 

3Z 叫参数方式表示联结点尸 （1.2,0) 和 
-1) 的线段 

在七题33和3 4 中.求从点到平面的距离， 

33. (6,0, -6 )： x - > =4- 

34. (3,()J0) ； 2^ +3 J + J =2. 

35_求通过点（3, -2，1)同向量 rt =2fJ + Jt 卍交的 
f 面的方程. 

36. 求通过 点（-〖,6,0)垂直亍直线 p - \ +tf v = 
6-2 (, 的平面的方程 ■ 

题 37 和 38 中，求经过点的平面的 

方程. 

37. P(], -] J) T Q{2,U3) , R( -1 二 -1). 

3«. P( 1,0,0) t <?(0,l,0) t R(Q,OA). 

3 免求 直线; v，] +2t, > = - l z=3i 同"个坐标 
平面的交点. 

40. 求通过原点垂; g 于平尚 h-) =4 的直线同 
平面： 1* - 5> + 2: = 6的交点. 

41， ^m^=7 ^x+y^ j2z= -3 之间的锐角 ■ 

42< 求平面3?+) = 〗和 r + ^〗 之间的锐角. 

43. 求平面: c + 2/+d x - y + 2z ^ ^8 的交线的 

参数方程. 

44. 证明，平面 

j 十 27 — 2^ = 5 5x - 2y - z - 0 
的交线平行于直线 

文= - 3 + 3t,y = 3i t z = 1 + 4t 
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45. f [ ft ] 3* + 6: = I 同 2 x + 2 r - -- = 3 相交 f ■茶 
it 线」 

( a ) 址:明这两个爷面是正交的. 

【 W 求这两个平面交线的方程. 

46- 求通过点 （ 平行丁，向量 w =2/ +_V +* 和 
v = i_-y + 2Jt 的 f 面的方程」 

47. 在向 ft + * 同平面 2 i + v = 5 之间存汴 

ff 何特殊 X 系吗？提屮答案的理由. 

48. hn n . 匕芦= 0表水通过以匕冏《 ,卜:交的 f 
® 小等式《 *夂>>0的点集表小 什么？ 

仇 求从点 P ( 1.4,0) 到通过点 .4 (0,0. 0). 
fl (2 儿-】）和 C (2, -1,0) 的平面的距离， 

M + 求从点（2,2.3> 到平面 h + 3 r 十& =0的距离. 

51* 求一个 fUT 平面 h 和同向 ti + J + 
*正交的向 ft . 

S2« &A =2i-j + k 1 BW + V+i, C = i + j-U, ^ 
个作和 ( T 的平面内同; 4 交的单位向 M . 

玨求 ■个长度为 2 同平面 J + 2 r + :-l = 0和 p 
> + 2:十7 = o 的交线平行的向 a . 

54 - 求通过原点垂直于平闻=4的直线同 
f 面 h -5 y + 2 r =6 的交点. 

55. 求通过点尸 （3.2. U 卍交于平而 2 *- r + 2 r = - 2 
的直线同这个平面的交点. 

56. 平面+ v - 二=0和 a + y +22 =0的交线间止 :： t 
轴构成的夹角是什么？ 

57. 苴线 

x = 3 + 2i, y = 2t, z = t 
同平面 a +乃 - j = -4 在点尸 相交. 求 P 的坐 
标，并且求这个平面内通过 P 垂直 Ti 的直线 
的方程. 

58. 证明： 讨丁每个实数 Ji , 芊面 

x - 2 y + z + 3 + h (2 x - y - z + [ ) =0 
包含平面 

x -2 y + 2 + 3 = 0^ P 2 x - y- s +I = 0 
的交线. 

59. 求通过点 .4( 的直线以 
及同经过点 C ( -2, - 13/5,26/5)和 D ( 16/5 T 
- ] 3/5 ,0) 的直线平行的平面的方程. 

60- r = -2^3 f , z = 同平面一 4* — 

6 r + iOz = g 存在任何关系吗？提出答案的理由. 

^ 下面嘩些平面方程是通过点 p ( l ， l ，- l) t 
仍 3,0，2)和桁 -2，|,0) 的方程？ 

(aJ ( 2< - 3/ +3i) . ((j +2)i + (> - 1 )y + zit) =0； 
(b)t = 3 y= - 1 ]/ t 2 = 2 -3t ； 
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⑷ U +2) + ll ( r - l ) =3^ 

( d )(2 i - 沒+分） x((.t + 2)/ + C >- L ) y + iJt ) =0； 

( c )(2 i-y + 3 Jt ) x ( -3*+ *)*((* + 2)( + ( r - 
L )； + z *) =0 + 

62. 附阁所示的平行四边形的顶点存 MU ，-1,4), 
fld ，0, - I ), 和仪求 

( aKJ 的 坐标： 

【 b ) 汴 /? 的内角的余弦； 

{ c } 在 fif 上的向量投影； 





第 10 章补充和提离习题 


(d) fO 四边形的 面积； 

(e) 平行四边形所在平面的方裎： 

(fl f 行四边形在 H 个十标平面 L 的正交投影的 
血积. 

6X 直线之阃 的鼉雋 求通过点 4( 】.0, - _ >和 
m -1 丄 0) 的直线 L , 同通过点 C (3, I . 
- I ) 和川4,5,-2)的直线 匕之间 的矩离，这 
个距离是沿两条直线之间的垂线度置的.搜先 
求-个垂直于两条垂 S 线向最 n . 然后求 if 在 
n h 的投影. 

64. (纹习題 63) 求通过 H0,2) 和 B(2,4J )的直 
线同通过点 C(】，3,2) 和 DU, 2, 4) 的直线之间 
的 m 离. 

在 ■^迪 65 -76 中确定曲面的类型，并且刺川 
曲面的草 m. 

65. x 2 + V 3 +z 2 =4. 66. I : + (:v - " 1 + :: = U 

67. 4? +4/ +? =4. 6& 36x 7 +9/ +4 j 5 =36. 

69* z - - (.t* + y 2 ) H 70, y = - ( + ::) 『 

71, X ^Y 2 -1 Z 72, r +^ 2 -y 2 

73. / + / - r J =4. 74, 4 / + r J -4 x 、4. 

75, y 1 - x 2 -s z = 1. 7lk z 1 - x 2 - v 1 = 1. 


1 .截击潸艇 两艘演 4 中的水面轵艇试阁确定一艨 时间 I ,它们 分別飞行在由 

潜艇的航线和速度，以便实施匕机截击.如附图 //,： ^=6^40;, r = -3 + lOr , ,= -3^2( 

所水，视艇 .4 位于点 （4.0,0). 而舰艇 B 位于点 M 2 ； t =6 + H 0 f t v = -3+4 f , r = -3 

(0,5,0). 仝部坐标以丁英尺为 单位. 舰艇4定 给出的不同直线航线上> 时间^以小时为度量申 

位潜艇在向量 2 i + 3 y -( l /3)^ r 的方向，脱艇 B 位. 令部坐标以英里为度惫单位.由亍系统故瘅， 

定位潜艇在向里的方向. 4 分钟以 尽在点 (4始，13,〗）处停止飞行，并且在可以忽略 

前，潜艇位于点（2, -1 T -1/3). 飞机正好在20 的时间内着陆到占 （446. 13,0>.两小时后•^得 

分钟内到达，假定潜艇按直线航线以常速 航行. 到这个事件的消息并且以150 mp h 的航速朗&飞 

水闹舰艇 > i 和应向飞机指示什么位置？ 去 . R 到达％的着陆点需要多少时间^ 

: 3.转矩 To ™ 牌21英寸割草机操作手册上栽明 "拧 

紧火花塞到15 ft - lb (合 20.4 rs * mr . 如果你£ 
^ 在用-把10+5英寸孔径扳钳安装火花塞，掌心 

扳力?答案用磅 计量. 



2 . 直升机救援两架直升机//,和柘一起飞 行：在 







向量与空 m 几何学 


4.旋转物体通过原点和点/1(丨， 1,1) 的直线是以 
常角速率3/2弧度/秒 （ ra d/ s )te 转一个刚体的 
旋转轴.从/!向原点肴*旋转取斕时针方向. 
求物体上处于 fl( 1 ,3, 2) 的点的速度 V. 



{«|证明 

卜 ” 7, ” 

卜-工 }i ~ 7 : 3 - J = 0 

I \ J y^-y - = I 

是通过三个不共线点 6(',^,), Pl(X!i 
氕 a ) 和八（* 3 ,u 3 ) 的平面的方程. 

( b ) 由方程 

卜 H 丨| 

1^. y. ^ 1, 

卜 i = 

I 〜 n b 1 1 

描述的是空间中的什么点集？ 

^ 行列式与直线证明：直线 

^ =o,i +^, 3" Z -flyS +Aj, - S < 5 < OD 

和 

x =qt +么 ， y +夾 ， z <t < » 

相交或者平行 t 当且仅当 

r ' 6t ~ d M 
^2 ^ i 2 - = 0 

〜 c 3 6, - ^ I 

7 .平行四边形附阁显示平行四边形 AfiO? 和对角 
线仙的中点 A 
(B) 用3和^^表示 

( b ) 用和@表示: 

( c ) i £ 明 P 也是对角线 U 的中点. 


B _ f C 
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8* 在附闬巾，0 是二 :角形的狀边 的屮点 T 
是 C ； 和 if 之间 三 分之-.处 的点. 利用向激证明 t 
厂是线段6/?的中点 t 


C 



^ 利川向世 UH 明，从 hu_ 山） 到茛线似 + &W 的 
距离为 



r , + »>,- 

y^TF 


瓜 U ) 利用向置证明，从/^ ( u _ a ) 到平命 
如+负 + 的距离为 

d I + By x + Cz t -PI 

/? + 炉 +7， 

( b } 求一个球面的方程.这个球团同平囵_* + 
r = 3和： + T + : = 9相切 + 并 H . 平曲 
21-7=0 和 3： c -:=0 通过球心， 

11. ( a } iit : 明，两个平行平® 4 J + 办 + C : ，/; ，和 

Ax + Ry ^ Cz ^ D , 之间的距离为 
d = -从丨 

~ \ At -¥ Bj + Ck I 

( b ) ^^ f ®2 i +3 r -2=6 和 2 i +3) - = ]2 之问 
的距离 T 

( c ) 求一个平面的方程，这个平面同 f 面心- 
j +2 i = -4 平行，并 甩从点 （3,2. - 1) 到两 
个平面的距离相等. 

( d ) 写出同 平面； c - Sy + fS 平行并且距离这个 
平面5单位的平面的方程. 

12. 证明： 四点< t C , 共面（位丁-个共冋的 
平面内），当且仅当命 -( Ux 瓦 ）=0. 

向置在平面上的投彩设戶是空间中的乎面 ， v 
是向 fit 〃在平面 P 上的向置投影 proj P v 可以 
作形式地定义 如下： 假定太阳照®平面时它的 
射线同 P 正交。 那么 proj F v 是 v 在 P 上的* *影 
子' 如果 P 是平面* + 2 j +6 z = 6, v = i + j >*, 
求 proj P ^ 

附罔显示非零向量 v , w 和&其中 Z 同直线 t 
IH 交，^和 W 同 t 构成等角戽假设 | P | = 
IH-I ,求用 V 和 Z 表活的 t 
1 ^-三重向置积向: f ■积 （ wxv ) 同 UX 

( vxv ) 通常是不相等的，虽然用分量计算它 f 门 
的公式是相 似的： 









第 11 章空间中的向置值函数和 
物体的运动 

槪述这一章介绍向董值函数的撖 积分 ，包括这种函数的导数和积分.我 〈 n 在本章利用向 
量微积分研究运动物体的路径.速度和加速度.从讨论过悻中可以了解如何解答关干平面内或 
#空间中的抛射体和其他运动物体的路抒和运动的；嘩， 

11-1 向置函数及其导数 

3质点泎整个时间 K 间/内经过空间移动时.我们把质点的坐标看成定义在/上的 函数： 

* = /(0 , y =/?(0. ： = h(i). e e t (i) 

点集 ( x , y , z ) I i =/( t ) , y = g ( l ) , 2 = / i ( t)'j / e /[ 构成 
空间中的曲线.称为质点的路径.式（】 ） 中的方稈和 [X: 间 
给出曲线的参数表示. 

空间中的曲线也可以 m 向域形式表示.从原点到质点 
在时 N ( 的位置 F (/( t ), g ( t ) , h ( l )) 的向摄 

r(t) = OP =J(t)i +g(t)j + h(t)k ( 2 ) 

是质点的位翬向置（见阁 11. I ). 函数和 A 是位置 
向馕的分量函数（分量）.我们把质点的路径想象成在时 
NK 间/内由 r 描绘的曲线.图 11.2 M 示由计算机绘图 
程序产生的几条空间曲线.这些曲线难于用乎 T . 方法 
绘制. 



+ r(t> 二 icosf)i + (sinr)/ + (sinA r{t) = (4 + sin20rKcc5 0 / + 
⑴ 4 tk (4 + S m20rKsLn/)/+ 


( cos 20 f >* 

b} c> 

m \ L 2 计算机产生的由位 罝向童 r (t) 定义的空间曲线 



方程 (2) 把 (■定 义为区间/上实变量 f 的向童函数.在更一般的情况下，定义域集合 O 上的 
向量值 函数或 者向量 函数是.-种陚值规划.对0中的每个元素陚予空间中的一个向量.至于当 
前，我们把定义域限制为产生空间曲线的实数区间.在后面第14章，将以平面内的区域作为定 
义域.在那时，向 SkS 数将表示空间中的曲面.平面内或者空间中的定义域上的向量函数也导致 
1 ‘向童场”，这种场在研究流体流动、引力场和电磁现象中是很聿要的.我们将在第14章考察向 



董场及其应用. 

实值函数称为纯董函数，以便把它们同向量通数区別开来. 
情凼数的定义域是其分最的公共定义域， 

例1绘制向量函数 

r( f) = (cos + (sin 0/ + tk 

的图形. 

解向童函数 

r(t) = ( am t)t + (sin t)j + tk 
是对所有实数值 i 定义的.由 r 描绘的曲线绕圆柱面 
彡盘旋（见图 11.3), 曲线位于圆柱面上，因 
为 r 的/ 分釐和 y 分量是 r 顶端的; t 坐标和 r 坐标， 

满足圆柱面方程 

x ： + y 1 = (coa f} 3 + (sin 0 1 = 1 
曲线当 A 分量 z = £ 增加时上升-每当 f 增加2%曲线 
围绕柱面转动_圈.此曲线称为蠘旋线 （hdix) (来源 
于古希腊宇 “apiniT (镍旋体 ））. 方程 


的分量是 I 的纯最函数. It-jft 


(镍 旋体 ））. 

[t, y = sit 



是镲旋 线的参数表示形式，参数£的区间被看成 
在图1 1. 4中可见到其他几种嫌旋线+ ■ 


图 I ]■ 3螺旋线 r(f) = ( cos i)* + ( 3in ^ )j 
+ /* 的上半部分（例 1) 





f(fj = (cos t)i + (sin t)J - 


rU) - (cos f)/ + (sin t)J > 0.3^ 

图 11.4 由计算机绘制的螺旋线 


rit) - (cos 3r)/ + (sin ^i)j 


11.1.1 极限与连縝性 

定义向童值函数的极限的方法，同定义实数值函数的极限的方法相似. 


定义令 r ⑴=/(以+禾<以_ + 6(1)*是向量函数，£是向童.如果对于每个数 O 0, 存 | 
在一个对应的数 5>0 ,使得对于所有 £ 有 

0 < I ( - I < 5 => lr (0 - L \< s 

就说 r 当 £ 趋近&时有极限 L , 并且记为 | 


limr(i) - L 
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如果 t = ++ 心*，那么当 

, lim g ( c ) = L 2 . lim h ( l ) = L , 

时，恰好可以证明 |i|ji r ( t )= L . l£ 明从略.公式 J ' 

li™r(0 = I 1^/(0 )< + [ lim git ) Jj + (limA ⑴） * ( 3 ) 

提供一种计算向量函数极限的实际方法. 

例2 r ( t ) - ( cos () / + ( sin i)j + tk , 则有 

,W) = (. 1 ™™ 8 *) 1 ' + f, 1 土一卜 （ W)* ='r i *fj + f k ■ 

定义向量函数的连续性同定义纯量函数的连续性的方法一样. 

定义向量函数^0在其定义域的一点 <= ( 。是连《的，是指 = rU „>. 如果函数. 
在其定义域的毎个点是连续的，那么函数是连 缜 的. 

从公式 (3) 肴出， r ⑴在 t =f D 是连续的，当且仅当每个分量函数在这个点是连续的（见习题 31). 

例3 

显示在图 11.2 和图 11.4 中的所有空间曲线是连续的，因为它们的分量闲数仵 
te ( - »， 》) 的每个值是连续的. 

(b) 函数 

犮 U) = (cos 0* + (sin t)j 

在每个整数点是不连续的，其中最大整数函数 L<」 是不连续的. _ 

11.1.2 导数与运动 

假定 MO =/(t"+g(i)/ + A(t)A 是沿一条空间曲线移动的质点的位置向童，其中/， # 和内 
是 （ 的可燉函数.于是质点位置在时间（和 t + Ai 之间的差为 
Ar = r(f + Af) - r ( t ) 

(见图 11. 5a). 用分量形式表示， 

Ar = r(t + At) -r(() = [/(t + i()i ”0 + At)j +A(t + 4()*] - + g ( i)j + A ⑴ t] 

=[/(< + AO -/(0]i + [及 （i + AO - g { t)V + IHt + AO - A(t)]i 



厢11.5当以― o 时，点<?沿曲线 C 趋近 点尸； 在取极限时，向量$/山变成切向董〆 （（: 


当山趋近零时，有 二:件 事看来会同时发生.第一， （) 沿曲线趋近 R 第二，割线似乎趋近同 
曲线在 P 相切的极限位置.第二，商 Ar /以 （见图丨 1.5b) 趋近极限 
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[ Uni /(^ A 0 -/(0 |. r [img .U -MOU 

A* '•p L 4f m 厶 f J L Ar -o T L Af 4J \t J 

因此，我们按照以往辁验引 ，屮 ，下述定义. 


定义如果 /( t ), *■(() 和 ft ( t ) 仵 f 有导数，向置闲数 r ( f ) =/(()1、 〆 ！ )_/ + /』（< )A ft /疗 
在导数（是可微的）.这个诗数是向童闲数 

，⑴仙 m * 


如果向量函数 r 在其定义域的每个点是可微的.那么它是可*的.如果 dr/ 山是连续的 Jf-R 
不会为0,就是说/, g, /• 有连续的不同时为零的一阶导数，那么由 r 描绘的曲线是光滑的. 

导数定义的几何意义显示在图〗 1.5 中.点 P 和 p 具有位置向童； "<0 和/ "(f + Ar). [fiilnjM 
玲由 r{l + i() -r(i) 表示.对于 AoU, 向量斥的纯董倍数 （l/At)(r( I+ &) -r( ， ）） 指向4的 
同一方向.当 Af— 0时，这个向量趋近在 P 同曲线相切的向 *(«_ 图 11.5b). 向 M，（ f ) 在其不 
等于0时定义为在 P 同曲线相切的 向董. 曲线在一点(/0。） ，A(U ) 的切线定义为通过这 
一点同平行的直线.对于光滑曲线要求 dr/di^O. 

这是为了保证曲线在每点具有连续转向的切线.在光滑 
曲线上没有尖角或者尖点. 

由有限数 0 的光滑曲线段以连续方式拼接的曲线称 
为分段光滑的（见图 11.6), 

请再次观察图 11.5. 我们是对 At 的正值画出的图 
形，所以 Ar 向前指向质点运动的方向.向量 At /Af 具有 
同 Ar —样的方向，也指向向前的方向.如果 Ai 取负值， 

A# ■将向后指向质点运动的相反方向.但是商 Ar/At 是 
Ai ■的负值纯置倍数，将再次指向向前的方向.无论 4r 
指向如何， At /Af 都指向质点运动向前的方向，并且预计向董 dr/di =yi^Ar/Af 在其不为0时只 
有同样方向.这表明，导数 咖 /df 作为同时间相关的位置的变化率，总是指向质点运动的方向. 
对于光滑曲线， dr/ 山不会为0;质点运动不会停止或者朝相反的方向运动. 

I ^^义如果 r 是质点沿空间中的光滑曲线运动的位置向量，那么 


是质点的速度 向量， 同曲线相切+在任何时问/， v 的方向童是质点运动的 方向， v 的长度是 
质点的 速率，而导数 a =dv/df 在其存在时是质点的加速度 向量. 总起来说^ 

<1 丨位置向量的导数是速度向童^ = $; (2) 速度向量的长度是速率 Id ; 

<3 丨速度向量的导数是加速度向量 

(4 丨单位向量 v / I H 是在时间£的运动方向. 



阄11.6由五段光滑曲线以连续方式按 
酋尾相连构成的分段光滑曲 
线； 这条曲线在五段光滑曲线 
的连接点不是光滑的 
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我们 hi ■以把运动质点的速度表示成质点的速肀和方向的乘积 
速度 =lvl (|~|) = (速韦 ）（ 方向） 

11-1.3 »分法则 

由于向量函数的导数可以按分量逐个计算，向最函数的微分法则和纯傲凼数的微分法則具 
有同样形式. 


1 向置函数的微分法则 t ~ ** j 

I 设《和”是*的町微向童凼数， C 是常向设， c 是任意纯搋，/是仃意可 微纯擞 函数.向饿! 

函数的微分法则 如下： 


(1) 常向量函数法則 

^ C = 0 

6t 

纯量倍数法則 

去 [f«(0 ] = cu f (t) 

[/(t)u(t) ] =f f (t)u{t) +/ ⑴ 

(3 丨和法則 

去 [“⑴ + v(t) } = u f (t) + v f (t) 

(4) 差法则 

去[“⑴ - v{t) ] = « N {i) - 〆((） 

(5】 点 积法則 

[b(0 *v(0 ] =w r ⑴.… ）+« ⑴.〆 

向量积法則 

^ [«(0 x v ( t) ] = W J (0 x V ⑴ + u(t) 

(7) 链式法則 

去 u(/ ⑴）] = ru ) u '< ju )) 


我们将证明点积法则和向童积法则及链式法则，但是把常向 
量函数法则、纯量倍数法则、和法则及差法则留作习题. 

点积法则的证明假设 

B = U,( 0 |- + U 2 {t)j + U^(t)k 

和 

y = (O* + v 八 t)j + v“ofc 

那么 

昔 ( U • v)= 去 (、,、 + u 内 + U] v 3 ) 



=^>| + + U ； L ' 3 + U f V [+ U 2 t )； + li iV \ 羼 


向量积法则的证明我们依照纯量函数乘积法证明.按照导^^定义， 

|(« xv ) = lim xvU 'M -11(0 xv (0 

为了把这个公式改变成含有《和>«的导数的差商的等价形式.在分于中先减后加 „(:) XV ( t + h ). 
于是 

—(« x V) := lim + 占） xv(f+/Q - u(t) X y(t + h) 十 11(0 x K{f ^ A) - u{t) x v ⑴ 
dt I ~ : 
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= lim[ U(( - + ^ '必 x,f ( + M +U (i) x 中“广 V ⑴ ] 

=I in, «—( - ( 」斗 二 ^ x | imv0 + /0 + l imu(l > *| im y(^h) -HO 

h 41 fl h <» h K 4 k 

最庐-个等式成立，乃是因为两个向*函数的向量枳的极限等于它们的极限（如果存在）的向 M 积 
(见习题 32 ). 当&趋近芩时， pU + A ) 趋近这是由于 v 是可微的.所以它仵 t 是连续的 
(见习题 33 ). 两个分式趋近 d «/ 出和 dv / df 在 f 的值， 总之， 


链 式法则的证明假设 = a( X )i + b(.,)j + c ( s)k 的可 
微向置函数，的可敞纯量函数.十是^ k (是（的可 
微闲数，时可微实值闲数的链式法则给出 


^ f { t ) u r { f { t )) ( X -/(O) 

11.1.4 定长向置的向量函数 

当我们跟踪在以原点为中心的球面 t 移动的质点时 
(见阁 11 . 7 ) .位 置向景 具有等于球半抒的固定长度.间 
运动路径相切的速度向童 dr/df 和球面 相切， 因此垂直 
于 r. 这是可微定长向置函数的通常 情况： 向量同它的 
一阶导数向量正交.通过直接计算， 

r { t ) - r { t ) = t 2 (lr(0 1= c 是常数） 





r f (t)^r(t) +r(O*r J (O = 0 

(对 r ( i ) = u ( t ) - v ( t ) 用法则 （5)) 
2 〆 ⑴ - r (0 = 0 

向薰 r '( f ) 同 r ( r ) 是正交的，因为它们的点积为零+ 
总起来说， 


如果质点在球卤 h 运动的位置 
向贵 r 是时间 （ 的可微函数， 


若 r 是定长的（的可微向量函数，则有 


在 11.4 节将要反复使用这个结果. 

习题 11.1 

在题1~4中， rU ) 是 ir 平面内的质点在时间 
f 的位置向里.求质点路径图形的 J 和7的方程.然 
后求质点在给定 f 值的速度向置和加速度向董. 

I r ⑴ =(f + l ) i 、“ 2 -1)/; / = 1. 

2. rto - tt^nz + t ^- ny ； t = \/2. 


4. r ( f ) = (oos 2()i + ( 5 sin 2 t ) j- r t =0. 

在习题 5 〜 8 给出质点沿: rr 平面内不同曲线运 
动的位置向 S . 在每种情况下，求质点在指定时刻 
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的逨度向*和加速度向纛.并且 iM ,’ h 它们作为曲线 
t 的向*的草 ra . 

5. 在圔/+/=1上的运动 

r( 0 = (rtin t)i + (cos t)Ji t = tt/4, tt/2. 

6. 在圆/+/=16上的运动 

r t0 = (4 <，(JH 士 )1. + (4 sin+)/; ( = TT t 3tt/3. 

7 在權线 ；r = /-sln^ = 1 -cos i 上的逢动 

r(0 = (( - sin t)i + (1 - cos i)j；t = tt, 3it/3. 
8 在抛物上的运动 

r ( t ) = r i + ( i 3 + 1)7； ( = - 1 ,0 t l + 

在中， rQ ) 是空间中的质点在时 
间*的位置向*，求质点的速度向量和加速度向 
S . 然后氺质点在给定 t 值的运动速率和方向. 
把质点在那个时间的速度表 W 成它的速率和方向 
的乘积- 

9. r(r) = (f + L)(' + {/ ? - I )y+ 2i Jt； t = 1. 

10. I ■⑴ =(1 3 *： (= I - 

11. r( t) = <2 ⑺ + (3 sin 0/ + t = ir/2. 

12 - i * C 0 = ( fi (5 cO * + ( tani )/ + ^£ Jt ; ir /6 + 

13. i ■⑴ =(2 In (； + l ))/+( V 4 y *, i = l . 

14. r(t) = (e-')i+ (2 cos3«)j' + {2 sin3t)*i i =0. 
在题 15-18 中， r(<) 是空间中的质点在时 

间 t 的位置向 fi. 求1=0时的速度向置同加速度向 
量之间的角. 

15 . Hi ) =(3(+ l)f + v ^ t 7+ t ! *. 

16. * ■⑴ =( 争 ) i + (夺! -16 今. 

17『 r (0 = ( In (^ + 1) )i + ( tan -、)《/■+ vV + I *. 

18+ r ⑴ (】+ c)^i + |- (l - O ^ J + yi *. 

如 IK 文所述，光滑曲线 r ( f ) + 

/^以在 f = & 的 切钱是 通过点 （/( OdK ), 
HU )) 屮行于曲线在~的速度向世 v ( y 的直线. 

在 > JM 19 〜22中，求同给定曲线在给定参数值 
^ = k 相切的直线的参数方程. 

19. r( 0 = ( sin t)i + (f 1 - cos t)j + e J jt； t 0 =0. 

20, r(/) = {2 &in f)* + ( 2 Oj" + 5/Jfc； i 0 -4ir， 

2h r(i) = (a sin f )i + ( a ™s f^ =2ir- 

22. r( 0 = ( cos *)(' + { sin t)j + ( ^in 2t)i- i 0 = 


23. h 面 中的每个方枵，描述质点在具打 

枏同的中位 W 路柃/ I:的运动，里然 

在 u) -㈠）中的每个所点有同样的路抒 t m 足 
它 fn 的特性或#“动态特件”是不砷的.对 t 甩 
个质点冋答 k 列 问鹿： 

u> 质点具有常速率吗？如果有.这个速率是 

什么？ 

(«) 质戍的加速度向置总是同它的速度向&卍 
交吗？ 

(UM 质点绕单位圇作顺时针还是反时针运动 v 
[tv) 质点运动是从点 （ 〖， 0) 开始吗？ 

(a}r(i) - (coe 0* + (sin t ) j t t ^0. 

( b ) r ( 0 = co » ( 20 ( + ain (20 j ; XS ：0. 
fc)r(/) (t - tt/ 2+ sin {； - 7r/2)7 ； 

f 这 (K 

(d) r( f) = (cos i)i - (sin i)j ； f^0. 

(e) r(i) =ros {# J )(+ gin 

24. 证明： 向置值函数 

r ⑴ ={ 2 i + y + k ) + co St (^i y ) 

-/2 ) 

+ s H » i *) 

描述质点在以点 （2,2,1) 为中心半径为 1 的圆 
上的运动，并且是在平面I + r ~ 2i =2内的 
运动. 

25. 沿抛物线的运动设质点沿抛物线 r : =2x 的顶 
部从左至右以5单位每秒的黹速卓运动.求质 
点通过点 （2,2) 时的速度. 

m 沿籀 a 的运动设质点在 v 平面内运动，它在 
时间 t 的位置 向霣为 

f( 0 = (( - sin ()i + ( I - COS t)j 
D (»)W 出 r(t) 的图形.获得的曲线是一条摆线. 

1»0求速度向量和加速 度向置 的长度 I M 和 
1«丨的最大值和最小值.（提示： fi _ 先求 
I VI 1 和 ja I s 的极大 值和极小值， 然&求 
平方根 .） 

V . 令 v 是 t 的可*向置 S*t 明： 若对于所有 t 

有》 -(dv/di) =0,則 I H 是常数. 

28. 三貢鈍量积的导 S 

UI 证明： 若《, p , »是 i 的时傲 向量函 
数，則 
去 (U-V X W) 

du dv dw 

= d 7 ' vxw + tt - d 7" + u - i，>t dr 
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(b] 证明 

V di x dr a J M dt x d,V 

(提示 f 对左袖微分然后求乘积为零的向置 .） 

29. 纯量倚 败法则 

{a> 证明： 若 k 是 f 的町 徹向置泊数， c 是任意 
丈数，则 

S 

(b) 证明： 若*<是£的町微向置函数，/ 是/的 
扣微纯置函数，则 

i ifu) = f W+/ S 

30. 和法劓与差法则证明：若《和〃是：的可微 
向量函数，则 

^-(« + p ) = + T" 

df v df d£ 

和 

<i , 、 dtf dv 

z (u _ v ) = 瓦-瓦 

31. 向置函败在一 点连鏤 的分置 检嗆法 证明：由 

K0 =/(0“裏 + 定义的向*函数 r 

在，=(。是连续的，当且仅当/， g 和 A 在 f & 是连 
续的. 

31向置函败向置轵的 a 限假设 nu) =/,(of + 
AWj r 2 (0 =g'(t)i +gl (t)j + 

g i ( t ) k ^ mmr l ( t )= A r lim^(0 =* 利用向 
量积 的行列式公式和纯量函败极限的积法则， 
证明 

lim ( r ( (0 x r 2 ( t ) ) - A x fl 
33. 可 嫌向置 函數的连缜性证 明：若 

r ( t ) =/( t)i + g ( t)j + h ( t)k 


在^=&姑4微的.则它在 f = 也赵连续的. 

34. 常向量函数法则证 明： 取常向■:值 C 
的向 S 函数 t Wijd«/di=0. 

计算机探究 

在七题35 -兇 中.川-种 <；AS( i 卜算机代数系 
统）执彳 j F 列处理 步*: 

(幻绘制由位鬣向《|^描绘的节问_线； 

(b) 求速度向量 dr/A 的 分董； 

(c) 汁算 dr /山 在给 定点匕 的值，并 R 确: itttl 线 
在 r(~) 的切线方程； 

(d| 给制切线间曲线在给足区间1_的用形 . 

35. r( i ) = ( flin i - / roa J) i + ( nw f + f ^in J + rk . 

0^£^6-n t =3ir/2. 

36. r( 0 = i + ^ j + e "'4 1 -2 ^^3 , : 0 - U 

37. r(0 = ( sin 2t)i + ( In ( 1 + l))j + tk , 0 忘 f 右 4it. 

^ 

J8. r(t) = (In (f 1 +2))1 + (tan '3f)j + vV + 1 A, 
-3^(^5, i 0 =3, 

在习题 39 和 40 中， 气对 蠔旋线 

r( 0 = ( con <it)i + ( sin at)j + bt k 
改变常数 a 和 6 的值时.从阁形上考察曲线的特 
性.用一种 CAS 执行每班中的处理步骤. 

39. 设 6 = 1. 对于 fl = l , 2 + 4, 6 + 在 K 间0名 f 石 
4 tr 上绘制蠔旋线 r (*) 和这条曲线在 I = 3乳/2的 
切线的图形.用你自己的说法描述当经由这 
些正数值增加时，蠔旋线的罔肜及切线的位置 
发生的变化. 

40. 设 a = lr 对于 6 = l/4 f 1/2, 2, 4,在区间0矣 
t ^4^上绘制蠼旋线 r( 0和这条曲线在 f = 3 it /2 
的图形.用你自己的说法描述当6经由这些正 
数值增加时，螺旋线的围形及切线的位 S 发生 


的变化. 

11.2 向置函数的积分 

我们在这一节研究向量函数的积分，以及它们在物体沿平面或者空间路径运动中的应用- 

112.1 向最函数的积分 

可微向童函数及 (G 称为向置函数在区间 / 上的反 导数， 如果在/上每个点有狀 /A=r. 
如果 if 是 r 在/上的反导数，那么通过一次处理一个分量，可以证明 r 在/上的每个反导数具有 
#f + C 的形式，其中 C 是某个常向童（见习題 29). r 在/上的所有反导数的集合是 r 在/上的不 

定积分. 
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定义向 tt 闲数 <0 的不定积分是/■的所冇反沣数的集合，用 f r (0 di 表示.如果 

R ( t ) 记 r (0 的任意反#数，邵么 


| = R(i) + C 

其中 C 是常向蛋. 


常用的算术规则适用干不定枳分. 

例 1 | (( cos ()<+/- 2( fc ) (1( = cos ( dr J i + || ()( Jy - 2( dt J * ( 1 ) 

=(sin ( + C,)i + (( + C 2 )j - (f 3 + C,)* (2) 

=(sin (}i + tj -t 3 k +C (C = C,i + CJ - C s k) 

像 在纯* 函数的积分中•样，我们建议读者跳过式（丨）和<2)中的步骤，直接取 得最后 形式. 
求每个分*的反导数，片且在最后加一个常向最. 

向董函数的定积分最好用分量的形式定义. ■ 


定义如采 r ( ( ) =/((>;+ 牙⑴ y + A ( t ) Jt 的分量在 [ a . H 上是可傲的.那么 r 在 [ a , /,] 上 | 
是可微的，并 H . r 从 a 到6的定积分为 j 

/^( = (^/(Od!)! + )j + (j^(i)dt)* j 


例 2 ({ms ()( +j - 2( t)d( = ^ J cos ( d( JI + di Jy - 2t d( J Jt 

= [如 <]:“ [( m :* 

=[0 -0 ]i + [-7 T -01/ - [ tt 1 - 0 ; ]i = Ty - IT 2 * ■ 

连续向量函数的微积分基本定理指出 

£ r ( t)dt = «(0]； = R ( h ) - R ( a ) 

其中 ft 是 r 的任意反导数，所以 fi'U) =K0( 见习题 30). 

例 3 假定一架悬挂式滑翔机的路径是未知的，但是它的加速度向童为 《(f) = -(3 cos t)f- 
(3 S m()> + 2*. 同时，我们知道最初（在时间 f=0) 滑翔机从点 （3, 0, 0> 以速度向量 •>(()) =3_/ 
起飞-求滑翔机的位置向量作为 t 的函数. 

解我们的冃标是求 r(t ), 已知 

微分方程：<1 = = - (3 cos ()i - (3 sin ()y + 2 k 

初姶条件： v(0) = 3j, r(0) = 3i + 0y + Oi 

在微分方程两端对 f 积分，得到 

V ⑴= -(3 sin t)i + (3 cos t)j + Jt C ( 

利用 v(0) =3j_ 求 C l: 

3j = - (3 5 in0)t + (3 cosO)j + (0>* + C t 

3j=3j^C t 

C , = 0 

滑翔机的速度向暈作为时间 t 的函数是 
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第 i 丨幸 


= v ( 0 = - (3 sin/)* + (3 con t)j ^ 2t k 

对这个微分方程两端积分，得到 

r(0 - (3 cos 0^ + sin Oy + + C 2 

然后利用初值条件 r (0) =3^ JcC ： 

3i = (3 v.o^0)i + (3 ftinO)> + (0 ; )Jt + C : 

3i= + (0 )； 4 (0)A + C 2 

q = o 

滑翔机的位置向 ft 作为 f 的闲数是 

r{t) = (3 ^t)i + (3 sin i)j + t'k 
这是罔 11.8 中所示的滑翔机路衿. 

注：这 个例子中积分的两个常向董 C , 和£： 3 都是 0. 习题 
n 和〗2给出积分的常向最不为0的例子. ■ 

11.2.2 理想抛体运动的向量方程和参数方程 

为丫推导抛体运动的方稈，我们假定抛射体的运动像在纵坐标平面内质点的运动一样，* 
抛射体飞行过程中，作于它的力只有枳定的重力_总是直指下方.（实际上，这些假定是不成立 
的. 3地球转动时，地面在抛射体下面移动，空气产生随抛射体的速度和髙度而变化的摩擦力. 
并且 3 S 力在抛射体运动时也在变化 . > 

我们假定作时间 f =0 从原点以初始速度&把抛射体发射到第-象限 （ 见囹 11.9). 如果 v c 
同横坐标轴构成《角，那么， 



(3 ™0i + (3 sin t)j 
+ t 2 t 的悬挂式滑翔 
机的路抒（例 3> 




a) 在 F0 的位置向速度叫屋、加速度向置和发射角 


水平时程 

) 随 O : 时间〖的位 M 向量、速度向量 ft ] 加速度 向11 


m 11.9 抛体运动 


v 0 = (I v a f cos a)i + < I v y 1 sin oc)j 
如果用更简单的记号&表示初始速率 IvJ ,上式变成 

v 0 = (v 0 cos a)i + (v Q sin a)j 

抛射体的初始位置是 


(3) 


r 0 - 0( + 0/ - 0 (4) 

牛顿运动第二定律说明，作用在抛射体上的力等于抛射体的质童 m 乘它的加速度，或者说 
等于其巾 r 是抛射体的位置向童，；是时间.如果作用力仅限于重力那么， 
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dV . dV 

通过求解下述初值 N 题求出作为 * 的函数的 <■: 

微分方程： ^ =~sJ 

初值条件： r = r „ , *| r = v„ (t = 0) 

d/ 

第…个方程的积分给出 

.lr …. 

石 ^ - (nOj + r a 

第二个方程的积分给出 

r = -士 〆 ■/ + v + r > 

从式（ 3 )和< 4 )代人 V。 和 r, 的值，得到 

r ^ ~ Y + ( 1 '<1 a)( i + (t„ sin a)( J + 0 

*V 

介并项.遂有 


理想抛体运动方程 r= (v a cos a)( i + | (*；„ sin a)t ~ y j/ (S) 


方程 （ 5 ) 是理想抛体运动的向量方程.《是抛射体的发射角（点火角，仰角）.如前面所说. 
% 是抛射体的初始速率 - r 的分量给出抛体运动的参数方程 

X = ( u n cos « )( , J = (1) 0 sin a) (- ((,) 

其中: t 是在 <為0时抛射体的水平距离， r 是抛射体的高度. 

例 4 抛射体在地平面上从原点发射，初姶速率为 5 00 m / st , 发射角为60。.抛射体在10秒 
后位于何处？ 

解用方程 （5) 取 r a =500, a =60°,裏= 9.8和（ = 10，得到抛射体在发射10秒后 的位置 
向量： 

f= (v„ cos a)t i + ( (t> 0 sin a)t - y gt 1 ] j 

= <500) (+)(lOV + ( (500) (f )10 - ( —)(9, 8) (100) J> = 2500 i +3840 j 

在发射 10 秒后，抛射体大约在高空3840 m 和水平距离 2500 m 的地方. ■ 

如同可以从方程(6>看出的那样，理想抛射体沿抛物线运动. 5 C 果在方程 （6) 中，把第一个 
方程的 £=*/(〜 cos 代人第二个方程，我们得到笛卡儿坐标方程 

这个方程具有^^^^+一的形式，所以它的图形是抛物线. 

抛射体当其垂直速度分童为零时达到它的最高点.如果抛射体是在地平面上发射.当它在 
方程 (5) 的垂直分量为零时着陆，而射程及是从原点到落地点的距离，我们把结果概括如下.请 





读古在习题 23 中以证明. 


理想抛体运动的离度、飞行时间和射程 

对于理想抛体 M 动，当物体在地平 面上从 原点以 
初始速申％和发射角《发射时.它的运行数据如下： 

最大高度 

飞行时叫 

射程 


如果理想抛体是从点而不是原点发射（见 m 
II . 10}* k 动路径的位贾 向坩为 


( v i} “ti a ) 

—~ 2 g — 

2^ »ln a 



N. 10 从点 U n ， v lf > 发射的抛射体 
的路柃，发射的初始速度 
向置为心，冏地 f - 曲之叫 
的发射角为 o 


r = (^ (1 + (fJ 0 ooa + (r fl + sin a)l - ~ gl 2 、 j 


这是在习题 25 中要证明的结果, 


习屋 11.2 

在习题卜6中， 汁算 枳分. 

1. ( [? 3 i +7/ + (f + l )*] d /. 

2, ( [{6-60/+ 3 ^j + ( ^-)*] 


3. f [ (sin £)l + ( I + tr^ t)j + { sec 3 i)Jt]df. 

' -tf/4 

4, I 「 ( sec. t lan f) i_ + (lan ()j + (2 sm ! cob f > Jt ] df- 

5- f: [+ i + 5 丄 " + 士*卜 

6 - / i [ yfe f + r &*] d( - 

在习題 7-12 中.解初值问题，求作为/的函 
数的位置向童 r 


7. 微分方程： 


初值条件： 

r (0) = i +2 y +3 A . 

8,微分 方程： 

^ = (] SOt ) i +(180;-]6^)/； 

初值条件： 

r (0) =100/ 

9. 微分 方程： 


初值条件： 

r (0) =*. 

10. 微分方程 

: ^ = ( i 3 +4 i )i + f j + 2( 2 *； 


初值条件： r(0)=i ^； 


11傲分方程：-32* ; 

初值条件： r (0) =100*， 

苦 L =8 ㈣ 

12. 撖分 方程： ~ f = - U ^ j ^ k) i 
初值 条件： K 0) =10 i + 10 y + 10 * T 



13 质点在 【=0 时位于点 （l,2,3). 它从一条直线 
运动到点 （4, 1,4)，在点<1，2,3)的速率为2, 
加速度向釐为常向置 3f-> + A. 求质点在时间 f 
的位置向量的方程 

14在直线匕运动的质点，在 （=0 时位 T 点（1， 
_].2),其速率为质点以恒定加速度 2i + 
>+灰向点{3,0,3)移动.求它在时间：的位置向 

董 r ⑴ r 

在习翹】5 -26 中，所有抛射体的飞行在不加 
说明的情况下都被看成是理 想的. 假定所有发射角 
都从水平方向起度董.同时假定所有抛射体都在地 
平面 t 从庳点发射.除非另作 i 兑明， 

15. 运动时间抛射体发射的初始速 率为& 40 m/, T 
发射角为 60°i 它埔要多少时间达到 2 ! km 水平 


距离？ 

16 i 求烟齡油應幸假定炮弹的最大为从5 km ， 
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求炮神 离幵炮时的速表 
17飞行时间 与髙度 抛射体以初姶速肀500 
和仰角力45°发射1 

( a ) 抛射体将在什么时叫着陆和长越多少距离？ 

( b ) 4抛射体的水 f 距离为5 km 时它的 A 度圮 
多少？ 

(<：} 抛射体达到的 ft 大髙度是多大？ 

18. 投掷棒球 4:场地之 h 32 ft 的宥台 h 投掷樺 
球，投掷角在水 f 方向之 |.3( R 如果仞始速 
率为 32 ftA , 棒球将在什么时间落地和落在多 
迟的地方？ 

if . 发射离 尔夫球在地面 m 弹射器以45°角发射 
高尔夫球，球在 10 m 远的地方落地 < 

( al 球的初始速率是多少？ 

[ h ) 用同样的初始速乎，求使落地点为 6 m 远 
的两个发射角. 

20 .电子发射 电视显侬管 中的个 电子从水平方 
向以5 x ]Cf mA 的速率朝距离40 cm 处的荧光 
屏发射，电子在其撞击荧光屏前大约下降多少 
高度？ 

21等射程发射角叫个发射角能够使炮弹在炮身 
同 水 f 面 L 达到16 km 下射秤的 H 标 . 如果 
炮惮的仞始速申为 400 m / s , 这两个发射角是多 
大 , ， 

22. 射程与离度同速寒的关系 

( a ) iiE 明，在给定的发射角，当抛討体的初始 
速率加倍时，它的射程为原来射程的4倌. 

( b ) 为广便抛射体的髙度和射稈加倍，仞姶速 
宇应增 加的百分数是多少？ 

23. 对丁理想抛体运动的最大髙度，飞 H 时间和射 
程， 证明正文（按照例 4) 中 给出的 结果. 

24 弹子級撞附阁显示用两顆弹子做试验.把抨子 
4向弹子5投射，投射角为《,初始速率为〜在 
同一时刻，弹子 B 在 <4的下射程 /f 单位的一点之 
〖：/?_^单位的地方从静止状态下落.结果发现 
M 颗押子碰撞而同化的值无关.这是纯属巧合还 
是必然发生的事件〜提出答案的埋由. 



25. 从点 （ aj b ] 发射 诎过水解柯 m 「" j 题 



推咩 at f 曲内位霣向 M I ■的叁教八见 A 

nrm 

X = 氕 ,+ O n cos ct)i 

>W + (i 0 »ir (x)t - I ^t 1 
26 抛射体轨道的 峰值点 对 r 从地如以发射 fn « 
和初始速率&发射的抛射体，考虑把《作勿变 
* 和％ 作为闶定常数1我们对每个《 
(0 < or < ir /2 > 得到如附闬所尔的抛物线轨近 
UE 明： O 平面内给出这些抛物线轨道的最人商 
度的点，全部位干拥圆 


' -V 

上， K 中*身 0. 
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义的. 

【 a } UK 叫： 軒〃柙的连续函数，则 
j . 的连续函数> 

< b ) 阳明：矜《和^舴是 [ a J ] 上的町嫩数，则 
h 是吋微的.并且 
H , dr du 
\\ t {lir) = u si + r T t 
29 . 向量函败的反导败 

( W 利圯纯最闲数中值定理系2证明：若两个 
向 a 函数 / f , o ) 和 & u ) 在区间/1:有恒等 
的导数，则它们在整个 k 间/上仅相 差-个 
常向*值. 

( b ) 利用 U ) 中的结果 证明： 若是 r (0 在/ 
上的任何反导数，则 r 在 / h 的任何其他反 
导数等于 / T 0)+ C . 其中 C 是某个常向量 
30- 微积分基本定理实变蠹纯童函数的微积分基 
本珂对于丈变量向量函数同样成立.用下述方 
法证明这个结果： 

首先利用纯置函数的基本定理证明：若向 
SS 数 KO 对丁 a A 是连续的，则在 U .6) 
内的每个克有 

H r(TUT " r(0 


第 U 章 


然后利用习题 29(b) 中的结论 证明： 若 JT 是 r 
t £[ a , A] 上的任 何反导 数.则有 
= R ( h ) - R ( a ) 

31. 排球一个排球在距 6 ft 高球网12 ft 远的地曲 
之 1.4 H 的点被击出.它飞离击球点的初始速 
度为35 ftA 和仰角为 27' 井巨未被对方球 M 
接到而落地. 

(a) 求排球路径的向置方程. 

( b ) 排球上升的高度是 什么？ 它在什么时间达 
到最大 高度？ 

(c) 求排球飞越的距离和飞行的时间. 

(d) 它在什么时候达到地面之上7 ft 的离度■^从 
那■点到落地点的距离（地面距珥）是多少？ 

(e) 假定把排球网升商到8 ft, 结果会改变叫〃 
作;41解释- 

32. 拥铅球 1987年，娜塔舫娅_里苏斯卡娅在英 
斯科创造7■—项女子世界纪录，她把】8磅13 
盎甸的铅球投掷73英尺10英寸.假定她是在 
地平曲之 上匕 5 英尺以 40°角投掷，铅球的初始 
速度是多少？ 


11.3 空间中的弧长 


我们在本节和后面两节讨论曲线形状的数学特征， 
这种特征表明曲线转弯和扭曲的陡度. 

11.3.1 沿空间曲线的弧长 

光滑的空间曲线的特征之一是其具有可度量的弧长+ 



这使我们可以从曲线上的某个基点起给出沿曲线的有向 
距离来定位曲线上的点，这是在坐标轴上定位点的方法， 
即通过给出它们距原点的有向距离（见图 11. 11). 

为了量度沿空间中光滑曲线的距离，我们在用于平 
面曲线的距离公式中增添一个 z 项. 


围 1 L 11 光滑曲线坷以像数直线那 
样标度，每个点的坐标是 
从預先设定的基点起沿曲 
线的有向距离 


定义光滑曲线 

r ⑴=+ y ⑴7 + z(t) 炎 ， a ( t 免 b 

当/从 f = a 增加到 r = 6时恰好描绘一次的长度是 


正如对于平面曲线一样，可以用满足所述条件的任何方便的参数表示来计算空间曲线的长 
度.证明从略. 

公式 （1) 中的平方根是 I VI ，即速度向童 dr / df 的长度.这使我们可以用更简单的形式写出 





的参数表示用沿曲线从基点到一点的有向距离来确定曲线 i . 的这个点. 
例2 如果& =0,沿嫌旋线 

r {0 = C ros f)l + (riiti t)j + ik 

从到 f 的弧长参数是 




(ir (公式 （3)) 


f^dr (从例I得到的值） 


= Jit 

从这个方程求解 C 得到代人位置向最 r , 给出蟪旋线的下述弧长参数表示 ： 

,«(,)) + + ■ 

对于 e 经用某个其他参数 t 给出的曲线，通常是很难用解析方法求弧长的参数表示的.这一 
点不同于例 2. 不过，幸好我们很少需要用或它的反闲数 k s ) 的确切 公式. 

113.2 质点沿光滑曲线运动的速率 

由于公式 （3) 中根式的诤数是连续的< 曲线是光滑的）.微积 
. 分基本定理表明， s 是 I 的可微函数，具有导数 


人物传记 


■ Iv ( t ) I 


(4) 


乔塞亚 • 威拉德 * 吉布斯 
(Josiah m\\mi Gibbs, 1839—1903) 

正如我们已经知道的那样.质点沿它的路径运动的这个速丰 •是’ 

速度向傲 v 的长度. 

虽然基点/ •(b) 在公式 （3) 的^定义中起作用.但是它对于公式 (4) 不起 作用. 运动质点沿它 
的路径行进一段距离的速率同它离基点的远近无关. 

注意 ds/di>0, 因为按照定义，对于光滑曲线 I v I不会为零.我们又一次见到*是 t 的增 
函数. 

11.3.3 单位切向置 r 

我们已经知道速度向最>^= dr/d (同曲线相切，因此，向量 


是同（光滑）曲线相切的单位向最.由于对于我们考虑的曲线山 /d*>0, ^是 一对一 函数并且有反 
函数，反函数给出 （ 作为 s 的可微函数 （3. 7 节）.反 S 数的导数为 
dt ^ 1 = 丄 

ds ds/iii - I v I 

这使I■成为 * 的可微函数，它的导数可以用链式法则计算 如下： 

电二！ k 也==丄= r 
di d( ds I v l Ivl 

这个公式说明， dr/ds 是在速度向童 v 的方向上的单位切向童（见图 II. 14). 


定义光滑曲线的单位切向置是 
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单位切向撤了是^的可微阐数 t R 要 v 是 £ 的可微 喊数. 在 11.5 节将会见到， r 是移 动畚考 
标架中的-:个单位向最之一，这个标架是用来描述〔维空间中移动物体的运动的， 

例3 求曲线 

r(() = (3 t：os / )^ + { 3 sin t)j + Vk . 

的单位切向童.这条曲线表示 II . 2节例3中的滑翔机的路径. 

解在那个例子中，求出 

v=^=-(3sinOj + {3 cos t)j + 2f A 


I 妒丨二 + At 1 


■? sin t ^ 

v ^~+4 f T 

对于围绕单位圆依反时针方向的运动 



和 

因此， 


我们看出 


r{t) = (cos Oi + ( sin t)j 


已经是单位向量， 所以^ = v (见图11.15^ 



图 1 LI 4 用 Irl 除 v 求单位切向董 


习 H 11.3 

在习题]〜8中 ，求曲 线的电位切向 fi . 此外， 
求曲线指出部分的长度. 

1. r(£) ^{2 cm t)i + (2 sin t)j + ^5t 

2. r(t) = (6 sin 2/)i + (6 cos 2t)J + 5t k y 0^i^tr. 

3. r ⑴ U (2/3)£ 3 ^ k t 

4. r(t) -(2+i)i -(c + OJ + tJt, 

5- r(/) - ( cos 3 f)J + t sin 3 /)*, 0 ^^tt/2. 

6. r(t) -bt 3 i-2t i j~3t 3 k 1 i 运 f 甚 2. 

7 - j-(/) = (f COS /)#4 (f Sin t)j-¥(Xfl/3)t^k t O^^TT. 

8 t r(i) = (i ain f +cc» 0* +{f cos t -sin t)j, 


)1+( C03 t )j 



图 1L.15 围绕 单位圆依反时针方向的运动 


9 . 在曲线 

r(0 = (5 sin t}* + oos t)j + \2t k 
上，求沿曲线在弧长增加方向距离原点 26^r 单 
位的点. 

10- 在曲线 

r(0 = (12 9 mt}t - (12 cos t)j + 5ik 

上，求沿曲线在弧长增加的反方向距离原点 
13tt 单位的点. 

在习题~ 14中通过计算公式<3 ) 的积分 
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求从 e = 0 的点起沿曲线的弧长参数 T 

11. r(0 = (4<ro fl i)i+ (4«inOy + 3：*, O^f^Tr/2. 

12. r( () = {o)h ; + f sin r) i + ( sin f - f coa i )j T tt/2 在 
r^TT. 

13. r{t) ={f' f)* + (eftin t)j + e r k T -In 4^(^0. 

14 r(;) =(1+20i. + (l+3il/ + (6-&)*，-l^^Q 
15 弧长求曲线 

r (0 = { J 2 t)i + + ( l ‘ 〆 ) * 

从点 （0,0,1> 到（及,及 ,0) 的长度， 

16.螺旋钱的长度例〖中锞旋线 ffi 的长度 

也是边长为 2 tt 单位的正方形的对角线长度. 
说明如何通过切割井且展平嫌旋线环绕的圆柱 
面的 部分获 得这个正方形+ 

I? mm 

(勾扯明曲线 

r(f) = 0< + (sin Oy + ( t - cos 0*, 

0 ^ f ^ 2 tt 

是 个 iK 圆柱面同一个平面的交线 t 由此 
证明这条曲线是一个椭 fflh 求这个 岡柱面 
和平面的方程， 

tb) 画出圆柱面上椭阀的草:图 < 在阁上添加在 
r=0, ir/2, tt , 3 tt /2 的笮位切向 S. 

{<0证明加速度向童始终处在同平面平行的 
位置（同平面的法向量正交）.因此、如 
果画出加速度作为附着在椭圆上的向惫， 
它将位于椭囲所在的平面内，在 草图中 
添加 (=0, TT/2,TT t 3 H/2 时的加速度 
向童. 

[…写出椭圆长度的积分.但是不要试图求这 
个积分：它是非初等积分 T 

O (e) 数值职分器用计算机积分器估计这个椭 

圆的长度，准确到两位小数. 

18+曲线长赓不依 輳于参 tt 裹示为了说明光滑空间 
曲线的长度不依赖于用来计箅它的参数表用 
下列参数表示讨篇例1的嫌旋线一圈的 长度： 

11 4曲线的曲率 


___ ^丄聿 

(a)r( 0 = (ooa 4/ ) i + ( sin 4/ )y + 4(* , 0 ^ ^ 
tt /2. 

(h) r ( / ) = [ cos ( //2 ) ] f + [ sir ( j/2 ) ； > + 
( r /2) A ,0^#^4 tr r 
[cjr( t) = (cos f)I - (»in t)j -tA r 
i 9. n 的渐伸线如果把缠绕在阂定圆上的绳子 
开，同时使其在圆所在平面内綳 a ， 它的端点 
p 描绘出 m 的一条漸伸线.在附阁中+涉及的 
阒是 =1,描给起点在 （L 0). 绳子的 
解开部分同圆在点 c 相切.而<是从正 I 轴到 
线段的角的孤度董度.推异渐伸线的点 
r ) 的参数方程 

X - co» ( + i sin = sin / - r cos tj > 0 



20. (埃习题 19> 求圆的渐伸线在点的单位 
切向童. 

21+沿直的距襄 w . m ： 如果 * 是单位向量.那么. 
沿_/*(0 =尽 + f « 从&起的弧长参数等于 t 自 
身，其中4是时的点以*^。士). 

22+利用 n = 10的辛普森法则，求曲线 

r(f) = f I + t 1 ) + t J k 

从原点到点 ( H 8) 的弧长的近似值- 


在这一节我们研究曲线是如何转向或者弯曲的.首先考察坐标平面内的曲线，然后转人空 
间中的曲线. 

11.4. 1平面曲线的曲率 

当质点沿平面内的光滑曲线运动时，向量 r = divu ■在曲 线弯曲的地方转向.由于 t 是单位 
向最，在质点沿曲线运动的过程中，它的长度保持不变而只改变方向. r 沿曲线每单位长度转向 
的变化率称为曲芈（见图 11. 16). 曲率函数所用的传统符号是希腊字母4读作 “ kappa ” >. 
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定义如果 r 是光滑曲线的单位切向量，曲线的曲率函数是 

^;fl 


如果 I dr/ds I 的值很大， r 在质点通过 P 时 
急剧转向，曲线在 p 的曲韦是很大的.如果 
idr / dH 接近于枣， r 的转向比较缓慢，曲线在 
p 的曲午比较小. 


如果光滑曲线 r ( i ) 已经用不同于孤长参数 3 


的另外一个参数 f 给出，可以按下述方式计算 
曲韦： 




(链式法则） 


= _ i _ Idrt 
' I ds/di I I d7' I 



( fill . 16 当 Z 1 沿 曲线在孤长增 加的方向运动 
B - i , 单位切向最 r 转向； idr / dji 在 
z 3 的值称为曲线在/>的曲率 


计算曲率的公式 

如果 》■(<) 是光滑曲线，那么 曲宇为 


其中 r = v / ivi 是单位切向量. 


rijf | 


⑴ 


通过检验定义，我们在下面例1和例2中看出，直线和圆的曲 
韦是 常数. 

例1 一条直线的参数表示为 r (0 =C + ( r , 其中（：和》是常 
向童.因此 ./"'( Osk , 单位 切向童 r = v/lvl 是常向量，它始终 
指向同一方向并且导数为 0( 见图1 ] . I 7 ).由此推出.对于参数^ 
的任何值，寊线的曲率为 




例 2 现在来求圆的曲率.从半径为^的圆的参数表示 
r(t) = (a coa 0* + (» sin t)j 

开姶 * 于是， 


(a sin 0* 


■/( - o sin i ) 2 




图 1 LI 7 沿一条直线的单 
位切向童 r 始终 
指 向同方 向， 
曲率 I dr / 山 ■为 
零（例 1) 


(由于 o > 0, u ， a ) 


T = = - (sin 0* + (cos t)j 


由此求出 





向童 dTVcb 指向 r 在曲线弯曲时转穹的方向. 
因此，如果我们面向弧长增加的方向，向量 dr /心 
在 r 沿顺时针方向转弯时指向右侧， ft r 沿反时针 
方向转弯时指向左侧.换句话说，主法向董~指向 
曲线凹的一侧 （ 豇图 1L 18). 

如果光滑曲线 Li 经用弧 长参数 s 之外的另一个 
参数 t 给出 ， 耶么利用链式法则可以直接计算 
dr/ds _ (jrAif)(ik/dj) 

IdTVdH = I A7Mt 11 dt/ds I 


dr/df 
I dr/dr I 


这个公式使我们能够求 w 而不必先求 K 和 



m n . ia 同曲线正交的向童 dr / dr 始终 
指出 r 转弯的方向；竽位法向 
量 W 是 dTVdi 的方向 



例 3 求圆周运动 

的: r 和； v . 

解首先求 r : 


r { t ) = ( cos 2 t)i + (sin 2 t)j 

v = - (2 sin 2/)/ + (2 t:os 2 t)j 
I v t = -/A sin : 2； + 4 t ' os 2 2 f = 2 



空同中的向量值函軚和物体的迨劫 


+ (ros 2t)j 


- (2 POS 2t)i - (2 sin 2t)j 

|^| = /4 cos 2 27 + 4 sin 2 2 f ^ 2 


和 


N : 繼 

I d 7 Vdt i 

= -(⑶ s 2 f)i - (sin 2 t)j ( 公式 （2) > 

请 n : 意 r * iv = o , 证实 AMdr 正交.还要注意.对于丰例中的圆周运动. wo 的申-位法向 
堆 / v 指向岡在原点的阏心. ■ 

11-4.2 平面曲线的曲率圆 

在平面曲线上 oo 的点 p 的曲率圆或者密切圆，是曲线所在平面上满足下列条件的阀： 

U ) 它同曲线在 p 相切（具有和曲线相同的切 线）； 

(2) 具有和曲线在 P 的相同曲率. 

( V 处于曲线凹的一惻或者内_<如图 11. 19). 

曲线在 P 的曲率半径是曲率岡的半径 t 依据例2， 


曲申-半径 =p = 

为 f 求曲率半径 Pl 我们求曲率《，再取倒数.曲线在 P 
的 曲率中 心是曲串圆的圆心. 

例4求抛物线7 = ：^在原点的密切圆，并且画出 
图形. 

解 利用参数 hi 给出抛物线的参数表示（见 9.6 节 
例]) 

/ ■( t ) = t i + t:j 

首先求抛物线在原点的曲率，利用公式（1>, 

dr 



曲钱 


图 H . 19 在 P (*, r ) 的密切圆 
处于曲线的内侧 


tk 

v ^+4? 


2 tj 


所以 


由此求出 


在原点 T 




2((1 + 4t 2 ) 


^ = -4((1 + 4t 2 } ~ 3/2 i + [2(1 +4^)-" -8^(1 +4J 1 )' 
:0,所以曲率为 

以 0)= 丄|?⑻ 1 (公式⑴） 

- ^\0i +2j\= C1) yo 1 + 2 3 =2 




^ IS t 


因此，曲韦乍径 M i /« = l /2. 从图 11. 20 看出， ft 原点, 
(0,1/2). 密切 M 的方程迪 


所以！ V = j , 而密切 ( HI 的阏心 ft 


-0) : + ( y - L ) = ( J -) 


从 ft ] 11.20 可以#出，密切岡在原点对抛物线的逼近 
比切线逼近 r =0 是更好的逼近. ■ 

11.4.3 空间曲线的曲車和 法向置 

如果空间中的光滑曲线是用作为某个参数 f 的函 
数的 位置向 Mr (0 表示的，丼且. ; 是曲线的弧 K 参数， 
邵么单位切向最 r M Ar/ f h = v/ U 丨 . 于是空间曲线的 
曲率定义为 

K = |狂|=丄!狂 I 

I d ; I V I i d ( I 



ra H .20 抛物线原点的 
密切圆（例 4) 


(3) 


同平面曲线的曲率一样-向 Mdr / 山同 r 正交，我们把主单位法向量定义为 


例 s 求螺旋线 

r ( 0 = ( n cos t)i 
( 见图 】 l ,2]) 的曲率， 

解从速度向 Mv ■计箅 r : 

v = - (a sin l)i + (a cos t)j + b k 

I H = y 


dr _ dr/dt 

d.i " I dr/d ； I 


t)j + bt k ， a'b 赛 0， fl ’ 


'*■ 丨 y^rv 

然后利 用公式 （3)， 

-il.lfl 

= i ；_ L _.[ 

/ a l + b 2 : vV + b 2 


cos ； f + b 1 = + 6 Z 

in + ( o . cos t)j + bk ] 


l)i - (a sin 0 j ] 





oi 


ty \ 


s / ( cos t ) 1 + ( sin f ) 2 


阁 11.21 用正数出的 
蠼旋线 r (/ 

(fr »in Oj Jfc( 1 


[a cos i ) < + 

(例 5) 


- a ^ ^2 V Vluoi/ t 、 3“i*/ — 2 + 厶 3 

从这个等式看出，对于固定的^曲宇-随 i 的增加而减 
小.对于固定的 k 减小 U 最终也是减小曲率. 

如果6=0,螺旋线退化成半径为《的圆 t 它的曲率像应有的那样减小到 1/ ci . 如果《=0, 螵 
旋线变成。轴，它的曲率减小到0,这也是应有的结果. ■ 

例 6求例5中主单位法向童并且描述它的指向. 

解 对于从例5得到的单位切向量7\有 




[U _ 




on (例 ( 5 ): 
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在衫 Mi - 4 中.求平线的 r, w 和 

1. r (0 = f F + (ln C.OA t ) j \ - tt /2 < i < tt /2. 

2. r(t) ^ (In a^r t)i + tj\ - tt/2 < e < tt/2. 

3. r(t) =(2^ +3)i+ (5 -i 2 )j. 

4. r(0 = (cos i + / n\n coa t)j t t >0. 

5. 夺平面内函数图形的曲率公式 

【 aUy 平面内 r =/U) 的阁形 打动貝.有参数表示 
形式: t = r , 3 =/U) 以及向量公式 rU) = 
利用这个公式 UF 明： 若/是;^的 



<1>)利爪（幻中^的公式求 

r - In ( ros r ) T -tt/2 <x < tt /2 
的 曲率. 把答案同 4 题 1 的答案作比较 1 
UJiiE 明在拐点的曲率为零， 

«■ 用参败 表示的平面曲线的曲車公式 

( a ) 证明： 由—次可微函数^/⑴和 y = Wt ) 定 
义的光滑曲线 r ( f ) 的曲率由 

公式 


给出. 公式中的点 （■) 表示对（的导数，毎 
个点代表一次导数.利用这个公式求下列曲 
线的曲率： 

( b ) r ( f ) = t * + (In sin t 、 j ， 0 < it ； 

( c } r ( t ) =[tan '(smh t)]i + {\n oosh 0/ 

7 -平 面曲线的法线 


( c ) r(O ^ / A ^7 i + tj \ 

« (绰习 *7)( a ) 利用4题7的方法求曲线 
r{t) =t i + (1/3)6. 

><0时的心然后求其时的 JV , 

( b ) 对于 （ a ) 中的曲线，利用公式 （4) 萏接由 r 
汁算对于 f #0 的； V . 在 i =0 时存在 JV 吗 v 
画出曲线的阁形，并 a 说明当<由负值变成 
止值时 JV 会出现什么变化. 

在^題 9〜中，求 r , w 和 

9 - f C0 = ( 3 sin 0i + (3 cos t )j + 4tk. 

H r ( () = { cog t ^ t sin t)i + (nin t - t con : 

11」 r <0 = (e ™ i)i + r )> + 2 Jt . 

12. r(t) = (6 sin 20/ + (6 ros 2t)j + 5ik. 

13. r(t) = ( i 3 /3 }i + Cf 2 /2)/, i >0. 

14+ r (0 = ( f ； os 3 Oi + { sin 3 0 j , 0 <t < sr /2. 

15. r ( t ) -ti + (a coah ( r / a ) )/, a >0. 

16 - r(t) -{ rosh - {sinh t)j + tk. 

17. 证明：抛物线 : k = a —0 在其顶点具有最大 

曲率，并且 无最小 曲率.（注意：由于曲线在 
f 移或者旋转时保持曲率不变 T 这个结果对于 
任何抛物线都是正确的 . > 

18. 证明： ffiM * - a cos y = b sin a >6>0 在 
其长轴具有最大曲率，在其短轴具有最小曲率 + 
(同习题 n —样 T 这个结果对于任何捕 圓都是 
正确的 t ) 

^蠊旋线的最大曲車在例5中已求出蠼旋线 

= (o €»3 0 * + (a ()> + * { a ,5 > 0) 


( a ) 证明： n ( t ) = +/ D ) 和 i )= 

^04_-广（0)都是曲线，(，） 

在点 (/ U )/(0) 的法线. 

为了获得特定 T 面曲线的主单位法向置 
JV ， 可以从 U ) 辛选择指向曲线凹陷一边的 rt 
或者并且使其成为单位向童（见围 
11.18). 利用这种方法求下列曲线的 JV : 

( b ) r (0 I + e s 7； 


的曲率 为< =^/< 0 2 + & 3 )+对于给定的5值 ， k 
可能达 到的最 大值是什么？ 提出答案的理由. 

M ■总曲率对干光滑曲线从^=〜延伸到,=\>〜 
的部分，我们用对 K 从\到^的积分求曲线的 
总曲率了如果曲线有某个另外的参数，例如 h 
那么总曲率为 

山 ld/ 


A ： = 
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其中（，和 L 对成 f \和 V 求卜列曲线的总 曲率： 
( a ) 蠼旋线 

r (0 - (3 r)£ + (3 sin f)y + t jfc,0 ^ t 备 4 町 

的这部分. 

( b 丨抛物线 

y = x 1 1 - t» < * < « 

21. 求曲线 

r{ t) ^ / I + ( sin i)j 

在点（77/2.1)的_ 率阏的方程. （曲线是叮 f _ 
面内 r = , in ^ 的图形的参数表示 . > 

22. 求曲线 

r(t) = (2 In 0* - [； + ( 1/0 i/> e" 3 ^ t ^ e 

在点 (0, -2) 的曲率 Wf 的方稈，这个点是 1 = 1 
的点. 

Q 在4题5中推导出的公式 

心_ l/v) I _ 

把二次可嵌的平面曲线 y =/(*) 的曲率表示成 r 的 
函数，在4题23 -26 中，求曲线的曲率函败.然 
后在给定区间1 .一 起岡出 /( 幻和的 m 形.你 
将会发现某秩意外的结果. 

13. y = x 7 , -2^x^2. 24. y = x*/4, 

25. 7 = sin x t 0^：t：^2TT. 26. y = e’ ， - 1 ^x^2. 

计算机探究 

在习题27、 34 中，你将要用一神 CAS (计算机 
代数系统）考察平面曲线 h 离心率的一点/>的 
密切圆.用 CAS 执行下列处理 步騸： 

( a ) 在指定区间 h 绘制用参数形式或者函数形 
式给出的平面曲线，以便观察曲线的形状. 

( b ) 利用4题5或者习题6中的相应公式，计 

11.5 加速度的切分最和法分量 


算曲线 在给定 ffEh 的曲申^加朵曲线从 
用闲数 r =/( 幻给出的.利叩轸数為小 
x = ( 和 y = y ( f ). 

( C ) 氺曲线在~的节位?大向 ft Y 请汴 .意 ，/V 
的分量的符号取决丁吶位切向 WiT ^ t = ir) 
的转向是斕时针方 向还足 反时针//向 {参 
吣习越 7), 

(d ) 如果 C = Oi + W 是从原点到密切岡的屮心 
u, fr) 的向世，从向馕公式 

c - r(U / V(fJ 

求中心向量 C 曲线 rditi 
位釐 向置 r(U 给出. 

U ) 用隐式方式绘 制密叻 岡的方程 U -«” + 
O -6) 1 = 〖> V 的田形< 然 q 起 绘制曲 
线和密 切圓的 ffl 形.你町能需要试验视窗 
的 R 寸，但是要保证视窗是正方形的1 

27. r ( f > = (3 «» i)i + (5 »in t)j, 0^ i ^2 ir ： = - rr /4. 

2(L r(i) = {aos } t)i + { 0^^2n； t 0 = it/4. 

29. r{t) =t 3 r + (r J -30> T -4 砭 f 莓 4: i 0 =3/5. 

30+ r ( f ) - ( i ' - It 1 - t)i + - --- j \ 

/TT7 

((!=】■ 

31. r ( r ) =(2 i-sin r)i + (2 -2 eofl t 、 j ' 0^ r ^3 ir ； 
f 0 =3 tt/2. 

32. r(t) = Ce 'cm l)i + (e f B in t)j, 

^ - it /4. 

33. y = x 2 - x t - ； x 0 

34. j = i ( 1 - i ) 175 , -l€* 矣 2: i 0 = ]/2. 


当你沿着一条空间曲线行进时，如果用笛卡儿人 * 坐标系表示描述你的运动的向量.其 
实对你是不适合的.富有意义的向童反倒是表示你前进方向的向量（单位切向最 r ) 和你的路径 
转弯方向的向量（单位法向童 "） ，以及你的运动在这两个向嫌决定的平面中从平面的垂宜方向 
(由单位副法向量 B = rxAT 定义 ）“ 扭转”的趋势的向量.这个 TJVB 标架是随运动移动的三个相 
互垂直的单位向量（见图 n .22), 把沿曲线的加速度表示成这个标架的线性组合，特别揭示出路 
径和沿路径运动的性质- 
11.5.1 JWB 标架 

空间曲线的則法向董是同时与？■和 JV 正交的单位向董 S = rxiV (见图 11.23). r , iV 和 B 共 
同定义一个运动的右手向量标架，它在计算空间中质点运动的路径方面起着重要作用.这个标 
架称为弗菜纳标架（因为简-弗雷德里克-弗莱纳 （1816 — 1900) 而得名），也称为 IWS 标架. 


11.5.2 加速度的切分置和法分鏖 

当物体受到重力、制动器或者火箭发动机组的加 速时， 通常我们想知道作用在运动方向即 
切线方向 r 的加速度是多少.可以利用链式法则把速度向量 •■改 写成 





dr df di j, d.^ 
di dj df df 


并 M 对这串等式两端微分计算加 速度： 

o= S = ^( r S) = d ? 

_ dj „ ^ ^ / dr d* \ >i ! .! 

= d? r + 
d= s 

= d 7 


ds dr 
df di 


( if —) 


定义如果把加速度向 M 写成 


那么, 


dt df 


是加速度的切向纯分董和法向纯分量. 


ar r + 

和 fJ v = K (^") = 欠 ■ V P 


( 1 ) 

( 2 ) 


请注意，副法向童5不出现在公式（1>中.无论 
我们所观察的运动物体可能在空间中出现何种转动 
或者扭摆，加速度 d 始终位于同正交的 JV 和況的 
平面内，此外，公式确切告诉我们加速度在运动的 
切线方向所取的值和在运动的法线方向所 
取的值 U (山 / d〆 ） （见图11.24>. 

从公式 （2) 我们能够发现什么 东西？ 按照定义， 
加速度《是速度 v 的变化率，一般说来，当物体沿它 
的路径运动时速度 v 的长度和方向都发生变化.加速 
度的切分童~度量 v 的长度的变化率（即速率的变 
化）.加速度的法分量 o , v 度量 v 的方向的变化率， 



清注意，加速度法向纯分量是曲率和速率平方的乘积.这说明当你乘坐的汽车在急剧转弯 
U 很大）和高速转弯 （I vl 很大）时，为什么必须牢牢扶住.如果汽车的速率增加一倍，在同样 



的曲肀下，你将经受4倍的加速度法分 M 的作用. 

如果物体在阀上以恒速运动， dVM? 为芩.所右点的加 
速度以/V的方向指向岡心.如果物体加速或者减速， a 
作芩的切分最（见囝 11.25). 

我们通常利用公式 h = / ITT 1 "-"4 汁算 . 这个公式 
是从方程 I « I : = a ■ a = <4 + < 求解〜 得到的.用这个公式 
可以求《:、. 而无 需先计算《. 


计算加速度法分量的公式 

U ,、 = yia l r - Ci\ (3) 


例求物体运动 



m 11.25 绕半椏为 p 的阀阆 
依反时针方向运动 


r( t ) =(以 is ； + ； sin t)i + ( sin ( - r cos t)j, t > 0 

的加速度，把加速度写成 fl =fl T r + a、JV 的形式，何是不用求 
r 和 y (运动路杼是阁 1L 26中圆的渐伸线 .） 


的物体加速时加速 
度的切分量和法分 

a 



试问 dir / 心具有何种同 r ， w 和 u 有关的 特性？ 从 
向量积微分法则，我们得到 
dcr .^ 


17 


ds 


ds 


ds 


由于 AT 是 dTV 山的方 向， {dT/ds) xN=0, 从而有 

f =0+Tx ^ = Tx ^ 

□5 as Qi 


(sin t - I er >3 i ) j (/：>0) 的加速 
度的切分量和法分 S ; 如杲 
把环绕阇定圆的绳子解开 t 
并且使 其在® 所在的平面内 
翱直，它的端点/ > 经过的路 
径是阏的渐伸线〔例） 


由此看出，册/如同『正交，因为向量积是同它的两个因式正交的， 

由于^也垂直于》(其長度为常数），推知 f 同 b 和 r 的平面正交.换句话说， f 平行于 
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N ' 所以^是~的纯馕佶数.用符号表示， 


在这个公式屮加负号是一种愼例. 


dB 

57 


， tN 


纯量 r 称为沿曲线的挠率. 


注意， 


普 - JV=U=-r(l) = -了 

我们用这个公式引出下面的定义. 


I 定义 令 B : TxN , 光滑曲线的挠率函数是 


曲韦 K 不会取负值，同曲韦不一样，挠率 r 可以取正值' 负®或#枣， 

由 r， "， b 决定的」个平面的命名和图形显示在阁 27 中. r >] ■以把曲韦 | dr / ci. t I g . 
象成当点戶在其路杼上运动时，法平面转动的变化申 .. 同样，挠率是，点沿曲 
线运动时，密切甲-面绕 r 转动的变化率.挠率是曲线扭转程度的度量. 

请注意图 11.28. 如果 P 是在弯曲的轨道上向上攀行的火机车前灯在毎单位距离上摇摆 
的变化率是轨道的曲韦.机车在由 r 和况构成的平面向外扭转的变化率是轨道的挠申. 


副法找 

从 w 平面 法平面 



图 H.27 由 r, w 和 a 决定的 
=_个平面的名称 


. dfl 



S! 11.28 每个运动物体伴随 7WB 标架运动，这个 
标架表示运动路径的几何特性 


11.5.4 计算公式 

应用最为广泛的挠率公式当推 


i j i 
y 'i 



这个公式在高等微积分教程中推导. 

公式⑴中的点（- ) 表示对 t 求导数，一个点代表一次 求导. 因此，点”）表示士/心, 
1(、二重点”）表示 d^/d /， 三重点”）表示 d\/d : 同样 f =办/山， 等等- 



坯 Yi —个便 十使用的曲韦公式，如汴卩面的简表中给 m 的那样（参阽习娌 21). 


空间曲线的公式 

单位切向量 


主单位法向 I 
副法向董 
曲率 


挠率 




dT/dt 
! dT/dt I 


B=TxN 



加速度的切向纯分量和法向纯分量 


a - a r T + « V AT 


习鼉11,5 

在 y 题 I 和2中， ftjfl =« r r +«.^ v 的形式写出 
物体运动的加速度向霣 t 不用求 r 和况 
L r(t) = (« cos 0* + sin t)j + bt k. 

I r(t) =(1 +3i)i + ( 卜 2X/-3i 

在 4 题中，用 tf = ar r + (>j¥ iV 的形式写出 
物体运动在给定£值的加速度向量0,不用求 r 
和 JV. 

3. r(0 =(t + i)i +2/>4 / 2 * t f = l, 

4. r( 0 = cob / )i + U ain t =0. 

5. r(t) =t J i + Cf + (1/3)^)^ + (/-(1/3)^)*, t =0. 

6 - r(t) = (e ( cos t)i + (p'sin t)j t -0. 

在习题 7 和 S 中，求在给定 f 值的~ 7\八和 
B, 然后求在那个/值的密切平 由、 法平面和从切 
平面的方程- 

7. r( 0 - < cos 0» + ( fiin 0./J = 

8 - r(t) = (cos t)i + (sin t)j + t k, t =0. 

在11.4节的习题9~16中，已经求出空间曲 
线的 Y 和^如今，在本节习题9〜16中，求 
这些空间曲线的《和丁. 

9. r(t) = (3 sir ff + (3 cos ()j +4ti. 

10 . r(t) = (cos f + Z sin + (sin f - f cos f)/ + 3^. 
1L r( f) = ( r cos ()i + (^'stn 0./ +2^. 


12. r( r) = (6 sin 2 j ) f" + (6 2t )j + 5tk. 

13. r { t ) =(?/3)“" 2 /2)). r>0 

14[ r ( f ) = ( cos ^ O * +- ( t)j ^ 0 <t < tt /2* 

15. r ( t ) - i i + (a cosh ( t / a ) ) J , a >0. 

16. r( 0 = ( cosh ()*'-( »inh l)j + tk . 

17. 在你的汽午的速度计上显示的车速是稳定的 
35 mph. 你可能处在加速中吗？作出解释. 

18. 对于以恒速运动的质点的加速度可以得出仟何 
结沦吗？提出答案的理由- 

19. 对丁加速度向量始终同其速度向童正交的的质点 
的速率可以得出任何结论呷？提出答案的沔由 

10. 一个质量为 /n 的物体以【0单位/秒的恒速沿抛 
物线） U 3 运动.在点（0, 0) 引起物体加速度 
的作用力是什么，在点 （2 I/J ,2) 的作用力是什 
么？用/和 y 表示答案. < 记住牛顿定律 
F = ma.) 

21. 曲車的向量公式 对于光滑曲线，推导曲率 
公式 


22-证明：如果运动质点加速度的法分量为零.那 
么质点将沿直线运动. 








空间中的向量值函数和物体的运动 

23. 萇盩情况下求曲塞的摘径如果 lL 知 I ~ I 和 

I vl ，曲屮公代 4 = k 丨 H : 给出-种求 曲枣的 
便利 方法.利泔这个公式求曲线 

r(0 =• (i_os f + f win 0* + (»iti t - t t-n4 t)j y t > 0 
的曲半和曲申节 W . (从例 I 取 《. v 和丨 vl .) 

24. 对于 ff 线 

r(0 = (戈„ + .-tr) ( + ( + Bt )j + (;„ + (:t、k 

和挠韦时为孓 

25. 对 T 光滑的甲 - rM 曲线 rO ) ^/( Oi + i ^ Oj 的挠 
唪能够得 fli 什么结论？提，屮,荇案的理由. 

26. 蠓旋线的挠率证明；螺旋线 

r( (!) = ( « rm t)i + (a aiii t)j + bt k.a.b s ： 0 
的挠率对丁 _ 给定的 n ( R . r 
W 能的最大偵是什么提 )1! 答案的理由. 

27. 平面内具有零«車的可微曲线平 ffi 内 •条具 
有零挠 韦的充分可敝的曲线 M 质戍运动路径的 
特例，质点在垂直于 ffl 定向量 C 的平 面内运 
动，它的速度向 S 保持同 C 垂盘.这种运动本 
身 0] ■以被视为撖积分中下述问® 的解： 

假设 r (!) ^ f (!) i * g ( t)j + k ( t)k 对于 K 间 
「 a , A 丨内的全部 I 是二次呵微的.当【^时/^ 
0,并 ti 对于 L «, C 内的所有.*，(1.那 
么，对 T ' I >, A 」: 内的所 fp , H ，) =0. 

11.6 极坐标中的速度和加速度 
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求解这 娌. （提示：从 n = nW 幵 
姶.片 〖i 按相反的顿序叫爪忉伯条 
2 IT 由和 r 计霣 T 的公式加果我们从足义 
t = -( dlHO . N 歼始.片 U 应州链式法_把 
ilJS/rii 改V成 

(LB _ dfl a\t _ (IB L 
山 山 A I H 

就获扣公式 

… i:i(» 

hi 公式 （ 5) 相比.这个公式的优点4: 丁史 W 铋 
推4和表述，而凡缺点迠在+用 n 裤叽时的 i t 
算 Shif 能很大.利叫这个新公式求 ■^勉 26屮蠊 
旋线的浇率. 

计算机探究 

对 T 曲线和给定的 drt . 用 
种 <: as ( 汁算机代数 系统） 求物体运动的 V, a, 
速率， r . i ?. K , t 以及加速度的叻分 a 和法分 
M ， 对答案舍人到4位小数 
29+ #*( 0 = (f ros 01 + O sin r }j + /! , ; = ./} . 

30. r< O - ( ios 0^+( f*^in t)j + f'k t ^ In 2. 

31. r ⑴ =( 卜 sirw)i + ( I -r<B W + v -/jt, t - -_V. 

32. r(0 )i + (3i r )> + {3/ + r , )A, r = \. 


我们在这一节推导极屮标中运动物体的速度和加速度的方稈 ■ 然后.把它们应用于建立开 
普勒行星运动第二定律，这个定律是牛顿万有引力: i 律的推论. 


116. 1极坐标和柱面坐标中的运动 

在极坐标中，当在点 /*( r . W 的质点沿极坐标平面内的 
曲线运动时，我们用围 11. 29所示的运动的单■位向域 

» r = (COS 8)i + (sin 0)j , a s - - ( sin 6)i + (cos 9)j 

(I ) 

来表市它的位置、速度和加速度.向童+指向位置向置0卢的 
方向，所以 r = rB . 冏 +正交 的向量 a , 指叫增加的方向. 



从方程 （0 求出 


du, 

de 


(sin B)i + (cos 8)j = u, 




- (cos &}i - (ain 6)j = - u r 


m M.29 r 的 tC 度是点"的士:极坐 
r, ㈥ 此 t u r = r/ \ r \ 
也是方程 （ i ) m i 
和 J ' 表示和 h 


当我们求和 《 s 对时间，的导数考察它们如何随时间变化时，链式法则给出 


<<，= XT ^ =知《， 


因此， 




导数的点（- )记巧，使公式尽可能保持简 单：火 表术 
0 依此类推. 

加速度向甘为 

a = V - {ru r + r u t ) + (r^« N + 

与川方稈 （2) 求之和《,的值并 R 把分凿分离时，加速度向 
缳的方程变成 

a = {r - r€T)u t + (rfl + 2 fd)tt ti 

为 J ■把这些运动方稈推广到空间中的运动，我们在方 



E^i 11.30 在极平如中，速度向置迠 
v = r B, + r$u a 


程 f = r 七的右端添加于是，作这样的柱面坐标中 T 我们右 


M .: 

1 注意 • 瓣果 nMV 


v = fu r + r 0 u e 


+ zk 


荸么押 


a = ( r - r& i )u r + (rO + 2 rO)u 9 + z Jt 

向 贵七， 和 A 构成一个右 T. 标架（见图 1131)， 其中 

u r x u e - k , x k = u f , k x u r = « # 

11.6.2 行星的平面运动 

牛顿万有引力定陣表明.如果 r 是从质请为好的太 阳中 心到 质董为 m 的行免中心的社向 M, 
那么.行星同太阳之间的引力为 

„ GmM t 
f = " IH 

(见图 11.32). 数 6' 是万有引力常数.如果质 M 以千克为单位，力以牛頓为单位.钜离以米为单 
f* ,耶么 （； 的值约为 6. 6726 x 10 _ 11 Nm 2 kj; ' 



阳 11.31 柱面坐标中的位置向量和基本窄位向贵 图 11.32 引力指向行 M 和太阳的质心之间的连线 

把万有引力定律同作用于行星的力的牛顿第二定律^ = ^»墙合起来，得到 
•- CmM r 

mr= ~ TTFiTi 

GM r 
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所以 cM/di 为常数，给出开訝勒第一.定律. 

11.6.5 开普勒第三定律（时间 -距离 定律） 

行觅 环绕太阳运行■周所需时问 M 行里的 tt 道周期. 升普勒第三定律指: h . 行¥.的轨逍周 
mr 和轨 ill 半长轴 ri 的 X ；系 til 等式 

t ^ 4^： 

o ' " CM 

确定.由十等 式心 端作 ti 知的太阳系内是常数 . 尸和 J 之比对于太 fa 系的每个行星是相同的- 
卜面绐出开普勒第•:定律的部分推味过程.对行 M 的捕阓轨道包 m 的面积计算如 下： 

面积= £<u 

- { (公式 （ 8 )) 

=了 Tr r , v u 

如果/ •是半 短轴，椭圆的面积为 ird. 所以 

T : ^ ^ / T ^7 (对 f 任何補圆 > = n ■/〖 -， ） (9) 

r Q v fj 

辛 此，仅剩下用 C 和财表示 a 和&公式 （5) 给出对 e 的 表沁. 对 i ' a , 我们注意到， 
在方程 （6) 中置 0 = 给出 


因此，由图】 1.34, 


_ 1 2 _^_ 


2 r<i GM 


20f - r 乂 

对等式 （9) 两端平方，再代人公式 (5) 和 （10) 的结果 * 即得到开普勒第7定律（习题 9) . 

习题 11. 6 


( 10 ) 


在 习越丨 ~5中.求用和士表水的速度向董 


圖形轨道 证明取圆形轨逍的 H 星以常速率运 


和加連度向量， 

I. r = a( I - rus 权）和^ = 3. 


行.〔提 示： 这是开普勒定障的推论之一 .） 

*. 假定 r 是沿 平面曲 线运动的质点的位置向量， 
W / df 是向&扫过面积的速肀1对丁方程 


2 - 「=…㈣ f =从 


y ,r 


X r = Z 和 ^=2+ 

4. r ， a(l + sirW ) 和 0 = 1 - e 

5. r = 2 tros At d = 2 l 

6 . 轨道类型方程 （6) 的轨道在公式 （5) 中的化取 
什么值时分别为圃、楠圖、抛物线和双曲线？ 


的 IE 确性给出棊于增 最和极 限的几何沦证，在 
其中不引人坐标，并且假定所 需的导 数存在 ■ 

9开普勒第三定律完成开普勒第二定障的推导 
(公式 （10) 之后的部分厂 

10. 利用开普勒第三定律和地球的轨道周期为 
36 S 256 天这个事实，求地球轨道长轴的长度. 


第11章复习指导问题 


1. 陈述向置函数的微分法则和积分 法则. 举出一些 
例子. 

2. 对丁-沿充分可微的空间曲线运动的物体，如何定 


义和计算它的速度、 速率、 运动力向和加速度？ 
举一个例子. 

3关于定长向置函数的#数有什么特性9举一个 



空间中的向量值&教和物体的运动 
例 

4什么始理想抛体运 动的向董方 程和参数方 S ? 如 
何求抛射体的最大«度. 6行时 间和射 举 lit 
-些例子「 

5. 加何定义和计算光滑空 N 曲线线段的 K 度？# • 
个例在定义中要作出什么数学 [:的 假定？ 

6. 如何度纛空间中 沿光滑 曲从®个 Si 先选定的基点 
起的距离？苹一个例子. 

7. 什么是町微曲线的单位切问量？举一个例 +. 

8. 定义平向内次蚵微曲线的曲率、曲率圆（密切 
M ) . 曲串屮心和曲率半柃.举出-些例 ~ f ■.什 
么曲线 fl . 有 芩曲年 9什么曲线具有常数曲率？ 

第11章实习习题 

在习 题1 和2中， Wff ! 曲线的 阁形并 盯描烩_ 

线在给定 I 值的速度向量和加速度向 S . 然后用 = 

—r f \/ v 的形式表示加速度向置0 (不用求 r 和 

m， 并 K 求《在给; £ i 值的值. 

1- r ( / ) = ( 4 cos 0 i + (Ji sin 0>， t =0 和 u /4. 

2. r ( l ) - {-fi sno ()* + (-Ji tan t)j , l = 0. 

3. 平面内的质点在时问 1 的位置向董是 

7 fT 7 y 

求质点的最高速率. 

4+假定位置向童为 

r ( r ) = (V cos r ) i . + (Vsin Oj ’ 

证明 r 同加速度向 ffifl 之间的角不会改变.这个 
角有多大？ 

5_求曲車在平面内运动的质点在点 P 的速度和 
加速度为 i - = 3 i +4 >^nfl = 5 i + 15/ 求质点的路 
褚在 P 的曲半 - 

6* 求曲线 j 上曲韦达到最大值的点. 

7, 质点围绕 V 平面内的单位 ® 运动.它在时间 t 
的位置是 r = d 人其中*和 y 是 f 的 pI 撖函 
数 如果 = ) , 求办 /dt . 质点运动是依顺时 
针方向还是反时针方向？ 

S. 通过一条沿曲线(距离以米为单位）走向 
的气压传输管传送佶息 t 在点 （3,3), v + £二4 
和 h + /=-2. 求■和 a j 在点 （3,3) 的值. 

9. 表现圓上运动的特征假定在平面内运动的质点 
的速度向里和位置向量始终正交.证明质点是在 
以原点为中心的圆上运动. 

10. 沿遢线运动的速率让中心在 C 半径为1英尺 
的阒形轮子沿^轴以每秒半圈的速度向右滚动 


6J3 

9,什么 M 平血曲线的卞.法向*.存什么 悄况卜 七 
义？右法向駑指向*甩？举.个伊 j ft 
>0如何定义空间曲线的主单位法向騰 W 和曲申 f 
这两个置有何关系 Y 举出■岬例子 * 

11什么是曲线的副法向 a? 举■个例子.这个向 
量同 油线的挠乎 有什么又系？ 举个 例子， 

^用什么公忒 W 以把运动物体的加速度向*%成 
它的切分置和法分鼇之和？ 举个 例子.为什 
么叫能霈费把加速度向量写成这种形式 " 如果 
物体以常速韦运动，将是什么情况 y 如果物体 
以常速率绕 M 周运动，乂是什么情况 
13. 描述开呰勒欠 T ■太阳系行 M 运动的4个定悚. 


(参见附闬）.在时间 （ < 秒）.抡子周痄丄点 P 
的位置向&是 

r = (^Tf - sin Trr)( + ( l - rr>fi it/)/ 

(岣_出点 P 在整个 K 间 0 安 I 在 3 描给 的肋线 
草图. 

{b| 求在； =0, ] ,2,3 时的速度向量 v 和加連度 
向量《，并且把它们添加到_形中. 

(c) 在任何给定的时刻，轮子最商点和屮心 （： 
向前行进的速串是多少？ 


C 



11射击-粒子弹以45°角和44 ft/ s 的速率从射 
手在地面之 h &5 ft 处的手中射出.+弹在3 
秒后到达何处？ 

12标枪标枪从投掷者手中在地面之上7 ft 以 45 a 
角和80 ft/ s 的速率掷此标枪将达到多大 
岛度？ 

13,在水平倾斜角为夺的一痄直边坡的小山 脚卜' 
从一点以初姶速率 r D 和仰角 ft 击出高尔夫球 T 
其中 



证明：在山坡上度量的球着点距离为 
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W 此证 明，对于给定的初始速申坷能达到 
的拫大卟离在 tt = (0/2) +< tt /4) 时出现.也就 
亂 出现在初始速度向 ft 等分山坡和垂线 
之 N 的女角的时候 t 

014. 标枪1988年东徳运动员佩特娜 * 费尔科创造 
广掷标枪262英反5英寸的女子世羿纪录. 
(岣假 定费尔科是在仰角和地面之 i : 6. 5英 
R 掷屮标枪，标枪的初始速率是多少？ 

( b ) 标枪达到了多大的高度？ 

在4题15和16中，求 曲线的 长度. 

15. r { t ) -{2 rus + f 2 sin t)J + t 3 k , 0^；^ tt /4. 
16 r (0 = (3 cos t)i + (3 ^ i . Dj ^ lt ^ k , 0^/^3. 

在习题 1 7 〜 2 0 中，求在 给定； 值的 7\ H ， 

K 和 T , 

17. 厂(0，+ (1+們、+(1-03 + +;*，^0， 

18. r (0 - ( P ( aLn 2 i)i +(^ J i.ob 2 t)j t = Q . 

19. r { t ) = f i + ye 5 V .，=1" 2, 

20. r (0 = (3 cosh 2;) / + (3 »mh 2 t)j +6 r k , i = In 2 

在>』题21和 22 中，用 fl = flr r + 0 vv 的形式表 
示时的加速度向置 L 芄中不求 r 和 m 

21. r (0 - (2 +^ t + 3 r)i + {Ai ^ 4 t 2 ) j -(6 t'os t ) k . 

22. r(i) = (2 +0i + (i + 2( J )y + { 1 +t 2 )k, 

23. 如果位置向量为 


r {/) = ( ain /Ji + {^/2cos t)j + { ain i)k 
求作为 r 的函数的 7\ 况， if ， 《和 ^ 

24. 在区间 0 矣 fST 7 内，运动方程 

r ( t ) -#4(5 cosOj + (3 sin Ok 
的速度向置和加速度向量在什么时候」 H 交？ 

25. 空间中运动质点在^0的位置为 

’⑴= 2( + (4 9 my)j + (3 — 士)* 

求 r 同向量〖酋次正交的时间. 

36,求曲线 

r(/) = / / + t 2 j ^ t 3 k 

在点 （1, M ) 的密切平面、法平面和从叻平面 
的方程. 

27. 求同曲线 

r{ t ) = e" I + ( sin t )j -f In ( [ - f) it 

在 《=0 相切的直线的参数方程. 

28. 求同螵旋线 


r(0 - (J2c ( ^ i)i + (^Hin 0 ； + r k 
在 / = tt /4 的点相切的直线的参数方程. 

^同步曲线从理想抛体方程 

Jf = “ 0 C'OS Of ) i T > = ( v 0 sin a)f - ^ ^ 

中消去 证明？ + =4匕这说明 

从原点以相同忉姶速率^发射的抛射体，在汗 
何给土时刻都将落人中心在（0, gt 7 /l ) 私社力 
^的阓 h . 无论它们的发射角是多大.这岬阓 
是发时的同步曲戌. 

30. 曲率半径 证明： 二次可微平面曲线 r (d = 
/0 )f + F (0/ 的曲率半拉由公式 


给出， 其中 


/w -? 



3 t 平面曲 线曲單 的另一个定义另一个曲率定义把 
充分吋嫌的平面曲线的曲率定义为 I d 必/山 [ , 
其中必是 r 和 f 之间的角（见罔 ii ,35 a ). 
閉】 I . 3 5 b 显承从圖 j 1 + 〆 = a 5 上的点 （ rt . 0) 依 
反时针方向绕阀周到点 P 测出的距离 I 以及 
在尸的角也利用这个替代定义计算圃的曲率. 
(提 示： <t> = 0 + TT/Z ) 

: 


01 

0) 



b ) 

图11，35习題31的图形 


32- 从太空 实驗察 的稞察当宇航员在太空实验室 
SkjtabA - 飞越它在地面上空437 km 的远地点髙 
度时，能够观察到百分之几的地球表面积_>为 





空问中的甸量值函軚和物体的运动 
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/求这个 分数， 如附所示，用绕 r 轴旋转 
阆弧 f ， T 产牛的曲尚模拟地球的吋虬丧面.然 
后采取 下列 步骟： 

( U 用闱中的相似：角形址 明： - 
«80/( 6380+ 437). 求解 ％. 

U ) 按公式 

M = CW i + (S )、 

i 十算吋见面积，取4位有效数字 
(3) 把结果表示成地球表面积的& 分数. 

第11章补充和提离习题 

1+如附图所示，在 f = o 时，一个无摩擦的质点尸 
在重力作用下由静止状态从虛 （ a ,0,0) 开始沿蠔 
旋线 

r( 0 ) = (o cos &)i + {a ain 6 )j + b& k {a,b > 0) 
下滑.这个方程中的 0 是柱面坐标 l 蠔旋线是 
柱面坐标中的曲线 r = z = bS , 6 ^ 0 . 假定对 
于运动而是 i 的叫傲函数+能量守恒定津告 
诉我们，质点在垂直下落一段距离 Z 后的速率是 
其中 g 是恒定的重力加速度. 

(甸求 = 时的角加速度 69/61. 

W 把质点0坐标和3坐标表示成£的函数. 

U ) 把速度向董 dr /山 和加速度向置 dV / df 2 的 
切分量和法分童表示成 < 的函 &. 加速度 
向 fi 在副法向童的方向有任何非零分 
* 吗？ 



2 , 假定习 题1 中的曲线用下面附图所示的圃锥蟪旋 
线「=吨砧代替， 

U) 把角速度 d&/di 表示成0的函数. 

(b) 把质点沿这条蠼旋线移动的距离表示成 0 的 
函数. 




3. 从轨道方程 

(1 + e)r 0 

r =—-- 

1 + f coa 0 

推断，-颗行星在 a = o 时距典太阳最近，并 a 
证明这时 

w. 开普勒方 s 确定一瞩行星在给出时间和日期在 
其轨道上的位置问题 ^ 最终导致求解形如 
/( X ) - x - \ _ + sin j = 0 
的“开普勒”方程. 

( a ) 证明这个方程在 I =0和 I = 2之间有 - 个解， 
tb ) 把你使用的计算机或 者计算 器置于弧度方 
式，用牛榷法求解取尽可能多的小数位数. 

5. 在11_6节中，我们求出在平面内运动的质点的 
速度向量为 

V = * f 十 y j = r u r + r$u e 

(a) 通过汁算点积►-丨和 v - y 把 i 和；; 表冶成 f 
和 i 的函数. 

( b ) 通过计算点积 * ■ « f 和 v * u ST 把卩和 i 表 





和 f 的喊数， 

* 把极肀标 f 闹内的二次4微曲线 r =/( (0 的曲率 
表示成/及其沣数的闲数> 

7 . 根 通过极肀鉍 平面 原点的细杆，在 f 面内以 
3 rarl/nnn 的速韦绕原点旋转. ■ A 屮虫从焱 
(2,0) 开眙以 1 i ^ rnin 的速申沿着杆向淖点 
爬行. 

M 求，屮虫爬彳 T 到原点的 t 样（距离跄克1… 
时它的极光标形式的速度和加速度. 

D lb ) 在中虫到达原点时，它爬行过的路柃的 K 度 

是多少？答案准确到1/10 in. 

8. 角动量守衡 令 rU ) 表示空间屮运动物体在时 
间 f 的位 It. 假定在时 Ah 作 m r 物体力是 

f(0 = -^7叫 

其中〃为常数.在物理宁中运动物体在时间 f 的 
角动置定义为以《) xmMf ) ,其中 m 是物 

体的质量，是速度.证明是一个守扣: 
的董，卽是证明 LO ) 是不依赖于时间的常向员. 
il ! 往牛顿定律 F = (这是-个微积分问题而 

非物埋学问题 .） 

9. 柱面坐标中表示位■和运动的单位向置 当在柱 

面坐标中给出空间中运动质点的位置时，我们用 
于描述它的位 ® 和运动的单位向置是 

u t = { cos )f + { sin S)j 
u 命 ； • ( sin 6)i + (cos B)j 

(参见附 ) 于是质点的位 H 向簞是 


其中 r 是质成位置的〗 f : 极睜坐标. 



(■|证明 n,,« p 和 Jt 以这个顺序构成中.位向置的 
右节标架. 

( b ) 此明 

S = 

( c ) 假定存在所笛的关了 f 各个导数.用 Up 
k , /和6表4 v = r 和 fl = K 

10柱面坐标中的弧长 

[ n ) 址明当用柱面坐标表示心 ： + rfy : + A ： 3 
时，得到 da 2 = d 厂 2 + rMf + 6z . 

( b ) 用一个框体的边和对角线对这个结果作出 
几何解释.幽出框体的草囝. 
k ) 利用 （ B ) 中的结果求曲线 

t - y z = e s T 0 ^ ^ In 8 


的长度. 
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«述许多》数所依赖的句变量在一个以上.例如.王 is 柱体的体积是其半径和高度的一 
个遇数 F = T 7 rM , 所以它是两仑变董的函数在这一章，我们把一元函故廒积分的基本概 
念推广到多元遏数.多无函教的导数具有吏多的变化和更为亩趣， S 为它 f :1 的 t 董可能以不同 
的方式相互作用.多 元函数 的枳分（在下一章 H 论）具 訂各神 各惮的 应用. 


12. 1多元函数 

在这_竹我们 定义多 于一个 A 变 M 的闲敖，并旦讨沦绘制它的图形的方法. 

定义多元丈 f 4 变楨的实愤函数的方法，同定义一元函数的情况类似.定义域 M 实数的有序 
组（序偶，元组， m 元组，《元组）的集合，值域是我们… tt 以来 U 论的实数的集合. 


定义假定£»是实数 " 元组 U ,,\，一，*,) 的集合. H 上的实值函数 /M .个斌 (5 规则 . ， 
它对 D 中的每个元素陚予一个唯，•的（一个）实数 i 

^ =/(n ! 

集合 D 是函数的定义域./所取的值的集合是函数的值域.符号》是/的因变量，/称为 n I 
个自变量'到\的函数.各个'也称为函数 的繪入 变置，如称为函数的輪出变置. I 


如果/是两个自变量的闲数.通常用 * 和 + v 作为白变量，并且把/的定义域描绘成灯平面内 
的*个区域.如果/是一变量的函数，那么用*， y 和::作为6变 * T 并 fl 把定义域想象成空 
间中的一个 K 域. 

在各种应用中，我们倾向用可以对变量含义引起联想的字母.例如，为了表示正圆柱体 
的体积是其肀径和髙的函数，可写成 F =/( r , A ). 为/更加明确，可以用由^和 A 的值计算体 
枳 V 的公忒代替记号 /( r , A ), 写成 V=nd Xi 仑哪一种情况， r 和 A 是函数的自变景， r 是 
因变 M . 

如通常那样，计算由公式定义的函数值时. 4:公式中代人自变设的值，由此计算因变 楨的对 
应值-例如，函数+/在点 （3,0,4 >的值是 

/(3,0.4) = /( 3) 2 + (0) 1 + (4) ! 

= -As 

= 5 

12.1.1 定义域与值域 

在定义多于一个变量的函数时，我们遵循通常的惯例，把导致复数值或者以零做除数的输 
人排除在外.例如.如果 / U , 7 ) = Vy - x 2 , r 不能取小 T - V 的值，如果 /( IJ ) = t /( r ).)， 玎不 
能取0值.假定函数的定义域是使定义规則产生实数的最大集合.除非对定义域另外给出显式说 
明.函数的值域由因变量的输出值集合构成. 

例1 ( a ) 下面是两个变最的函数. 




12.1.2 二元困数 

I 如实直线上的 K 间 -样， 平面内的区域可能有内点和边界点.闭区间 [a,A] 包含它们的边界 
点在内，而开区不包含它们的边界点.至于这样的 K 间 既弗开 M 间，也非闭区间. 

J 定义在町平面内，如果 K 域（集合 ） /f 中 的一点（*„，〜）是整个位于 K 内的某个正半杼 圓 | 
盘的中心，耶么它是 A 的内点 （见图 12. U ). 如果以 （* c ,_ v 0 ) 为中心的每个圆盘既包含 / f 之外 
的点，也包含 fl 内的点，那么它是 / i 的 边界点 （见图 12. lb >. (边界点本身不必一 定属于 ff .) 

区域的内点作为一个集合，构成 K 域的 内银 区域 的边界点构成区域的 边界. 如果一个区 
域全部由内点组成，它是开区 成_ 如果一个区域包含它的全部边界点，它是 闭区域 （见图 12.2). 



⑴内点 边界点 

阳 12. I 平面 K 域 K 的内点和边 界点： 内点必须是《 的点； /T 的边界点+必-定属于 fl 

正如实数的半幵区间 S >，6) —样，平面内的某些区域既非开区域也非闭区域.如果在图 12.2 
的开圆盘中添加它的某些边界点，而不是全部边界点，那么得到的集合就既非开 K 域也非闭区 
域.存在某些边界点使这个集合不是开 K 域； 不包含其余的边界点使集合不是闭 K 域. 


定义平面内的区域如果位于某个固定半径的岡盘的内部，那么它是有 界的. K 域如果 
不是有界的.它就是无 界的. 


平面内的线段、=.角形、=角形的内部、矩形、圆和圆盘是有界集合的例子.平面内无界集 
合的例子包含 S 线、坐标轴、定义在无限区间上的函数图形、象限、半平面和平面本身. 

例2播述函数 /( a ， y ) = 的定义域. 
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€ 



El) (i.l. V| I .X 2 + < I ) 

汗单位岡盘. 

苺个点是内点 

I ?1 12-2 


h ) {( i . 11 n * + \* - 
(翰她 


I |(x_ vi 丨疒 m: 

乜念全部边抨七 


f 向内中位阀盘的内点和边界点 


解由十/仅时有定义， 内此定 义域是阁 12.3 所示的无界闭区域.抛物线 


是定义域的边界.位于抛物线上方的点构成定义域的内部. 
12.1.3 二元函数的图形、届曲线和等值曲线 

描绘闲数 /(*,>•) 值的形有两种标准的方法 .…种 
方法是画出并且标明定义域中/取常数值的曲线.另外一 
种方法里在空间中両出曲面 』 =/U 的图形. 


定义函数 /(*, y ) 在叮平面内具有常数值/(*,)0 
= <:的点集称为/的层曲线（或等位线）.对于/定义域 
内的点 （ u ), 空间中全部点的集合称为 
/ 的® 形./的图形也称为曲面 i =/(*, 夕 1. 



例 3绘制函数 =100-/-/ 的图形，并且 
在町平面内画出/在定义域中的层曲线 /(*,d =0. 


ffl 12.3 例2中 /( u ) 的定义域 
由阴影 K 域和它的边界 
抛物线组成 


f ( x , y ) =51 和 /(: t ， r > =75. 

解/的定义域是整个町平面，/的值域是小干或者等于100的实数的集合.函数的图形是 
抛物面 z = 100-/- r 2 . 图形的一部分显示在图 12. 4中. 

M 曲线 /( a ， y ) =0是 q 平面内满足 

Ax , y ) = 100 - i J -/ = 0 或 Vi ■/ = 100 
的点集，这是阅心在原点半径为10的圆.同样，层曲线/(*, } _> = 51和 f ( x , y ) = 75( fji 


图 12.4) 是圆 


J { x , y ) = 100 -* 3 - ^ = 51 或 x 1 +/ = 49 
/( x , y ) = 100 -X 1 - y 1 = 75 或 x 1 + / = 25 
层曲线 /(*, y ) =100 只包含一个原点.（它依然是层曲线 .） ■ 

在空间中用甲 •面 2 = r 切割曲得到的曲线，由代表函数值 / U ， y > = c 的点构成. 
它称 为等值曲线， 以便区别于/在定义域中的误曲线 /(*， y ) = r . 图 12.5 显示曲面 z = 100 - 
/ 上由函数 / u ， r > =100-^ 2 -/定义的等值曲线/(^0 : 75 . 这条等值曲线位于圆彡 + /二25 
的正上方.这个圆是函数定义域中的层曲线 /( S , y ) =75. 

然而，并非人人都采用这种区分.有的人也许愿意用单一的名称来称呼这两种曲线， 并且取 


决于他想用其中哪一个名称来表达上下文.例如，在大多数地图中.把表示海拔（海平面之上的 
高度）为常数的曲线称为等值曲线（等髙线），而不用层曲线这个名称（见阁 12.6). 






12.1.4 三元函数 

在平面内，两个自变量的函数/取常数值/(^) =^的点集，构成函数定义域中的曲线.在 
空间中，三个自变量的函数/取常数值 /(*, r , S ) 的点集，构成函数定义域中的曲面. 

定义在空间中，三个自变量的函数/取常数值 /(. mz ) 的点的集合称为/的! 

居曲面 （或 等位面】. I 




偏导教 


621 


由于：个 f 彳变埘的闲数/的阁形包含的点位于四维空 H 中，所以 ft 维参考 
标架内不能实际描绘它们 T 然而，通过考察函数 的:维 e 曲面，可以了解函数呉有何种特性， 

例4 描述阐数 /( dv ) = 的 W 

曲面. 

解/ 的值是从原点到点 U . v . 幻的距离. H 个 
层曲面 yV +/ + J - = r(r > 0 ) 记阏心 ft 原点十抒为 r 
的球面.图 12.7 垃示〈个这种球面的削视 m . U 曲 
面 = o 只包 fr 原点. 

我们在此不_闲数的图形， ifilM 考察闲数定义 
域中的层曲面. M 曲面显*与在定义域中移动时函 
数值如何变化.如果停留在圆心 ft 原点半抒为 r 的 
球面上，函数保持常数值 r. 如果从一个球面上的一 
点移动到另外一个球面上，闲数 ffi 改变.如果我们 
从原点移开，函数值增加；如果向原点移动，函数 ffl i2.7 闲数 /U， 3 d 的层 

值减少.函数值改变的方式取决十存:; ii 义域中移动 曲面是一桦冋心球 4J (例 4) 

的方向.函数值改变对方向的依赖性是很®要的， 

在 12. 5节我们再回到这个问题. ■ 

在空间中，对于区域的内部和边界，开 K 域和闭 K 域以及有界区域和无界 K 域的定义.同在平 
面内对于区域的这些定义类似.为/■适应空间中额外的一维.我们利用正半径的球体代替圆盘. 


定义在空间中，如果区域内的 -- 点是整个位 - f 及内的某个球体的中心，那 I 
么它是尺的内点（见图 12.80. 如果中心在点 （4,;^ ，&)的每个球体既包欠 / t 外部的点，也包 | 
含尺内部的点，那么点（* 0 1„,\)是/?的边界点（见图1 2 . 8 1 3 ). /?的内部是 /( 的内点的集合 . | 
的边界是《的边界点的集合. ' 

全部由内点组成的 K 域是开 K 域.包含整个边界的区域是闭区域. ， 




a> 内点 b) 边界点 


图 12. 8空间区域中的内点和边畀点 

空间中开集合的例子包括球的内部.十开空间 z >0, 第一 卦限（其中*，/ 〆 全部为正实 数）， 
以及空间本身. 

空间中闭集合的例子包括直线，平面，以及闭半空间 2&0. 

去除部分边界的球体，或者缺少一个面、一条边或一个角点的立方体，它们既 非开集合也非 




闭集合. 

超 : I i 个 H 变*的闲数也是很«要的.例如在空问中，曲面1:的温度可能不仅依赖 屮曲向 
上点的位货.， N 吋也依赖 r - 考_稂温度的时闯 f , 所以我们把温度闲数表水成 r = 

f ( x , y ,£ j ). 

12.1.5 计算 机绘围 

汁 W 机和汁算器屮的？维绘 阁程序 使得 U 川少汴操作键就可能绘制：•.元喊数的图形.时常 
我们能够从 m 形比从公式更快地获得信息. 

例 S 地丧下的温度 W 是地下深度 r 和一年内时 ff ^ 的闲数.如采 ：■： 以英尺为度试单位 . f 是 
从-年内 M 卨地表温度期望日期算起的天数.那么我们町以川闲数 
u> = cos ( 1 . 7 X [O '-f - 0.2.t)« " 

揆拟温度的变化.（温度在0英尺的变化范 m 垦从+丨到 -I, 所以 ftr 英尺深的溫度变化可以解 
释成地表温度变化的若干分之 一.） 

m 12.9 山计算机生成的温度承数的 m 形. 

作地 _F 15英尺深的地方，温度变化（图中垂 _ft 幅度 
的变化）大约是地表温度变化的5%.在地下25英 K 
深的地方，温度在一年中几乎没有变化， 

團形还 W. 示，地下15英 K： 处的温度 N 地表温度 
大约有半年的 相位基 1地表温度最低时（例加拃- 
II底），地 r is 英尺处的温度处 f 它的最高值.地 
r 15英尺处的季节是相反的. ■ 

图 12. 10显示由计算机绘制的儿幅二元函数的 
图形以及它们的层曲线. 



fl Norton stair 掸供的盼阁） 




624 第 12 聿 


(e) 





在 M 题 19-28 中，用两种方式过小函数 的值： 
( a )_ 出曲面 z =/ Uj ) 的草阳； { b ) 在确数的定义 
域内画出不间类型的层曲线.标明每 条居曲 线的的 
数值. 

19, f{x,y) 20. f(x iy ) =4-/. 

21* f{x,y) +/. 22. f(x,y) = /r r ； 'y ； . 

23. f[x,y) = - (x 2 ‘ 

24. fix^y) =4-^ -_v 3 , 

25. f(x ， y) =4x~ + j 2 . 

26 - f(x,y) =Ax 7 + r ： +1. 

2 x / C ^ r ) = l - iji . 

2a f{x,y) = \ - I」 -I y I . 

在习题 29~32 中，求函数 / d _ y ) 通过给定点 
的层曲线的方程. 

29. /U ， J) -16-^ afiM). 

30. f (^ y ) = y ?^ T , ( l T fl ). 

31. f(x^y) = I it: - t - J2 t j2). 

32. / u ’ r )= ^ ( ff , 

在4题33-40中，_出函数的一幅典型层曲 
面的草 民1 

33. /( j ) -x 2 +y 2 +: ? - 

34* - \n (x : +v~ +z 2 ). 

35. f(x,y,z) =x +i. 36. Kx,y r t) 

37. f{x, y ,z) =x 2 +〆■ 38. =r 

39* f(.x r y,z) =z-x 7 

40. /U 山 ：） ={x 2 /25) + (jM6) +(//9>- 

在习题 41 〜 44 中，求函数通过给定点的层曲 
面的方程. 

41, /(x.y.z) = -/x-y - In j, ( 3 , - 1 ,1 ). 


(n 



42, f ( r , y . z ) =ln ( t ; + y 4 j ! ) . (-] ,2.1 

g(x,y t z)= 文 (In2,ln4j). 



( O t I /2,2). 

计算机探究 

在 二 〗题45 -48 中.对每个忒数用种 CVS ( if _ 
算机代数系统）执彳7 卜列 处理 步骒： 

( a ) 仵给记的矩形民域 t : 给制曲面的 m 形. 

( b ) 在矩形 K 域上绘制几条层曲线 T 

( c ) 给制/通过给定点的 G 曲线- 

45. / { x ^ y ) =x sin +y sin 2^^ t , 

0^ v P (3 tt .3 tt )- 

板 /(*，.、）= C sin x K t;os v ) t *，. T -… 

47 . /{jf T v) - ^in (j? + 2 cos y), 在 2 tt. 

V ^2 tt , P{iT r tt ). 

48. j\x t v) =^ lC>1 - T， S in (t 2 + v' ) , D^x^2tt, 

- 2 tt ^ y ^ IT , P ( IT , - IT )- 

在七瞍 49~52 巾， 用种 CAS 绘制隐式定义 
函数的层 _ 向. 

49. 4 | n ( x : ”： + =-) =1. 

50. = I ‘ 

51. j +r 3 - K 

52. sin ^ ^ J ~ ( ros j -) + z =2. 

曲面的参数表示正如在平面内用一对定义在 
菜个參数区间/上的参数方程 *=/(/). y = W ) 描 
述曲线样，在策些情况卜' 可以用定义在某 
个参数矩形 r 在 r 奪的#数方程 
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x 插述空间屮的曲 

邮很多 U 箅机 代数系统允汴在麥教禊式下绘制这 
样的曲面闬形+ (曲面的参数表水在 14.5 SV 详细讨 
论 .） 在53〜56中，用一种 CJAS 给制曲面的阄 
版此外，在 * r 平 面内给 制几条 Slttl 线. 

53. x = u tux v, j = u sin u T 之 = u ， 

0 莓 v 莓 2tt 


54. x = u rijs c, y - « nir r, r = f\ 0 ^ i/ ^ 2 , 
0^r^2-n. 

55. x = {2 + n»s u ) ros r, _v = ( 2 + rtw tt ) sin r , z - 

0与《赛2甘， 0 名 r 霉 2*n\ 

56. x - 2 n>f* ri cos t-\ y = 2 ros n sin J 1 , z = 2 sin h , 
0^u^2tt, (}^t ^tth 


12.2 高维空间中函数的极限和连续性 

这一节讨沦多元呐数的极限和连续件. 

12.2.1 极限 

对于问点 （〜 , r () ) 充分接近的所奋点 U , r ). 如果^数 /( 的值处于和某 IMAi 定: i : 数 /. 彳 f : 意 
接近的状态，我们就说 /， U , y ) 趋近, ril ) 时趋近极限 L 这 N —允函数极限的形式定 义珐相 
似的. 但是. 霜要注意，如果点 （&.)_„) 位于/定义域内部， （ w ) 可以从任何方向趋近 （. t , 这 
种趋近极限点的方向可能成为一个问题，这种情况在 F 而■邱例子中可 以阽到 . 


定义设是固定的实数， U , 山） .. 个点.如果对尸每个数《>0,存仵 -. t ■对 敁的数 
s>0, 便得对于/定域内的所冇点（: x , r ). 毎当 

0 < %/(*-!,))' + ( r - > n ) 2 <5 

时有 


1/(；('>■) ~L \ <£ 

就说函数 /( I , y ) 当 （*,)0 趋近 U „, 时趋近极限并 j - lid 为 


lim /(- t , v ) 二人 


极限的定义表明，只要从点 （*， r ) 到 ，: yj 的距离充分小 （ 佾是不为0 ). ) 同 i 之间的 

距离会变得任 意小. 

极限定义适用于/定义域的边界点（ In ,)„) 以及内点.唯 '的要求是在任何时候保持 u .,)4： 
/的定义域内.像对一元函数一样，可以证明 

lim x = x [t 


- V ° 

i r lim k (任意实数 O 

例如.在第一个极限表示式中， / U , y ) W , I , = x ( r 利用极限的定义，假定选定如果令 
S = e * 可以看出. 


0 < ，/ {x - x ^) 1 + (y - y v ) 2 < S = e 

隐含 

/U _ 〜 ） 2 < S ( C-T - x ^) 2 ^ (r - xj 1 + (y - _> 0 >-) 

I x - 1 < s ( V 7 = J rt I ) 

- X 0 I < e (x - f { x , y )) 


就是说 


l /( ir , y ) - x Q \< e , 只要 0 < \i {x - t 0 ) : + {y - y ^) 1 < 5 
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所以 

、 = ^lim ^ = .^o 

[司一元函数一样，两个二元“€和的极限是 t 们^极限（如果两个极限存在）之和.对于 
闲数的差、积、常数倍、商以及幂的极限，有类似的结果. 


定理: 


<二元 函数极隈的性 «) 如果 L ， M 和 A 是实 数， 并且有 
lim /( Ly ) 和 Um -M 

[•*_，：!.*nr<> i*.7) 


耶么，下列法则 成立： 

(1) 和法则 

(2) 差法则 

(3) 积法则 

(4) 常教袷法則 

(5) 商法则 


{/{x,y) +g(x,y) ) =L + M 
,■>(/(* J) • 尽 U ， r)) = A .M 

(^( x y y)^kL (任意实数 A ) 
( W ^ O ) 




6) 幕法则 如果「和*是两个无公因数的整数，并且 j — O . 那么 
lim (/( x - /> ) r ' = /广 

( » -rJ ，，少 

只要是实数 . （如果 X 是偶数，我们假定 i >0.) 


我们对定理 1 不予证明，只对它的 IE 确性作非形式的讨论.如果“， r ) 充分地接近 Uph )， 那 
么就有 /(^ r > 接近 t 和 g ( x . y > 接近 W (由极 限的非形式解释）.千是，理所当然地 ./< x ,： r ) + 
及 b ， y ) 接近乙+昶， - Ku ) 接近 L - Af ， 接近 Uf ， 叭接近从以及 
/ U ， y )/ ff ( 文， x ) 接近 / yw ( M ^ o ). 

当我们把定理1应用到多项式和有理函数时，可以得到很有用的 结果： 这两种函数3 
( U ) — 〔％,时的极限可以从计算两种函数在的值得到.唯一的条件是有理函数在 
(%，：)^)有定义. 

例1 


( a ) lim 


xy + 3 


0 -( 0 )( 1 ) 


^y + 5 xy - y y ~ W 2 (D +5(0)(!) -⑴ ， 


( b ) 
例 2 


lim r/V + y 1 = -/(3)^ + ( -4) J - y /25 =5, 



解 由于分母当 ( o , o ) 时趋近 o , 我们不能利用定理 i 中的商 法则. 但是，如 
果对分子和分母同乘以 A 就得到 可以求 极限的等价的分式： 


-^7 , 

^ 4^ - Jy 


lim 


(x 2 -叶 

(4x - v9) {Jx +-/y) 
- j) (y^ + Jy ) 


(代数 运算） 


= lim x(vi + Jy ) (消去非零因式 U - y )) 






偽导数 


= 0(^5 + yo ) = o 

我们能够消去因式是因为路经沿着它1〜 y = o> 不在函数 


的定义域中. 

例3求极限 


如果极限值存？ 


,上％叫^ 7 ， 

解我们首先注意到，当 J^o 时，函数沿直线 * =0的值始终为 0. 同样， 只要0,函数 
沿迕 线; v =0 的值始终为 0. 所以■如果.当 U , y )4(0,0) 时极限存在，殫么极限值必定为0.为了 
检验这个结论是否正确，我们应用极限的定义. 

令《>0是给定的任意实数.需要求这样一个数 s>0, 使得 

| - 0 J < ^.只要 0< -/x 2 + y 1 < S 

或者 


只要 o < y x 2 + / 


ftj 于; V 2 = S * : 


故有 


(^7 

- 0 卜 4 A 2 + y < 叫 = 4( f) = £ 


^^■<4 I* 1 = 47? 甚 4/7^7 

所以，如果选择 5=e/ 4 , 并且令0 < /V + ^ <5,樽到 


由定义推出 


lim = 0 

12.2.2 连续性 

同一元函数一样，多元函数的连续性是用极限定义的. 


定义函数 /(*,y) 在点(*,,力）躉连*的，如果 
(1) y 在 (Jt。,％) 有定义； 

I 2 ) u H~/(*,y) 存在； 

<3) ,,.,, U (I ， r) =/( Wo )- 

如果函数在它的定义域的每个点是连续的，那么它是连续函数. 


同极限的定义一样，连续性的定义适用于在/的定义域的边界点以及内点.唯一的条件是要 
求点 U, y) 在/的定义域内. 

定理1的一个推论是，连续函数的代数组合在涉及的所有函数有定义的每个点是连续的.这 
意味着连续函数的和'差、积、常数倍、商以及幂在函数有定义的点是连续的.特别是，两个变 
量的多项式和有理函数，在它们有定义的每个点是连续的. 

例4证明函数 


/(*， r ) 


(:， y ) # (0,0) 

U ， r ) = (0,0) 



^ i2 it 


存:原点以外的每个点砧连续的 （ 阽图 \2.] i) r 

解泌数/作任何点（: t , y )#( CKO ) 是连续的，闪为它的值是由; c 和; r 的右理嘁数给出的. 
在点(0,0>，/的值打定义 ，佝足 我们断 S / 当<0,0)不存仵极限.原闪在「_,加我 
们现在所虬， ，（^>0 沿不 M 路衫趋近原点时，吋能祺出不 M 的结果、 






mwn > #数/ I 设点以外的 w 个点进哇 



Ifl 12. 11例4的阁形 


对于 m 的每个值，闲数/在“带孔的”裒线） =_ U #0) 上取常数值，因为 


/U 



2x(mx) 

2 + C 叩 K) : 


2mx~ 2m 

x 1 + m ： x 2 I + m 2 


闪此，当 “， r ) 沿这条直线趋近 ( o , o ) 时 / 以这个数为 极限： 




2 m 


这个极限随 m 改变.所以，当 （*, r ) 趋近原点时， 不存在 我们可以称为/的极限的唯一数值 . 甬 
数的极限既然不存在，函数也就是不连续的. ■ 

关于二元函数的极限（对这一点或者还有多元函数），例4说明一个重要 事实： 如果 ® 数在 
一点存在极限， 耶 么沿每条趋近路径的极限必须是相同的.这个结果同一元函数的情况类似，一 
元函数的左极限弓右极限必须相同. 所以 • 对于一-元函数或者多元亟数，只要发现存在具有不同 


极限的路径，我们就知道在它们趋近的点不存在极限. 


极限不存在的双路径检跄法 

如果在函数 / U ， y ) 的定义域内，当点 （：*,>•) 沿两条不同的路径趋近点 （&,?■») 时/具有不同 | 
的极限，那么极限 lirn /( I , )0 不存在. 


例 S 证明函数 

f{x ' y) = 7^7 

( 见图 12. 12) 当 U ， y ) 趋近 （0,0) 时不存在极限. 

解不能用直接代入变量值的方式求函数的极限，因为那样将得到0/0型不 定式. 我们考察 
/在以 （0,0) 为终点的曲线上的值.函数/沿着曲线 r = 具有常数值 
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aj | 病数 的 b ) 闲 £[ 的呍 曲线 
mu , 12从^屮闬形的暗示和 b 屮的 s 曲线的值，诎丈极限」^ 9() /(*.>>不存在 


因此， 


A ^ y ) 



2x z ( kx l ) _ _ Ux _ 
x * + ( fra ： 2 ) 2 x * + k 2 x * 


2k 

1 + k 2 


，匕卜 ，) I,J w 

这个极限随趋近路径而变化.例 jw， 如果 U,J) 沿抛物线 r = ；t : 趋近 (0,0), 这时 a = ], 极限为I; 
如果 （: 沿*轴趋近 （0,0) ,这时 a = o , 极限为 o. 按照双路径检验法，/当 u， r ) 趋近 （0, 0) 
时没有极限. ■ 

可以证明，例 5 屮的函数/当<*，?■)沿每条直线路径> 趋近 （0,0) 时具有极限 0( 见习题 

43). 然而，函数沿所有直线趋近（〜， y n ) 具有同样极限并不意味着在 （气 .j D) 存在极限. 

多元连续闲数的复合函数也是连续函数.证明从略，证明方法类似于一元函数（见 2. 6竹定 
理 to ). 


复合函数的连续性 

如果 /(*， y ) 在点（％,%)连续，而《是在连续的一元函数，那么由 AU ,. y ) = 
《(/^，:^定义的复合函数^^/在卜^:^连续. 


例如，复合函数 

e *" , cos | ， In (1 + v 2 ) 

是在每个点（*,沁连续的函数. 

同一元函数一样，通用的法则是，二元连续函数的复合函数是连续的，唯一的条件是每个函 
数在其适用的场合是连续的. 

12.2.3 多于两 个变置 的函数 

对于二元函数的极限和连续性的定义，以及有关和、积 、商、 幂和复合函数的极限和连续性 
的结论，全部推广到>£个变量或者更多变量的函数.像 
l n ( x + r + z ) 和 

X - 1 

这样的函数，在它们的整个定义域上是连续的，而像 
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_ e__ e I_ 

f ^ + cag y ^： ( - 1 ) 5 + cos 0 2 

(其中 P 表示点 （*,>■/)) 这样的极限，可以通过直接代入变置值求出. 

12.2.4 闭有界集上的连败的极值 

极值定理( 4 .丨节定理 1) 表明，在整 个有界闭区间 [ a ,6] 上连续的一元函数， 少 
取一次绝对极 大值和绝对极小值. 这个定理，对于在* r 平面内的有界闭粲合《(像线 段、 IW 盘或 
者填充=角形） 上连续 的函数同样是成立的.函数在内的某个点上取绝对极大值. 
在 / f 内的某个点上取 绝对极小值. 

对于:£个变量或者更多变童的函数有同样的结果.例如，连续函数在其定义的 
任何闭有界集合（球体、立方体、球壳或长方体>上，必定取绝对极大值和绝对极小值. 

在 12. 7节将学习如何求这些极值. 


习题 12. 2 

在习题 I -12 中，求极限 

1. lim ~ y l +5 . 2. 

x +2 (*. 


Urn - 


3- lim A 1 +/ -1. 

U.r) W,*) 7 

5. lim 9«c * tan y. 

7. lim e*”. 

9. Ii m 

(^, 7 > -( 0 , 0 ) x 



lim x -p^l. 12. Ii m 55LX±i, 
ni,o) x +1 li.jF)—(w^2.Q) j - sin x 

在 4 题 13- 况中，首先改写分式，再求极限. 


*.普." 


厂 2 V + 〆 .14. I 

X -y iM,r) 

■2^42 
”4 

7 - 巧 .+ 4^ - Ax 
x - y + 2^/x - 24j 

■ 


24). 


■fit ~ /r + 1 


19. 


在习题 21 〜 26 中，求极限. 

21. lim 丨丄+丄+丄\ 

^(1,3, 4)\ x y z f 

22, lim + f. 


> 2* - y -4 + 


23. lim (sin 3 ^ + cos z y + aec 2 z). 

P -(3.3 . P ) 

24. lim tan^'rvs, 

FM - ]/4, v /7,2) J 


25 -上卢〜 2 *. 

26. f lim 3 o ln V7~+y +1 \ 

在 JJ ®27~30 中，函败在* r 平面内的 W 些点 
是连续的？ 

27. (a)/(*,r) =sin (I + J-). 

( b )/ U , r ) =ln ( x '+ Z ). 

28. (*)/ r *, r ) lb)/(x,r) =^. 

^ ㈤ …， r) 


tl)) 豸 (X.Jf) =^J ^ 

在习题 31~34 中，函数在空间中的哪些戍是 
连续的？ 

31. W(x, r ^)=x 2 

{ b ) f { x t y t z ) = A 2 +/ -1* 

32. (*)/{*^,2) =\nxyz, 

(b)/{x, rt z) = e 〜C«: 

33. =xysin^-. 




f r l 


\xy \ + \z\^ 

在习鼴 35-42 中，通过考察不同的趋近 路径. 
证明函数当 Uj )—(0 T 0) 时不存在极限. 


35. / U , r ) 


' 7 ^? 


36 ,/( x r y )- 
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40+ gix.y) 

42. h(x,y) = - p — , 

« -y 

43. 证 明：例 5 巾的函数在点 U，；r) 沿每条直线路 
径趋近（0,0)时具有极限 0. 

从设 /u,h)=3. 如果/在点（％，&)是连续的， 
那么关于极限 


37. f(x、y) 

39, g(x,y) 

* + r 

4 L h(x,y) 

y 


li;n Jix.y) 

可以得出什么结论？如果 / 在点 （\, h ) 是不 
连续的 T 吋以得出什么论？提出答案的理由. 
二元函数的夹* 定理 表明，如果对于中心在点 
( h .%) 的圆盘内的所有点（ 1 ，>)#( % , 7() )有 

笑 /(*， r ) 笔 h(x iY ) 

并且/和 ft 当 U ， W — 时具有相同的有限极 
限 t , 那么 


lim /( x.y) - L 

利用这个结果支持你在4題奶、48中对问娌的 
答案. 

払已知 


3 xy 


这对于极限 


tan 1 jy 


能提供任何信息吗？提出答案的理由+ 

46. 已知 

2\ xy {- < 4 - 4 cos /\ xy I < 2 \xy\ 

这对于极限 


4-4 coa /I xy I 

i^r 


能提供任何信息吗？提出答案的理由 1 
47,已知 


I sin (Wx) 1^ 1 

这对于极限 


能提供任何信息哚？提出答案的理由. 
48. 已知 


[cos ( l / r ) 1^ 1 

这对于极限 



能提供任何倌息吗？提出答案的理由. 
49* (螻倒 4) 


(幻 重述例 4. 然后在公式 


中代入 m = tanff , 并且简 化得到的结果 . 
由此说明/的值如何随直线的倾角改变， 

< b ) 利用从 U > 中得到的公式，证明 / ViUj ) 
沿直线 r = ™ 趋近 (0,0) 时的扱限从 -1 变 
化到1，其值取决干趋近的角度. 

50. 连霣延拓用一种方式定义/(0,0)，把 

/(:， r ) 

延拓为在原点是连续的. 

改用 IR 坐锌你如果在直角坐标对求极限 
( 未能取得任何进展，尝试改用极坐 
标- 在函数中代人 * = r cos 没 ， y = ratn 8 , 并且考 
察得到的表达式当 r —0 时的极限.换句话说.试 
确定是否存在一个败 t 满足下述共别 准则： 

给定 s >0, 存在这样一个 S >0, 使得对 T 所 
有 r 和沒有 

\ r\<S ^ - L \< £ (1) 

如果存在这样一个那么 


例如， 


= 1 


hm - 


Um r cos 3 0 = 0 


为了证实上面最后一个等式，需要证明薑涵 
式 （ U 在 /(〜= r C 0 B > 和 L =0 时是满足的1就 
是说 * 寄要 证明： 给定任何 e >0 T 存在这样一个 
使得对于所有 r 和 P 有 

I r I < 5 => I r co^S -<)(<£■ 


由于 

I r c <>9 } 0 f = I r J I cos 3 (? l^f r I - 1 = I r I 
如果我们取 5 = i 上述蕴涵式对于所有 r 和 0 
成立- 


相反， 




r 3 cos 3 g 




632 


取从 o 到】的所有值. 而尤沦 in 多么小 t 所以 
极限 

I i m -y- - 2 

f i , r 丨 ■_ I ] 刀 j .f ■+ y 

不存在. 

在这两个例+中，当 r ^ Q 时极限的存汴 1 - j 办 
是很明显的. 然而 ，转向极坐标并作总足有帮助 
的，其至叫能使我们陷人错误的结论.例如 T 忒数 
的极限町能沿杻条]! t 线（成射线 ）0 =常数存在，而 
在路径史广的意义 k 仍然+存在.軻 4 说明 r 这1 
点 + 在极坐虹中 ， /(I r ) ={2^>)/(^ 
rr ^ O 变成 


f(r 


>S) 


8 ain 2g 


r 3 + «ir) 2 ^ 

如果保持 e 为常数而 a 令 「 * 0 , 其极限为 o . 然而, 
在路抒 尸/ 上有/ ■ sin 0 = 八 Wtf , 从而 

_ r r-ftSj g sin 2g 

r 2 ™ 4 ^ + (r cofl 5 p) :J 


/(『 


I e,r rtin 8) 


在 4 題5】 -56 中，求时的 
极限，或者证明极限不存 4:. 

51. f{x,y) = ^ ~ ^ ■ 52. f(x,y) = cos ^ 


53, f(x,y) 


5S. f{x % y) •_ 


y 1 

V w 


54. f(x,y)=- 




12.3 偏导数 


__ $_l^2 t 

56* /( x T v ) ~^. 

'i 

在和 58 中，川一种方式定义 /(0,0) 把 
/延拓为在原点是连续的 



58* f{x,Y) ^ 

^62 屮给出冶败 /Uj) 和 iK 数 & 
{mmuwm, 介在这样个 s>o. 便得讣 丁所 a 

v/7 77 < 5 => 1/(*, 少） -/(0 T 0) \ < ^ 

59. /(x^y) =x i +y 5 T ^ =0. 01. 

60- Ax.y) = r /(x : + 1) ， s=0. 05. 

61. fix 'y、 ={ J+> )/(i 3 + 1 ) T fl-0.01. 

62. f{x^y) = ( x +r)/(2 + cos Jt ) , s =0.02. 

在七题 63~66 中给出函数和正数 f >0. 4 每题 
证明，存在这样 个 5>0,使得对于所有 (*、 w ) 有 

y^TyT^J < s ^ l/U，j,z) -/(0,0,0>1< 占 

幻 - /(d:) =:: +/+: 7 , e -0.015. 

64, f(x t y\z) =xyz T c =0. 008. 

65, f{x t y t z) = ? X V + / =0 + 015. 

x + y +1 + 1 

66, f{x y y y z) = tan :j + tan'、+ tank, ^ = 0 + 03. 

67 -证明 /U + z ) = : + ”： 在每个点 （ I 。,)。，》） 
连续 - 

队 址明 / UU ) +/ + r ; 在原点连续. 


多元函数的微积分是以一元函数的微积分为基础，把微积分一次运用于一个变量上，当对 
函数的一个自变量求导数而保持其他自变量为常数时，我们得到一个“偏的 "（部 分的）导数+这 
一节说明如何定义偏导数和给出它的几何解释 7 以及如何运闬一元函数的微分法则求偏导数. 

12.3.1 二元函教的偏导数 

如果（％,九>是函数 /( u > 的定义域中的一点，垂直平面 r = ) fl 切割曲面1=/(1^)将产生曲 
线 z =/(： t ， yD )( 见图]2」3)+这条曲线是函数2=/(\：^)在平面^ = re 内的图形.这个平面内的 
横坐标是^纵坐标是 z , j 值保持为常数％,所以 r 不是一个变量. 

我们把/在点对于 I 的偏导数定义为在点 T = Iq 对于: t 的#常导数.为了区别 
偏导数和寻常导数，我们用记弓 a 代替过去所用的记号 d . 


定义 在点 函数 / U ， yl 对于 J 的偏导数是 

也 | . 1[m /(气 + A ，? o ) -/(^ Q ty Q ) 

如 Lj ~ ^ ft 


只要这个极限存在, 
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图 12. 13 从； v 平面的第 •- 象限丄方看到的平面 x = 同曲面 i =/<*,).) 的文线 
偏导数的一个等价表达式是 

在平面 y = h 内，曲线： =/(* 山>在点 p (*„ 山 , r 。） >的斜率是/在点 U c 山）对 T :的偏 
导数的值.（在图13中这个斜率为负数. >曲线在尸的切线是平面 r = y D 内通过 P 和具有这个 
斜甲的 宜线. 在点（％ , y fl ) 的偏导数 a // 虹给出当 j 保持固定值〜时/对于 * 的变化宇. 

偏导数用哪一种记号表示，以我们要强调的 A •面为转移： 

为了强调在点（力，％)求导数，用 

f (%,>■„)或 /,( i 0 , r 0 ) 

表示“/在点 （ ％, y u ) 对于 * 的偏导数 ”或者 **/ 在点 （ 乂, /(1 ) 偏微分是方便的. 

在自然科学和工程技术中，当讨论变量而不涉及显式地表达函数时，通常用 

表示〜在点 （〜 ，九）对于 * 的偏 导数' 

当我们把偏导数本身作为一种函数考察时，用 


表示 u /( 或者0对 于:* 的偏导数”是方便的. 

/(*，7)在点 （ h . y 。） 对亍 r 的偏导数的定义，类似于/对于 I 的偏导数的定义：保持在固定 
值％, 再取 / U 9 , y ) 在 h 对十 y 的寻常导数. 


定义在点（々, 知）， 函数对于: f 的偏导数是 


= Tr f{x ^ ] 1 „„ 


/(jc o ， r 0 +A) -fix 。，)、、 


只要这个极限存在. 



作心_!:平面*=*,,内， 曲线 z =/ U 0 , r ) 在点 /*(〜.?•,, 的斜牛（见 】 2. I 4> 坫 / 作点 
( h . h ) 对 T _> ■的偏 V ? 数.曲线在 p 的 W 线是平面 m , 内通过 /* 和这个斜宇的1+1.线.这个 
偏吁 数价出/气保持间定值； C ,, 时/在点 （*,,、 T ,,) 对 rr 的变化书. 

阐数/ 对）： J ■的数的灰承方式，间/对 下 - T 的偏 4 数的灰不方式-样. / fM ' l - mfW . K*T 
以选⑴ 

-^(%.rJ. /,(w„), 篆 ， /' 

Wfl : 意，我们如今心广两条在点 PU „. r ,, J _ U ,.%)> N 曲面相切的切线（见阳_2. 15). 它们 
决记相 W 的平向呜？我们将要宥到的£足这样，但是在杏明睽 W 之前.必须对 《 vf ■- 
数打! e 多的 rm . 



阐 12- 14从叮平面的第一象限 h 方 
界到的 T 面 * 同曲面 
z =/( a ：， v > 的交线 


m 12. 15把图 12. 13和 12. 14合并在』起，曲面在点 
U n , r u JU n ， y a )) 的两条切线决定的平面至 
少在本 困中看起来是同曲面相切的 


12.3.2 偏导数 的求法 

偏导数#/办和办 '/ 办的定义给出在一点求/导数的两种不同 方法： 把 y 作为常数按寻常方法 
对; f 求导数.以及把 * 作为常数用寻常方法对 r 求导数.如下列例子所示，函数在给定点 U u . 
_ y „) 的这两种偏导数的值通常是不一 样的. 

例 1设 

f ( x , y ) - + 3 xy + r - 1 

求 df/dx 和 <)// 办在点 （ 4, - 5 ) 的值. 

解为了求 a // to , 把 J ■作为常数，并 EI 求/ 对于* 的 导数： 

^ = ^{1 + 3 * r + r - I ) = 2 i + 3 ■ 1 - r + 0 - 0 = 2* + 3 r 

fl/Ak 在点 （4, -5) 的值是 2(4) +3( -5) = -7. 

为了求 df / dr , 把*作为常数，并 M 求/对于 y 的导数： 

= —( x 1 + Zxy + y - I ) = 0- t -3- i - l + I -0=3 jr + l 
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af/ay 4 ： .*(4, -5) 的饱是 3(4> + 1 =13, 

例2设 / U,}0 =y sin I/,求 <)// 办作为 -- 个函数. 
解把*作为常数，而把/作为 y 和 sin 叮的乘积: 

V n w 'I _ V ui n TT.- ■ 


r) Ty^ y) 


(y ^ xy) ^( x r) 


例 3 设 


/(”）= 

求乂和人- 

解把/作为一 个商. 保持 r 为常数，得到 


_ _a_ 


\y + cos xt 


iy 


0 v-(2 r ) - 2 y^-{y 


j %) (0) - 2 y { - ain a ;) 


保持 x 为常数，得到 


Sy \ y cos xl 
_ (y + cos x ){ 2 ) - 2 y ( 1) 


(r 


(y + C 0 Hx) (y + coe i) 1 

可用寻常导数的隐式微分法求偏导数，如下面例子给出的说明, 
例4没方程 
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定义 z 为两个自变量 t 和 r 的函数，并且存在偏导数， 求如/扣. 

解在方程中保持 y 为常数并旦把 z 作为 a 的可微函数，求方程两喘对于*的 导数: 

dx dx dz 

r £-+ l^ =t+o (以，为常数 4(”) = >■£) 

卜普 1 


■ 

例 S 平面 * = 1 同抛物面^:一 +/ 的交线是抛物线，求这条抛物线在点 （1,2, 5>的切线的 
斜率（见图 12. 16). 

解切线的斜宰是偏导数 *:/ 办在点 （1,2) 的值： 

fy\,,ri u+yl) \^ = 2 ， L， 2 ( 2 ) = 4 

作为一种检验，可以把这条抛物线当成在平面*=1内的一元函数；;=(1 ): + / =i +/的图形， 
井 a 求其在 r = 2的斜率， 加今 按寻常导数计算这个斜率， 
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12,3.3 多于两 个变置 的函数 

多卜两个 HW 的嘁数的偏4 数定义 .M .允闲 
数的偏汙数^义相似.它们迠对 r ■个 n 变 w 的4常 
#数， ifim : jt 他 n 变^保持为常数. 

例6叻果 变坫外 u 

j\x,y,z) ^ x Jvin ( > + 3;) 


耶么 

^ ^ [ r x sir. (> + 32 ) I 


立 

T ^ 


sin ( r + 3 z ) 


=x {-os ( v + 3 ^) - 7 - ( > + 3 j) = 3 t rns ( > + ) ■ 



例 7 如果把 m 附为仏， /? 2 , 圪欧姆的电 m 器并 
联成 电肌为尺 欧姆的电 m 器 ，# 的值可以屮 hn 


m 12 , L6 平而 x = 1 和曲 ( fum ; + /的相 
交曲线在点 （]. 2.M 的例 


7 e ^ r ~ + r [ 

求 ;fU 见 ra 〗2. 17)+ /K W , =30, & =45 和 /?,=90 

欧姆时的俏. 

解为广求狀/狀:，把 ff , 和尽作为常数.并巨 利用浍 
式微分法求力枵两端对丁 &的导数： 

A-Ai^ =+ 

H u _ir o 

M = (KY 

aR , r 2 ^ rJ 

当 fi , -30, R : =45 和 & =90 吋. 

丄 = 丄丄 1，3+2 + 1 = ± = 1 
^ = 30 + 45 + 90 " ―90^ " 90 _ \5 
所以 ff = 〖5 iff ] 有 


R ' 



图 12. 17 按这种//忒联接的 Ftim 
器称为并联 （例 7 ):每 
个电 m 器 u : 部分电流 
通过；它们的方价电 m/f 
由公式 

I ] I 1 


羡普 (IH 


计算 


闲此. 在给定的-:个电阻值. fl , 的微小变化异致 K 值人约1/9的变化. 


12.3.4 偏导数与连续性 

一个闲数 /(*, y ) 在一点可能 N 时具有对干1和)-«导数.而在那个点却不是连 续的. 这不同于 
一元函数. It 中导数的存在 M 涵着连续性.彳日.足1如果 /(*,)■) 的两个偏异数存在.并且在以 
U ,, r D ) 为中心的整个圆盘是连续的，那么/在^^彳是连续的，这一点将在本节最后看出 ■ 

例8令 


( lil*l 12. 18). 
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( a > 求/沿以线） u 趋近（0,0> 时的极限. 
(10卟明/作朌点记+连续的. 

(C) h [: 明两个偏味数如 / 办 ^Ul// 3 y <mftM<y ， 

解 

{ajfll f/( w > 沿 1*1 ■线 j = a (除开原 A ) M A ;. 

故心 

Itm 厂 ( 丨,、） =Jim 0=0 

I i.i I I , + r ' i ».，i 

(b)ltl r/(0 T 0) =1, U) 屮的极 限诎明 / 作（ 0,0 )记 
续的 . 



/ m ) = 。的 m 形 

山扣 L W 及 AV f rfn 内 
的叫个 成； 闲数 仵 
原点偏 4 数， （ ML 1 作那 
n * u、 连线的（例 w 


(c) 为 r 求汴点 （o . o) 的垆 s . t . 保持 y 岡定 托 v = o . m i2 ih 
t •足対 T-fiif u x , /( t T ) = i , / 的 m 形 m m 1 2 . i k 屮的 a : 
tu ,. 这条 M 线 ft.: 仟 M ^的斜韦是办/扣 = o .特別 &, 

在点 （ o, o>, i>j/dx=n. 「 if] 样， 8//fir^fmi. : ri ； fr ： H» 

的斜率 . 所以 . 在点 （ 0.0), i )// f ) r =0. ■ 

尽管存例 S 的结果，作 A 维的情况卜.阑数在点 
的可®性组涵迮续性仍然成、>:.例 8 捉供的扁示 * r , 付 r ■岛 维的叶 微件， 盂咬 比仅存作 偏导数 
更强的条件.汴本 ivm 后，我们定义：元闲数的 " r 微 n . 片.〖 I .洱 u 沦叶微性[,,】迕续忭的联系， 


12.3.5 二阶偏导数 


对闲数 / U , . y ) 求偏导数网次.得到它的.：阶偏导数. 

£( 方/也方**)或 /., 


这叫味数通常川卜_血的 id 吁灰 不： 
"/ 偏微 TV ) 


0 r'l 方 / ( b 方”）或 /., ('‘/编 a.v.r) 

(-.1 h f^ dr ") 或 /,, r ‘/ 偏微 

^ <彳方/办 < k ") 或 /,. r ‘/ 偏微 a ” > 

定义偏导数的公式为 

^1-± JLL ^±{^\,„ 

i?.T At y I () jcrf_V dx V dyf ' 

等等. W 注意求偏导数的顺序： 

立 

dxd) 

在示先对 y 求导数，然肟对 r 求导数 - 


代表同样的求沣数顺序- 


人= (/), 


_ 人物传记 _ 

皮埃尔 • 西蒙 ■ 拉普拉斯 
( Pieire-Simnn LapUfe , 1749—1827 ) 


例9如果 / U ,)) 求 -: 阶偏导数 

KI 打 dV a 1 / 

dx 1 1 dyiix * a〆 ’ dxd\ 

解由于 






12 ^ 


4 = £ f ^) = -, o OS 

ay' r>y ^ ay' 

12. 3. 6 混合导数定理 

读者也许已经注意到，例9中的二阶"混合”偏导数 

立和立 

dydx fixdy 

是相等的.这并不是一种巧合.卍如下面定理所述.只要」 
定相等. 


人和 /,. 是连续的，它们就必 


定理 2 (混合导数定理 1若 /(*, y ) 及其偏导数人，/„和九在包含点的整个扑 L < 
域上有定义，并且它们在都是连续的.则 

-斯•克莱罗命名，定理的证明在附录 A . 9中给出.定理2说明， 

mmmpi - 我们可以按任何一种求导顺序 计算二 阶混合导数.只要连续性 

(Alexis Clairaut , 1713-1765) 条件得到满足.这一点能够对求混合导数提供便利. 

例10 设 


解记号办表明先求对 r 的导数，然后求对 X 的导数.然而，如果我们推迟对 J 求导 
数而先对 A 求导数，会更快得到答案.按两步求导数， 


如果先求对7的导数，我们同样得到 Vw / h 扑 
( X 0t h ) 保持，所以可以按任何一种顺序求导数. 


由于定理2的条件对于 W 而] 
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12.3.7 更*阶的偏导数 

虽然在大多数情况下，我们所处理的是一阶和二阶偏导数，因为这两种沣数最常出现仵各 
种应用问题中，似是，对十函数可能求多少阶沣数并没有理论上的限制，只要所涉及的#数存 
#：. 于是，我们用 

£? = ‘ 

这样的记号表示二.阶导数和四阶导数，等等.同二阶异数一样.求谇数的啲序足+*要的， H 安 
其中的所有导数是连续的. 

例 11 求= 1 - 2 xy 2 z ^x l y 的导数人„. 

解首先求对变暈 y 的导数.然后求对*的导数，接着冉氺对 y 的导数.最后求对2的导数： 
/, = - 4 .TJI + 1 ； 

/„ = - 4 yj + 2 x 
人，=-4: 

= * 4 ■ 

12.3,8 可微性 

讨论 函数可 微性的起点不是我们在研究一元函数时见过的差商，而是增该的概念. 间忆在 
3. 10节对一元函数的 i 寸论，如果 ： y =/(*) 在: * =气是可微的，那么/的值当 I 从 ' ，变化到 
&+ A * 时的改变由公式 

Ar =/ , (* I 1 ) A * + £^x 

给出，其中当时. ^--0. 对于二元函数，把类似的性质作为可微杜的定义.增量定理（见 
于高等微积分教程）告诉我们，这个性质在什么条件 F 成立. 


定理3 ( 二 元函数的增置定理） 假定 / U . y ) 的一阶偏导数在包含点的整个开 K 域 
有定义，并 H / 和人在 U 9 , y 0 ) 是连续的.那么 ./ 的值当从 fl 内的点（％,)„>移动到另外一 
点卜。+釦,；^十如）时的改变 

Ai =/( + A v ) - /( j ., . v 0 ) 

满足等式 

&=/,(〜， J B ) A* +/, (i 0 , j 0 )iir + ^|Ai； + SjAy 

其中当 A * ，办 —0 时 , s 2 —0. 


可以看出其中的 A 和〜来自附录 A . 9 中的证明.将来还会看到，对于多于两个自变鼉的函 
数存在类似的结果. 

定义如果函数， =/( u > 在点的偏导数/,(%,〜）和 /,(* D ， r 。） 存在，并且满足 
| 等式 ! 

: ^=/ r (%， ro )& + / r (\. r 0 ) Aj + e【Ax + ~ Ay , 

| 其中当0时那么/在点是可微的.如果/在其定义域中的每个点是 I 
可微的，就称/是可》的. __ ' 


我们从这个定义立即得到定理3的系：若函数的一阶偏导数是连续的，则它是可微的. 
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定理3的系若忒数 /(^ y ) 的偏数义和乂佗轱个斤 K 域是连续的，则/在/?的每个 
点是可微的. 


如果 z =/( r , y ) Miir 微的，耶么，吋撖性定义保诎当 M ， A 7 *0 时 Az =/(\ + irj a + A r )- 
/(%山）>0.这个結果击诉我们，二元闲数在其呵撖的毎个点是连续的. 

定理4 (可嫌性龜涵连续性）荇闲数/(*，))在点 觅可 微的，则 // l :(%， r [ J 是连 | 

my _ _ _ — : 

正如从定理3和定理 4 可以看到的那样，如果闲数 /(\ v：i 的偏异数 /. 和/,在包含点（*„,)„)的 
整个开 K 域 fl 是连续的，那么/在必定足连续的.何是，回忆一 F . 如我们在例8中所 
见的那样，在一点存在一阶偏导数的二元函数仍然可能在那个点是不连续的.仅存在偏导数对 
于保证 函数* 一点的连续件焙不够的. 

习题 12. 3 


在4既】~22中， 求抑 x 和^/办 


1. 

/(^ 

r) 

= 2^ 

- -4. 

2 - 

Ax 

y) 

= d- 

xy+y\ 

3 . 

/U 

j) 

=U 3 

-IK” 

4. 


y) 

= 5 xy 

-7^ 

5. 

fU 

r) 

- (xy 


6 , 


7) 

^(2x 

-3v) 3 . 

7. 

Ax 

r) 

=V^ 

^7- 

8. 

/u 

r) 

= “ 3 

+ (?/2)) 

9. 

/(^ 

r) 

= 1/( 

r +y). 


10. f(x i} ) =x/(x 2 +/). 

11. f(x^)=(x^y)/(xy-\). 

12. /(x y v) =t&ti~ l (y/x), 

13. f{x,y) =e !J *^ ,J . 

14. f(x,y) =e _1 sin (x +y). 

15. f{x,y) = In (t； + > j ). 

16- fix,y) =e (t ln y. 

17, f(x t y) - ( x - 3>.) ‘ 

1& fi x^y ) - cob 2 (3* -y 1 )- 
19 * /( i , v ) =x\ 

20. f(x,y) =]og ， 

21. f{x,y) = J ( 发对于全 部 / 连 续 ）. 

22. f{x t y) = ^ (x y } n ( <】）. 

在 4 题 23™~34 中， 求人' 八 和 /i 

23 t f(x,y f2 ) = \ + xy~-2z\ 

24 t f{x T y^z) =xy^ys+xz. 

25. f(x,r^) =x- vV +， 

M . /( j . y . j ) =(* 2 +/ +?>-' 


27. f(x ,y .z) = nin' 1 ( xyz). 

2 S , /( r , v t r ) - ser 1 (^ + >=) 

29, /(t, > - In ( j +2y + 3;). 

30. f(x.\\z ) = ys In ( ^ ). 

31- /( t , v ) - f … 

32. /(t . 

33. /( r、>._:) = tanh (x + 2y+ 3z). 

34. f{x、).，z) = si nh ( - j* ). 

在习题％ ~40 中.求函数对干每个变量 _ 导教 

35. / \tyOi) - ( 2iri 一 <*)， 

36. g(u^) =rV ; "' ti , 

37* h(p，4>,6) =p sin <J> ros 0. 

38, g{r,0^} - r i \ -^OA 0) - ^ 

39. 心被所作的功（见 3, 〖0节习 ig59) 

w(p,\\a.t^) = pv + ^ 

«. 威尔逊批董公式（见 4. 5 节 4 睡 45) 

- — 4- cm + ^ 
g 2 

在题41、46中，求函数的所有二阶偏导数. 

41. - .T + 7 + xy. 

42. /(x,y ) - $in xy, 

43. g(x,y) = x 2 j + co® y + r sm x. 

44. h{x,\) =x^ + v + l. 

45. jr, '! ) - [n ( x + v), 

46. S {x iy ) -tan 'f r /^). 

在>』题 47 ~50中，证明*^=«^. 

47. U. =ln (2x +3v). 

48. = e* +x \n r+ r In x, 

49. v =xr 2 + :V +t 3 /^ 
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50. w =x sin y nin x + xy. 

51 . 对 Ttf 算卜列的数的偏导败衬以先对;^求 
导数或者先对 r 求导数，采用哪一种求导顺汴 
电快？试在不亏仔何算式的悄况卜给出答案. 


• I/U 

r) 

sin y + K y . 

b)fix 

.r> 

= ]/x. 

c}/C* 

r) 

= y^{x/y). 

d)/(* 

>r) 

-y + X 1 }- + 4〆 -In (/ + 1 )■ 

^)Kx 

r) 

=* 2 + 5xy + «in x +7e T . 

f)/<^ 


-x in xy. 


52. 下列函数中每个闲数的5阶偏导数V//办、/为 
^ 为了尽"【能 快地茈明这个结果，应该抒先 
对变量 r 还是 r 求异数？试在不写任何算式的 
情况下给出答案< 

( a ) /(*^}= x ^ V + 2. 

(b) f{x,y) -y +y(sin x -af d ). 

( c ) /C*,r) = V +5xy + ain x + 7r\ 

(d} f{x,y) = ace r ^ 

在习题 53 和 54 中，利用偏导数的定义 i 卜箅函 
数在指定点的偏导数. 

53. f(x, r ) = I - j + t -3 i 3 t . f 和 f 在点 （ 1 .21 

S*.f(x,y) =4+^-3^-^. -2,1). 

SS •三个变最令 《>=/<*,_>•.；：) 是-个自变*的函 
数，写出/在点 （*„ ,心 . 4 ) 的偏导数 3 // 的形 
式 定义- 利用这个定义求 / U ， r , z ) 在点 
(1，2,3)的3//31. 

56. 三个変量令 w 是二个 自变量的函 

数，写出/在点 a ) 的偏导数夺7办的形式 
定义. 利用这个定义求= 在 

点（_1*0,3)的 ( )//办 

57, 假定方程 

xy + : \ - 2yz = 0 

把 z 定义为两个自变量*和>^的函数，并且存 
在偏导数，求⑽相在点（1.1，丨）的值. 

58* 假定方程 

xz + y \r\ x - X 2 + 4 - 0 

把文定义为两个自变貴 y 和::的函数，并且存 
在偏导数*求扣/如在点 （1,- 丨， -3) 的值. 

4翅59和60涉及附图所示三角形的角和边的 
关系. 

59. 把4表示成 a , 的隐函数，并且汁算4/如 
和 dA/db. 

60•把 a 表示成夂6,5的隐函数，并 巨计算 3a/W 
和 da/dB. 
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61. 两个因变邏如果方 ] nu 和 r = u In r 把 
"和*_定义为自变*1和>的喊教，并 11 存作 

W u ftl v ^?K I,. (提示：求两个方杩对 t 
的异数，汗 Flifi 过消去 \求解 V ) 

62. 两个因变置加果方枵《=/ - r 3 和 - V 
把1和 Y 定义为 N 变置 I 』 和!的 闲数，片 fL 存 
在偏琦数，求 h / 如和 flv /如」（参 UI 巧既 6 1 
中的捉小- ■ ) 然后令 5 = / + V 11 ,计 ■ ft 求 Hs/m 
三雄拉酱拉斯方穡 

吃 + 马+^ = 。 

to ' (>>'■ !*.-■ 

M 空 M 中的稳态 1 U 度分布 r =/ u . .V. d . 觅力势 

ft 静电势所满足的方稈.二*拉普拉斯方程 

是从 h 述方程«除#//项得到的方程.描述平面 

内的重力势和静电势以及稳态温度分布 〈参 见附 ffl ). 

& I 以把 T - ffi 看成 （ a > 立体 （ h ) 垂轴的..个薄片. 

S 去。 



边界温度受到控制 


在习题63 〜 68中，证明函数满足拉蒈拉斯方程」 

f(x^ y\ z) =x z + y" - 2z Z . 
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64. j \ x , y t z ) - 2z - 3( x ' + v 2 ) Sh 
65* f ( x , y ) =f 2 \ uk < lx . 

66. f ( x t y ) = In %/ j 3 + / ■ 
fi 7. j \ x , y t z ) ^( x 1 + y 2 + z ! ) " 

68. /<*， y , i ) = e ij +4T cue 5z . 

波动方程如果我们姑在海洋的庠边拍摄肢 
浪的快照，照 片显示 某个瞬间的波峰和波谷的闬 
案，从阁案中看出空间中相对于距离的周期性垂 
白:运动 > 如果我们置身干海水中，当波浪经过时 
吋以感觉钊海水的起落.我们观察到随时间的周 
期性垂直运动.在物理学中，这种优美的对称性 
雄波动方租 

~,7 = c ^ 



12.4 链式法则 


农 m K 屮〜是 波幅的典度， I 是柜离变量，<是 

时间变釐. r 是波传*的速度. 

在我们的例子中，*是 横越洋 面的距离， ft'M 

在 其他应 用中， ：* 可能是沿-条抿动弦的距离.通 

过空气的距离（声波 h 或者通过宁间的距离 （光 

波 I 数 C 闵波的类劫和传播介质而舁 T 

在二 J® 69 ~ 75中，证明闲数是波动方程的解. 

69. m - = sin { j + rf }- 70. w = ros (2 x +2 ct ). 

71. u ： = sin {i + cO + cos (2 x +2 ct ). 

72. (2 x +2 ct ). 

73. w - Ian < 2 x -2 cf ). 

74. u ? =5 cos (3 a + 3 c () + e 1 * 71 . 

7 5 . w =/( u ), 其中 / 是 ic 的可傲函数，而 
u = a { x + ct) i 其中 fl 是常 ®t 

76. 如采闲数 /(L jO 在整个开 LX 域/?上 a 有一阶 
连续偏导效，/在 / f 上是否必定连续？提出答 
案的理由. 

77. 如果函数 / u , W 在整个丌区域/?上具有 V . 阶 
连续偏导数，/的-阶偏导数在/?上是否必定 
连续 ■? 提出答案的理由. 


在 3. 5竹讨论的一元函数的链式法则说明，是1的可微函数并且^ =片(0是/的吋 
微闲数时， w 成为； 的可微函数 t 并且 d W / d (可以用公式 

dw dt ^ dx 
di dx 山 

itw . 

二元函数或多元函数的链式法则具有多种形式 _ 具体的形式取决于涉及多少个变最，但是 
只要考虑附加变童的出现时就像 3. 5节的链式法则那样处置- 
12.4.1 二元函数 

当病数 u -/ U ，_ r 〉 在1=40和都是 （的 可微函 数时，链式 法则公式由下述定理 


: 定理 S <二元函数的链式法则）若》=/(*，？>具有连续的偏导数 /. 和且* = | 

U ⑴ ，r = y ⑴是< 的可微函数，则复合函数 w =/ UU )， r (0) 是 t 的可傲函数，且有 

$=/,(* ⑴， r ⑴） •，⑴ +/,(* ⑴ . r ⑴） •，⑴ 

或 

dw _ ^ dj bf dy j 

dt dx di + dy d; 
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证明耍证明的节项 包括： 如果= 迫 

呵微的，那么，足可微的， n\Ui 

其中 a = uu ) j ( u ). 卜 m 和毎个 k 数所 ^的 虫. 

令 Aj (, A } -, Aw 是 （从 i „ 变化到 & + A * 产生的增批.由厂/进可激的 （参 虬12.3节的定义）， 

Au . = (3 产 + (|) 产 + 0 + _ 

其中当 4*, Ay —*0 时《,,心 4). 为 T 求 在 这个等式中逍除以 A /. 并且令 Ai 趋近零.除法纶，十 


f* S， 乂中的舞 
—个飾是指/对干 * 的偏 


令心趋 近零，得到 


t: = (s)>mx 


十心 




+0 * ( f ); 0 ' ( J )„ ■ 

附注中的树形图提供记忆链式法则的一种实用方法.注意 
從既是< 和 y 的函数，又是（的函数.在围屮，时.导 
数 h /山 和 dy / d , 是在 求值. 因此， lf , 的值决定可微函数 
的值％和可微函数 y = y ( t ) 的值偏导数如/打和 
加/ 扑 （它们本身是 * 和7的函数）是在对应干<„的点 P 0 ( Xo , 
求值-“真正的 "自变 量是 i , 而*和 r 是中间变量（受『控 
制），是因变量. 

一 种更准确的链式法则记号.指出定理 5 中各个导数求值 
的点： 

f (U = £ U ， y D ) -害 (O + 盖 J (U 

例 1 应用链式法则沿路径 * = cos t , y = sin i 求 


-的明形圯 fe 
缝式法 《. 为了求&也，从 
气开始，把由》蒯》的》,条下 
在上耳出的导敵相乘， 
去对乘<1求扣 .■ _ 

；： …鬌論 





f ^ y ) 因变量 


自变 ft 


w = xy 

对于 t 的导数.导数在 f = TT /2 的值是什么？ 

解应用链式法则求 drr /心 如下： 

dtv dw dx dw dy 
d( ~ dx 6t + dy dt 

= M::) •去 Uo“） + ■•去 “in，）= (r}{ - ein 0 + (j)(cos t) 

=(sin () ( - sin 0 4 ( cos 0 ( cos t ) = - siii^ + cos 3 f = ras 2t 

在这个例子中可以用更直接的计算来检验结果.作为 r 的函数， 


U' = xj = cos t sin t 


y 


sin It 


所以 
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~ | -■ sin 2(J = ; *2 efts 2( = cos 2 1 

作两 种悄况下，对于给定的 t 值都有 

(⑤)= ™ s ( 2 ■ 2 ) = , ' <,s - I _ 

12.4.2 三元函数 

读荇或许能够预 A 元函数的链式法则， W 为它仅 涉及仵 一.元闲数的链式法则公式中添加 
W 定的第•:项 . 


定理 6 { 三 元函数的链式 法则）若《;=/(^=)掊可微的，是，的可微闲数.则 
«，焰< 的 "I 微戎数 .hi 有 

dtt = ¥心 + .逆办 + 也虫 

fl/ {)x (If f}y (jz df 


定理的证明同定理 5 完全-样.只不过此时有：个而不是两个中问变姑.用于^：忆新链式法 
则公式的图形也是相似的，其中 有：条从&到 t 的路径 T 
例2设 


■ 


求 dw / dr 在此例中，的值变化时按照嫘旋线路抒 
昏什么？ 


dw dz 
d2 6t 


1节>变化.导数在《=0的值是 什么？ 

解 

dif dw 6x ^ &w dy 
df dx dt dy df 

=(>)(-sin 0 + ( j )( cos t) + (1)0 : 
=(sin #) {-sin t) + {cos f) ( cos f)+ 1 

(代入中间变童） 

= - sin J ( + cos 2 ( + 1=1+ cos 2t 

f dw \ 


卞 B 从有三条痔 ft ® 

聽 41 織 

7 »*等猶讀集，《龙 4 和. 


(?) 


( 0 ) 


为了对函数值沿曲线路径变化作出物理解释，考虑， 
个随时间 t 改变位置的物体.如果 w = T ( x r y f z ) 是沿参数方 
程为： t = ：v(0, y = y ⑴, 的曲线 C 上每个点 （nd 
的温度，那么复合函数 w = 7X40，r(d 4(0) 表示沿曲线同; 
的导数 d w /d( 是沿曲线移动时温度的瞬时变化率. 



* My * z ) S 变量 


mmm 


自» 




相关的温度.于是定理6中计算出 


12.4.3 在曲面上定义的函数 

如果我们关注的在〒空间中一个球体上的点的温度函数或许宁愿把 
看成给出空间中点的经度和纬度的变董 r 和 ，的 函数.如果: t =^ r . S ), y 二 h ( r , s 、^ k ( r , s ), 
那么可以用复合函数 

»■ =/( g (^^) , & U T S ), 灸(产， ■!)) 

把温表示成〃和 5 的函数.在下述条件下， w 同时具有对于 r 和 s 的偏导数，这两个鴒导数可以用 
下面定理中的方法计算. 
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定理 7 (两个自 变量和 三个中 间变置的链式法則丨 假定 w =/( x y y,,) t 
y = h(r^)^ = k(r. S ). 荇这四 个闲数都进可微的 . 则 it 具釘对 于 r 和 j 的偏穿数， 吒 由公式 
Stv _ <iU'cix dwdz 

dr i^x fir Sy rlr dz dr 

dit^ _dwdx dwd2 dtvd^ 

fis fix fls dy df dz ds 


给出. 


这两个公式的第一个公式町以 rt 定理 6 的链式法则中保持，固定并且把 r 当作 f 而导出.第 
二个公式可以用同样方法导岀，即保持 r 闶定并旦把。当作 r 记忆这两个偏导数公式的树形阁 
显示仵阄 12 . 19 中. 


闪变 a 

屮 |'Mj 变1 | 

I 

I . 

ri 变里 

^ 二 / U ( r ， jUlr . J )) 
a) 


w - fix. y* z) 



dw dw dj： dy dw Hz 

^ a 7 d 7 

b ) 



c) 



图 12.19 定理 7 的复合函数和树形图 


例 3 设 


u- = x + 2y s 2 f x - — t > = r J + In j t s = 2r 
s 

用 r 和 . f 表示 3 ttr / i ^ r 和加 /& 

M + + = (1)( 1 ) + (2)(2,) M 2 z )(2) 

dr dx dr dy dr ^ dr \ s I 

= 丄 +4r + ( 4 r )( 2 )= 丄 + I 2 r (代换中间变童 2 ) 

■t 3 

苧=笋竽 + ㉔ 处 + ^；逆 = ⑴卜：卜 （ 2 ) (丄卜（如⑻ = 

ds dx ds dy ds dz ds \ s m ) \ s / s 


如杲 / 是两个变童而非三个变量的函数，定理 7 中每个对应的偏导数公式减少一项 . 


患 ，% = g ( r i s ) T 厂 Wr ' s ), 则 

dtu dw Bx + dtu d^' 

dr fix dr dy dr 

dw Sw dx ^ dw 3y 

Bs Sx ds dy dn 


图 12.20 M 示上面第一个公式的树形图.第二个公式的树形图是相似的，只不过用 5 代替 r 
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例 4 设 


系聿 


川 r 和# 表 j ]\ dw / dr 和如/仏 

解 

…)⑴， " 

= 2( … ） + 2(…) (代换中 N 变燉） 
= 4r 


2 ( / 


(代换中间变撤） 


■= - 2(r - i 

= 4. 

如果/单独是*的函数，偏导数公式更为简单. 


^ rw =/( x) t * =尿 ( r ， s ) ,贝 rj 

dw dwfJjc dw dujdx 

孓 = 石瓦 ， ^7 = ^ 



dr ^ dx f^r + f)_v Hr 

m 12.20 记忆公式^ = ^ ^ + - ^ 
df dx dr dr f^r 

的树形阁 


在这种情况下，用寻常（一个 变量〉 导数 di^/d* 代替 aw/ 扣. i 己忆偏导数链式法则公式的树形 
图 图 12+21 屮. 


^ = fu> 



图 12.21 求/的导数的树形图，/ 
作为 r 和3以及一个中 
间变量 r 的复合函数 


图12,22求 T) 对于 * 的导数的树形 
m ； 置4»/心= 0,导致隐式嵌分法 
的简单计算公式（定理8> 


12.4.4 再讨论除式微分法 

定理5中两个变量的微分法则，导致由隐式微分法产生的经过某种代运算的公式.假定 
U 丨函数是可 微的； 

<2丨方程 F(r,y) =0隐式定义 y 为 f 的可微函数，例如 r = A(*). 

由于 w = F(\：r )=0, 导数 do^/dx 必定为零.用链式法则（兇图 12.22 中的树形图）计算导 
数，求出 
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S = 匕石 + 


^ (定理5取 j 


和/ = F ) 


如果 ' = 0,可以从这个方程求解办/心，得到 

-t —玉 

iix ~ A ., 

我们把这个结果表述为下面的正式定理 • 


定理8(»式»分法公式）假定 Hu ) 是可微的，并且方程 f (*， r ) =0定义>■为 * 的闲 
数.那么，在 f ，— 0的任何点， 


S=-i 


例5设 /-* 2 -9 in 町=0,利用定理 8 求 dy / d *. 

解取 FU , y ) 灯.于是 

dy f, _ ~2% - y cos %y _ 2x + y cos xy 

d* ~ F r 2y - x cos xy 2y ~ x cos xy 

这个计算比在 3. 6 节例 3 中用来求 dr / di 的单变量的计算大为 缩短. 


12. 4. 5多元函数 

我们在本节已经见到链式法则的多种不同形式，但是如果可能把它们视为相同的一般公式 
的特例，就无需全部记住它们.在求解特定问题时，画出相应的树形图，即把因变童置十01(端， 
中间变董居中，而把选择的自变量放在底部，可能是有帮助的.为了求因变量对于选定自变量的 
导数，从因变量开始，向下査看树形图下至自变童的每条路径，沿每条路径计算导数并且将它们 
相乘.然后求不同路径上的乘积之和. 

一般说来，偎定 u -/(*， y , …,<0是变… ， k ( 一个有 限集）的可微函数， *, r , …^'是 
P, q, <(另外一个有限集）的可微函数.那么，》是是从 p 到< 的变量的可微函数， w 对于这 
些变量的偏导数由形式为 

8m _ ㉞ + dy ^ + dte flt 

dp dx dp By dp dv dp 


的公式给出.其他偏导数的公式由每次用9,…，< 中的一个变童代替 P 得到. 
记忆这个公式的一种方法是把公式右端想象为具有分董 

和 （£，£，-‘‘■：£) 


/ dw dw 


■- S ) 


W 对于中间变量的导败 


中间变置对于选择的自变置的导数 


的两个向量的点积. 


习题 12. 4 

在习题】~6中， （■) 用两种方法把 dw / dt 表示 
成 f 的函数，一是用链式法則，二是用 < 表示 w 并 
且直接求对 t 的导数. （ M 然后在给定的 f 值求 
dw/dL 

w=x z 4 y 1 , ：r = cos t, y = sin t; t = iz. 

2. w =x ! + y 2 T x ~ cos t + sin t f y = cos t — sin f ； 
t=0. 


3* w - — + x - Doa 3 ^ , y = am 2 1 f z — \/t% i =3. 

4. tu = In (+ y i + x 1 ) , x - cob t % y ~ sin f ； 

t=3. 

5 . u =2ye z -lrw，« - In (f 2 + 1 ) , v = tan " 1 f, : = p ! 
t = l . 

6. w = z - sin xy♦ x )- = lni, z =e'~' ； f = i. 



在 七题 7 和 a 屮， （ a ) 州两种 方法把 h / au 和 
&/ 心衣水成 u 和 r 的闲数， - M 利叫链式法则 .二 
接 rt 接川《和|;表小二洱求汁数> ( b ) 然 u 在给定 
点 （ U , »;) 求 ifz/dli 和沿 /★_. 

7 ， jr = 4e^]n y, x = in ( «j <-oh v ) , v = u ^in v； 

( u ,tr) =(2,TT/4). 

8 ， j = tan '' ( x / y ) . x = u rus i ；, y = « «in t ； 

(u T r ) = (1. 3, tt/6). 

在 4 M 9 和10中， （ a ) Hm 种力法把扣 _/ 如和 
灿/扣表示成《和 r 的闸数，■是屮链式方則，二 
是直接用《和^衣小冉求异数. （ b ) 然后在给 
定点 （U . 1_ ) 求和加/此 
今 ， It = Aj + yz + xz , J = ii + t . y = u - v , : = mr : 

(L ( \/2A ). 

10 ， «? = In ( j 3 + y J 4 i" ) , X - lie'sin u ， y = Uf 'ma u, 
z = u^-, (u,u) = ( -2 t 0), 

在习题】 l 和 12 中， （ a ) 用两种 方法把扣. 
du/Sy 和 au/As 表4成 x、y t z 的函数 f …是用链式法 
则，二是直接用表示^再求导数.（ ㈨ 然后 
在给定点求扣/办， 扑和 au / 紅 

11* u ~ /j = i + y tf-x - v + ;, 
g _r ^ 

r = x ^ y - z ； { x , y f z ) = (/3 ,2,1). 
li u - ^ »in ~ l p , p - ain q - z 2 In y , r = l / z ； 
(*，，, z ) -(7 T /4 J /2, -1/2). 

在习题 13 〜 24 中，写出对千每个导数的链式 
法则公式井且_出树形阁. 

13 . 对于 x = g ( t ) , >」= / i ( i ) 的导数 

14* 对于 i =/< U /. ltr ) , U = g ( 0 T 1，=/| ⑴， 

的导数 


21 . 对 y '«，=*■(“）， 《=/|0.<)的«导 败亨 和宇- 

its 

22, 对 J: “. =/( j, v, = 4 t >，i =g(p,fj ), y =h(p^) H 

: g ), n 的偏异数^ ^ 

Z 3* 对 Tn /( u ). ^ =^( r) t r = A(d 的偏异数 


24. 对 丁(^=开（^>, i = r .. i , f ) . 的 

偏导数 

在>』题25 -28中，嵌定方程定义 j ■为1的可® 
闲数.利用定理8求 dy / dx 在给定点的值- 

25. x * - 2\ : + ty =0 ； (1,]) + 

26. ” +， ： 一 3* - 3 = 0 i ( - I ， I ) - 

27. x 2 +x r + / -7-0； { 1 t 2). 

28. ^ ir 1 + sin i / + / - In 2 = 0； (0 ,ln 2 ). 

三元函败的隐式微分法定理8 PJ 以推 广到二 
元函数以至史多变置的函数.：九函数的隐式 撖分 
法公式 如下： 若方程 Fix.y .z) =0定义 i 为; t 和 t 
的可微函数，則在厂#0的克， 

办 办 厂 

万， ar= — K 

在习题29 ~ 32中，利用这两个公式求办和 
&/办在给定点的值. 

29. r J - xy + yt + y 3 -2 =0； (1,1 J ) + 

30* -^- + + -^- — 1=0； (2,3,6). 

sin (j +j) +sin {? +z) +sin {i +z) =0； (x»ir t ir). 

32. +V +2 \nx-2-2 In 2 =0; (1 ,ln 2，ln 3). 

33. 如果 

it = ( j + 7 + z ) 5 , 


15. 对于 w ‘/tU.y.i ) ， x =/(u t v) , y = g ( u ,v), 

==々（《,〃>的偏导数^和^. 

iti. 对〒 U: =f( 「 -a t t) - r = , s = k(x t y ) , t = 

AU , y ) 的偏异数 f 和^^ 
dx dr 

17* 对丁 u; 友 （w), x=h( u t v) , r = A：(uj) 的偏 
导数 ㈤ 


x = r - j, y = cos < r + j) , 2 = sin ( r + i) 

求 dtv/d 「 在 f = 1 , j = - 1 的值 . 

34. 如杲 

w - xy ^r\j\ z, % - v Z /u f r = u -t- 1 *, x = ros u 
求如 / 加在 u = „ I ， v= 2 的值， 

35. 如果 

u = 文 ： + {y/x) ，文 =u - 2v + 1 1 y = 2u + v - 2 
求扣/决.在 u =0, t f = 0 的值」 


18- 对于 》 r = 片 （ H - r ), u = h ( x t y ), r = *( rj ) 的偏 

19. 对于 x =g(t,s) , )=ft(/ + s ) 的偏导 



20. 对于 y=f(nK <*=汉（「， 5 )的偏导数 


36. 如果 

z = sin xy + x sin y t x = u 2 + f", y - uv 

求 di/du 在 u=0, y = l 的值， 

37. 如果 

2 = 5 lan"'^» x = e a + In u 
求故 /du 和相/相在 u = ln 2 ， v = 1 的值. 

38. 如果 
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;= In q. Ij - ./(' + .i Ian 'll 

求利 ft ii = 1 , = -2 的仇 

39 .电路中的电压变化电路中 《 M 定 H ? V = W (的 
电 fid 随着电池的耗损 Ifr (缓慢 F 降. ㈣ 时， 
电阻 ff 随若电阱器的加热 rtiW 加.利刖方枰 

ill ' = nv <\1 朴 

di _ i>i ri* + ah ,if 

R =600 n , I ^(104 A, tW/,1; =ft5 和 
<iv/,li= -0.()1 V/, 的瞬 I'Mj 电流是加何变化的 ？ 





4« ■箱 子尺寸的变化假设长方形箱子的边长〜 
*. ^ 随时间改变.在考察的时刻 a = l m, 6 = 

2 m, (- = 3 m , ilu/df = db/At = 1 ni/s, dc/dl = 

- 3 m / s . 箱那个 B * 间的体积 V 和表面积 s 
的变化率是多少7筘子内部对角线的长度是增 
加还是减少 

41. 如果/(«,1、《;>是町微的，并 . ft ,, = r 

- ^ T tt ' = 5 - X , 证明 

m o 

<}x dy 8: 

42. 极坐标假定在可微函数 ut / k , 中代人极 

坐标 x=r ('oa 0 r y-r sin ft 

( a ) 证明 


和 


rlw- 

~dr 


= / z 以 m + /, ^iri 8 


( b ) 求解 < a ) 中的方程， 和如/时 表示 
L 和 

( c ) 证明 

«.拉普 拉 斯方程 证明：若 《</(“，,.） 满足拉普 
拉斯方程九+/„ =0， fi u = (, j - r )/2,,.= 
满足拉普拉斯方程„„ + 匕 =0. 

44 -拉普拉斯方程令 n _ =/( “）+ 1.) ,其中 a = 

I + i r .，’ = *- i _ v , ■= /^ T . 证明 K ■满足拉普 


拉 WlAP , 1 «■„+«„ =<)- 所® 的所 hw 数^ 
的. 

45 ■编 ffl 钱上的极值假泣闲数 / u ,),：0 rt ■:螺旋线 

X - cos t t y - sin 1 ,z = I 

h 的 A 的镚导数玷 

j \ = ftps f , / = sin t,/ t = r + t ^ 2 
/4: 曲线[.的什么焱 （ 如采存汴）吋能取极的 v 
抵空间曲线令 u 求士介曲线 

t = rorW , v = Jji ( f + 2 > , : = r 
[.的点 （1.Into) 的仿. 

47 -圆上 的通度 ^ T = f ( Xi y)^{m 


f - f. r = nin /, 0 ^ 

h 的点 u t w 的温度， n-nmyii 


( a ) 通过考察竽数 d ? y 山和 ^ T /^ r 求岡丨在什 
么点出现极大倌和极 小侦 温度 . 

(10 假定 r = 4 / -4 iv + 4 v ? - h 的极大 

值和极小值. 

48 - 樾圓 上的* 度 今 T:，（X. y)^MM 

t f 2j2co9 t t y - ■ylsin /, 0 ^ f S 2 tt 

懷 d y ) 的温度，并 fL 假 4 

sr ar 

( a ) 通过考察 （ 〖 r / df 和 d 2 T/dr T 确定 ffi 阅上溢 
度取极大值和极小值的位置. 
tbj 假定 r = 求 r 在椭阏 I ：■.的极大偵和 

极小值. 

求积分函敝的导 tt 在适度的连续性限制卜， 
存在卜述结果：苦 

FU) = f ^(t t x)iit 
則 a 

利用这个事芄和链式法则，通过令 


C(cr) = j" 

其中 U=/f O . 可以求出 
F(x) = 〔 

的 导数. 在习题49和50中，求函数的导数. 
49. F ( x ) = f \? r W f h . 

SO- Hx) = j\，’Y + x- dt. 
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12.5 方向导数与梯度向遣 


图 12. 23 显示 沿纽约哈得孙河西点 地区的 等高线地图，你会注意到图中各条支淹垂直于等高 
线流动.这些支流取道燉速下降的流动路径，所以河水以尽可能快的速度流到哈得孙河.因此. 
支流中的海拔商度的躲时变化韦 带有- 个特定的方向.在这一节，可以看到为什么这个称为 
坡__方向的方向是垂盘于等高线的. 



FSI 2.23 纽约西点地 K 的等高线地田，显示河流沿最速下降路径垂直于等高线流动 


12.5.1 平面内的方向导数 

从 12.4 节知道.如果 /(u) 是可微的，那么/沿可傲曲线 r = A(t) 对于 t 的变化 


肀是 


= 亚电 + 莖办 

dx df dy dt 

在任何点 &(%，}•„) mu ), 这个公式给出 

/ 对于增加的 （ 的变化率，因而特别依赖于沿曲线运动 
的方向.如果曲线是直线，而 t 是在某个给定单位向量 
K 的方向上沿直线从 P。 度* 的弧长参数，那么 d//dt 是 
/在其定义域内在《方向对于距离的变化宇.通过改变 
U, 当我们经过 P D 在不间方向移动时求/对于距离的变 
化率.现在对这个概念给出更确切的定义. 

假定函数/(*，/) 是在町 平面的整个区域 /f 上定义 
的，是开内的一点，并 a a 〜J’ 是单位 

向量.那么，方程 

I = + lUj , y = y 0 + 

是通过尽同 u 平行的直线的参数表示.如果参数 s 度量 
在《的方向从 A 起的弧长，我们通过计算在^的 
Af / As , 求出/在II方向上在^的变化韦（见图 12.24). 



图 12.24 /在 u 方向在点 心的变 化率是/ 
沿这条直线在的变化率 




像导教 


定义/在单位向置的方向在点丨的导數是 

/( X,, + JU, , 1,, + .«!, ) - /( 1 0 , Y n ) 




如果极限☆: ft . 

乃 ' 叫味数 Ui 川 


("-/), 

例1利 HI 定义，求滅数 


r/<\.u 办向作 /. w 1 , ，的异数 ’1 


在制、 \Au^[\/j2) 

解 

/ (*„ + ， r „ + .tiij ) 


j\x.y) - . v ； + r > 

I A^)y ；/[；■) 作点 />,,( I ,2 ) 的导数. 




(■”»'. 2) 


(公式 （m 

… 匕1 ) 、 ( 】會会 ) 




:-)+(: 


lim 


A 




，卜 


_/U.,v) -.r : +.x, *： U 方向在点/ *,,( 1 ,2) 的变化 5//2. 

12.5.2 方向导数的物理解释 

方稈： =/( .T..r) 衣冶令间屮的曲面 S . 如果& = 

耶么点尸。 （n〜） 位 T-S 卜_.通过点/^和 
/',(%,.1； 1 )并且平行于《的垂宵平闻同 .S 相交于曲线 C 
(见阍 12.25). /在《方向的变化率是曲线 C 在 |ft 向敁 
«和 ft 构成的右 f- 系中在 P 的切线的斜率. 

，《 = f 时.在尸,，的方向导数是祕/如在（: v „. >„ >的 
值.当《 = y 时.在/ •„ 的方向导数是 ay/ar ft ( ：•：,, ，& ) 的 
值.方向导数推广这两个偏导数.至此.我扪对以求/ 

在任何方向《的变化率而不仅限于方向/和/ 

下面给出方向导数的_种物理解释■假定 T ^ f ( x,y ) 

是平面内某个 K 域上每个点的温度，那么 /“„,)„) 是在 
点 r u ) 的温度，而（化 /) P ，是在 u 方向在 点匕测 
出的温度的瞬时变化宇 
12.5.3 方向导数的求法与梯度 

现在来建立计算 rt) ■微函数/的方向导数的存效公式.我们从 宵:线 

X = X a + SH, , > = >« + SUy 

开始，这是通过心的#数化直线， ffl 单位向 + 方向上增加的弧长#数 


s“ 2 J -/u … >v，> 


「 U 0 + JM„.V n + SU 2 
尸0(文0'>11> tf = U,/ + u z f 

^ 12.25 曲线 C 在怂 的斜申-是 
b 斜率这是方 


(2) 


于是 
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(馱， 瞭 (a 束 
= (S,; ui + (SV , 


(■ il 微忒数/的链式法! liij ) 


(由方稈（2)， df/ds 


ily/ds 


[( f ). 


(a 


定义函数的梯度向量（梯度） S 通过汁苒/在匕 的偏 4数得到的 


向童 


▽/= 


记马 ▽/ 汝作也读作 Y 的梯度”和“心_厂.倒：角形符号▽本身读作“心 r . 梯度的 
另外一个记等是 grad /, 按其书 S 方式读荇. . 

公式 （3) 说明，町微闲数/在 w 方向在点 P 。 的穿数是《和/在的梯度的点积+ 


定理9 {方向导败是一个点积） 若 /(*, y ) 在包含点的一个开区域内足可微的. 

| 则% 

i d( v/v “ ⑷ 

1这是/在 A 的梯度叫《的点积. 


例2求 / U T r > = xe T U 7 ) 在 r =3 f - 々方向在 

点 （2,0) 的导数. 

解 v 的方向是用 F 的长度除 v 后得到的单位 向量： 

“ = 5 十 

/的偏导数是处处连续的，/在 (2,0) 的偏导数由 
/,(2,0) = ( e r - r sin ( xy )) (I 01 = e ° - 0 = 1 
/ t (2,0) = ( xe ^ - x sin ( xy ) ) (3 = 2 e ° - 2 - 0 =2 

给出. / 在 （2,0) 的梯度为 

V / l (1 .„, =/,(2,0) t + /,(2,0 )j = ，- + 2 / 

(见图 12.26>. 因此，/在 v 方向在点 P (2, 0) 的导数为 

(D^f) | (! . # , = V/l„. 0> -« ( 公式⑷） 

= 0‘ + 2_/)‘(|^-| 个务 — | … 

■ 


用公式 



m 12.26 用图形表示V/作为/定义域 
中的向量，在 /(l>) =^ r + 
^ (叮）的情形定义域是整个 
: rv 平面，/在《 = (3/5)1 - 
(4/5)j_ 方向上的点 （10) 的 
变化率是 ▽/ « = -1 ( 例 2) 


U u f = Vf-u = I V /； ： « cos 6 = V/ ；cos 0 
汁算点积（其中 6 是两个向董《和叮之间的角），揭示方向导数的下述性质- 





偏导教 


方向导««./ =奵‘ “= Iv / lcw # 的性质 

( | ) 闲数/作 <-»'s = I 成行， u 和 ▽/ 的 / n ;_ i 相 M 时增加 w 仉就 M 说，汴〗 t 记义域的每个 
点 /*. 必数 fi +[/ A : p 的梯度向 ! ity / ■的々向增加 m 快.作这个 / n ;_ i 的导数记 

!)./= IV /|<™ ( 0 ) = I v/i 

( 2 ) f '- lff , fi \,~ ▽/ 的力•向减少 M 快./ V :这个力的4数坫 />,/= I v/i ,.<« ( tt ) = - I v / i . 

( 3 > M 梯度0 iK 交的仟何方向《坫/变化为芩的//1:, j . w 为这时的等 tt /2 11 .“ 
lij '= I V / I--..S ( tt /2 ) = I V /-' ■ 0 = 0 


ii : 如我 in 将仵 ; r 
例 3 求 / u ,. r ) 
(a )/<!：/(( 1,1) 
(»>)/ 忭点 （1,1) 
1«0/作点（ 1,1) 
解 

( a )/#: 点 （1,1) 


Glftf 讨沦的那样.这辟 _. 维的//向綍数的 n 质在•:维时 M 样存 
) + (_ rV 2) 变化的"向： 

)增加敁快的 
) 减少最快的方向. 

) 变化 ; tj 芩的 方向坫 什么？ 


) 增加 K 快的方 |;， j 足 ▽/ 的//向 

( vy -),,.,, = (,ri 4 


= Tfr^rw = ^ ,，+ ^- y 

( b )/ rt : 点 U ,1) 减少最快的力向足- ▽/ 的//向，这 


氣 .uni 


变化为；的方向足 N ▽/ 止 


/2 *^ y T " _ n= jV _ n ] 

参见 m 12. 27. 

12.5.4 梯度与层曲线的切线 

如果可微凼数 /U ,. r ) 沿光滑 I # (线 r = g ( t ) i + hO)j 
常数值 <■ (使曲线成为/的 E 曲线）.那么 / UP ). hU )) 
在这个方稈的两端求 * 的导数，导出方程 


r ) 在点 （1.1) 增加 M 快的 
是 v / l ,,.,, = i + J ‘的方向. 
_应下-曲面1-.作点（|. ] ,|) 
.速 t : 升的方向 （ M 3) 


並 ' 也+巫# 
d / dr df 


盖小 (if ‘ 


方稈 （5) 丧明， ▽/ ㈣ 切向 ® dr / 山正交， 
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忤 Mf 微忒数记义域的每个点 


/的梯度 R 通过的层曲线正交（叱 


力枰 （5 ) Uf : 艾我们的观察 结采： 地形阉中 H 
流的流向岛线（昝地阁12 23). 由 r 
卜流河流将以®快的方式流向它的终点 .所以 
它必须/卜://叫泞数 n 质 U ) 的负梯度向试方向流 
动.方柙 （5) ft 诉我 fi _ j 这种力向 M 以曲线屯 ft - 
这个观察结果也使我们能够求层 曲线的 yj 线 
hn , 它们 足同梯度 i [: 交的打线.通过点 
匕（〜， y „) H \^] k\^=Ai + Bj il : 交的 ft 线 U 有 

A(x - x ti ) + ftiy - r u ) = 0 
( IV^J 题 35). 如果 ~ 坫梯度 （ V /^.~ = J \ ix a , y ti ), 

/_( U t ) (ir - T n ) +/( 

给出的 W 线. 



m ii 2 h <尚二乂阚数在 - 点的梯度始终 m 闲 
数通过耶个点的 w 曲线 t 之 

+人 U ,， V tl )>, 这个力枵圮山 


的切线的方程. 

解这个椭闽是函数 



vf \ t 1 n ^ + 2 r >) = - / + 2 j 阁 12.29 把補剛"4)“二23作 

㈣ 是餓 ~ … ) ^ S «/(，. v ,= ( . V 4) + ^ 

的 E 曲线. uj ■以求这个桷 

(- l )(, + 2) + (2) ( r - i ) = 0 (//!?.(*.)) 晒 _( M 4) 

x - 2y = - 4 ■ 

如果己知两 t 函数 / 和 g 的梯度.我们 A 然知 j @ 它们的常数倍、和，差 . 枳以及商的梯度- 
汴习题36中要求读者证实梯度运算的卜述法则.请注意，这垮法则和-元函数导数的相应法则 
H 有問样形式. 


梯度的代数运篝法则 

(1 丨常教倍法则 

(2) 和法则 

(3) 星法則 

(4) 积法则 


S?( kf) ^kVf (ft 意实数 A) 

▽(/+ 片）二 ▽/+ ▽汉 
V ( f - g ) = V/-Vg 
V (/^) =/ Vg+gVf 
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例5我们以 


/“.，）= .r - j V/ = i -j 
g(x,y) - 3> Vg - 3j 


为例说明梯度代数运算法则中的两个法则： 

(1) 法则 （ 3) 

▽(/ — 豕） = -4> ) - i - 4j = V/ - 

(2) 法则 （4) 

▽ (A) = V(3xy -3y 2 ) - 3yi + (3^ - 6y)j = h ( i ~j) + 3 r / + ( -6y)j 
= 3r(< -j) + (3x - 3y)j 

= 3r(i -j) + {x -y)y = gVf +/Vg ■ 

12.5.5 三元函数 

对于空间中的可微函数 /(*,>■，;:） 和单位向暈 u = i + u .,A , 我们打 

吖 H . + 心 

和 

d _/= ▽/.« = + f 1 

知 By dz - 

方向导数可以再写成 

DJ - Vf^v = I V/： |tt, 008 ^ = I v/| cos 0 

的形式.所以过去对于二元函数列出的性质仍然存在.在仟意给定的点，/在 ▽/ 方向增加最快而 
在- ▽/ 方向减少最快.在同 ▽/ 正交的任何方向，/的导数为零. 

例6 

(a > 求 /(*U) = / - 町 2 - r 在 v = 2f -3y + 6* 方向在点 (t , 1 ,0) 的导数. 

(b}/ 在什么方向在/> 9 的变化 最快？ /在这些方向的变化率是 什么？ 

解 （a) 用 v 的长度除 v 得到 v 的 方向： 

I v 丨 = -/(2) 2 + ( - 3) 2 + (6Y = -A9 = 7 

u = ifi = f 

/在 P。 的偏导数为 

L = (3^ = 2, X =-2xy ,, 10; = -2, 乂 = - 1 I,, , 0 , = - 1 

/在^的梯度为 

V/I = 2i - 2j - t 

因此，/在 f 方向在点 h 的导数是 

A 6 _ 6_ _ 4 


( D . f ), 


(»1】函数/在^/=2/_2_/-*的方向增加最快而在 - V / 的方向减少最快.在这两个方向的变 
化肀分別是 

Iv /! = -J(2y + (-2) 2 + 卜 1 广 =方= 3 和 ^ ; v/ | = _ 3 ■ 



习题 12-5 

{\^im ] -4 rji t 求 必数#给记点的梯度，然 ^ M / 在给定的梯度 V /和叻线的针 B . hi' l s 

)fi ^IIHj 1 !蚋数通过点的梯度和 U 曲线的草出 W 线的方枵. 


I. /(^to ) =y -x t (2.1 ) r 

2-/( i； T j) ^ In (t = + V 3 ) , ( I T 1 ). 

3. i , r ) = y -x\ (-1,0), 

4, x ‘) ) = i * (■/ 2 J )■ 

存:4题5~8中.求闲数/在给定点的梯度 V / 

5* j\x,y\z) + y 2 -2 z ^ + ; In ( J .1 1 1 )， 
^f(x t y,z) =7z % ^Mx 11 +^)2+^ l xz t (1 JJ ). 

7 - f(x^Y,z) = (x 2 + Y 2 + Z 1 ) ' ' n t In ( xy:) , ( - I >2 T 
-2). 

^f(x,y t z) = ； + ( r + I ) sin ( x, (0,0. 

tt /6). 

在 ~ 题9~16中，求闲数 匁向 在点 P , 的 
异数. 

9,/(x,y) ^2xy-3y\ J 〜 (5,5) t A =4i +3 / 
lft ./ u ， r ) =2? o ;， P n [ - \A). A=3i-4j. 

II. g(x f y) - (y 2 /x) + -/^ fieo 1 ( 2xy) t 尸 0 ( l • 1 }. 
A-i2i + 5j. 

H h( x，y) = tan 1 ( y /j ) ■+ V^'sin " 1 {^-/2) T P I> ( l f 1) T 
A=3i- y. 

\^f{x y y,z) = xy + p ^([,-1,2), >1 =3 i + 

6 y -2 Jt . 

- j s + If - t P n (1 ， 1.1) , A =( + 

j + A . 

15. t . y ,;) =3 e K rosvr , P a ( 0 , 0 , 0 ) . A ^ 2i + 

J~2k, 

1 <L /i ( ac , > , J ) = ('os ary + e ™ + In iv T P 0 ( l ,0,1/2), 

A =i + 2j+2k. 

在 4 题 17-22 中，求函数在点匕增加最快的 
方向和滅少最快的方向.然后求函数在这两个方向 
的导数> 

17. /( x^y) ^x 2 +xy +y 2 , PJ -1.1). 

) = t ： v + f^ain > , P Q ( 1 T 0). 

19-Ax-y,:) =( X /y) P a (4J f l). 

20. 貧 =x^ +z 2 T P 0 ( 1 ,ln 2 t L /2). 

21. = In 3^ + In ys + In x :, P 0 ( 1 - K 1 )『 

22. WHZ ) =ln (x 2 ^r 2 -i) +”6z- P 0 (KUOy 

在 J 题 23 -26 中，起 _ 出给定曲线 / U , j ) 


23. r 5 + > J =4. {JlJl、. 

24. x 2 - v - 1 v (J2\\). 

25. i> = -4, {2 t -2). 

26. x 2 - vr + y 2 - 1 , ( -1.21, 

27. 零方向导数闲数 / U 、 v ) =^ r + v 2 仵什么方向 
h 汴点 P (3,2) 的导教々5^ 

孤雩方向导数承败 / U , })=(，-/)/(/ +/) 
在什 么方向 I .在点 以 M >的沣数为芩？ 

29 t 吋干忒数 /Uo ) - 3 xr + 4/ ,姑否々:在 - 

个方向/4这个力向4点 H 1,2) 的变化申 
等丁 14"? 提出祎案的理由. 

30. 沿一个 m 变化的瀛度对 r 温度兩数 

= 2^> - > r ( 湿度以摄氏度为 中位， 距离以奂 K 
为中- 位）， M 否存在个方向: T 在这个方叫 
h 的点 P ( 丨 T - M ) 的变化率为- 提出 

答案的理由. 

31. 在点 / VU 2), 函数 /( d ) 在方向的导数 
是 n 泎-2_/方向的导数足-3, rm 
方向的铎数是什么？提出答案的理由， 

32. {£ 点 广函数 /( J ,) fr : v f +) - A 方向的 


导数是最大的./在这个方向的导数值为2万. 
( a ) V / 在 P 的值是什么？提出答案的理由. 

1 1> } 迮点/在 i +) 方向的导数是什么？ 

33. 方向导数与纯置分置 在 点 fV 吋嫌函数 
/ U . rd 在-个中位 问量 u 友向的 导数 ， M 
( V /) Pn ] t B 方向的纯量分量有何关系？提出答 
案的理由> 

34. 方向导雄与俄导数假定函数对丁所 
X 的方向导数和偏导教有定义，塢/,化/, 

人 ，乂有何关系7提出答案的理由. 

平面内的直 tt 证明： -4(^-^) + S(J - 
> 0 )=0^ xy 平面内通过点同向 M 
^ + 母正交的直线的方程. 

36 .梯度的代数运 》 法則给定#数 t 和梯度 


v/= j 


+ i j+ { k - vg 




证实这两个梯度的代数运 算法咏 J . 
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12.6 切平面与微分 

在这忤’我们 A 空 ㈣ 中的光滑曲 曲上 -点定义切平面.然后展沿如何从定义曲面的甬数 
的偏导数求 W 平面的 方程. 这种 思想同在肀 钚平面内一元凼数的曲线上-点的切线定义相似（阽 
2 - 7 ^)'接卜太研究多元闲数的全微分和线 忡化. 

12. 6. 1切平面与法线 

如果 + 足在 UT 微闲数 / u ， r , d 的以曲面 =r h 的光滑曲线， 

耶么 /U(<) ,fc(t)，fcU)) = c . 求这个介程两端对 _f- f 的导数，导致 

^/(«-(0 Mi) M0) = 告 (r) 

mfn-o (链編 ） 

V / ( \ r/ih ( * ) 

存:沿曲线的毎个点. y/>] 曲线的速 度向域 圧交. 

此时，我 fN 把注意力限制在通过点 p „ 的曲线 
I .( lit « 12. 30). ^. P „ 的所存速度向 * 在 p n 都同 
■正交.所以曲线的令部切线位子通过 p „ 同 ▽/ 正 
交的平面内.我们把这个平而称为 曲面仵 p „ 的切 
平面.通过 G 间这个平 ifli 乘灯的线是曲面在 p , 

的法线. 


定义在 of 微函数的层曲面 / u . y ，；：） = f 上点心 U , ,，>•,, z 。） 的切平面是通过尸„ 
同 ▽/! ,.， 正交的平面. 

_曲面在 h 的法线是通过心 HV/I 平行的茛线. 

内此，从 10.5 节玎知.切平面和 法线貝 有下述方稈. 

/(*_ H ) 以在心^，九 , zj 的切平面 

f,(P»)(x-x 0 ) +/, ( Z 3 ,,) ( y -yj +/ I (P (l }{s -z 0 ) =0 (2) 

H *， y . z ) 的法线 

一 _ … 0 +/,( P „) t . r = ? W,Wr …。 +/(户。)* (3) 

例1求曲面 /(*， r ^> +/ +^_ 9 =0(脚形抛物面）在点/>„(1二 4 )的切平面和法线. 

解曲面的围形显示在图 12. 31中. 

切平面是通过户„同/在 p „ 的梯度垂直的平面.这个梯度是 

V/lp. = (2xi + lyj + k ) !tlt： = 2/ + 4/ + * 

W 此，切平面是平面 

2(1-1) + 4( y -2)+(:-4)=0 或 2 j + 4 y + z = 14 
曲面在 /*„ 的法线是 



图 12.30 梯度 V / M 曲面内通过 尽的紐 
条光滑曲线的速度向 S 正交. 
H 此在匕的速度向電付丁 -- 
个公共平■面内，这个平 * 称为 
曲由仵点^的切平面 
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切线的方程为 

x - \ + 2t, y = \ z = 3 ^2t ■ 

12.6.2 估计函数在特定方向的改变 

与我们在闲数/的定义域从一点 P。 移动一小段距离 d, 到达邻 近的男 外一点吋，如果钽佔 if. 
闲数值有多大的改变，方向导数起着寻常琦数的作用.如果/是一元函数，我们介 
d/=/ ， {P 0 )d.( (ff 常导数 x 增量） 

对二元承数和多元函数，我们利用公式 

d/= (V/I, (方向导数 x 增最） 

其中《是从 Po 移动的方向. 


估计®数/在方向《的改变 

为了估计可微函数/的值从点/>„在特定方向 B 移动一小段距离 d* 时的改变，利用公式 

d /=( V /|,. ■ B )- d * 

[ ___ ' 方向 _ 导败 m£t«t 


例4 对于函数 


/( ^* y , z ) - y sin ^ + 2 yz 

如果点从 p D (o,i,o) 直接向 p ,( 2 , 2 , -2) 移动 a i 个单位，佔计/的值有多大改变. 
解首先求/在向置/^, =2f +j-2k 方向在点 P„ 的导数.这个向量的方向是 


/在 h 的梯度为 



争 + 


闶此， 


▽/L.K。:. = ( (r cos x)i + {sin ^ + 2z)j + 2 r *) ( , [0) = i + 2Jt 


函数 / 的值从 A 在“方向移动 ds =0. I 单位产生的改变 d/ 近似等子 

d/= (V/l^ -«)(di) - (- y)(0. 1) 一 0.067 单位 _ 

12.6.3 二元函数如何线性化 

一.元函数可能是很复杂的，有时我们需要用较为简单的函数替代它们，使其在特定的应用 
问题中给出所需的精度而在处理上不至于出现很大困难.在这件事情上，我们采用的方法同求 
—元函数的线性替代(3_ 10节）相似. 

假定要替代的函数是 z=/(=t, r ) ,并且要求替代在一点（％, R) 的邻域是有效的，在这个点， 
我们知道 /■ /,和 / t 的值，而&/是可微的.如果从点按增置 Ax = a - %和 Am 移 
动到任意点 （*，;r), 那么由 3 节的可微性定义，给出函数的改变 

/(* ， y) -/(t 0 ,yj =/,Ci 0 ,r 0 )A* +/.U 0 .j- 0 )Ay + + 

其中当 it. Ay—0 时， e , , £i -.0. 如果增 SA* 和 Ay 很小，乘积 4* 和 A r 必然更小，并且有 
/U,y) =/C*o ， n) +/,(*o.ro)(* - * 0 ) *fMo,y a )(Y -y a ) 


换句话说，只要 A* 和 Aj •是很小的， / 将近似具有线性函数 i 的同样值.如果/是难于利用的， 
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而我们的计算允许带有误差，那么可以用 t 作为/的近似值（见图 12.33). 


定义函数 /(* ，汐 在/是可微的一点的线性化是函数 

^ t x rj } = y( 其。 *y。） +人 （A.y。） （欠 - *0〉 ^ytC^at^fp) iy Xo) (5) 

逼近 

/( x , y ) » L ( x , y ) 

是 / 在 （~，h) 的标准线性通近. 


从方程 (4) 看出， 平面 J = 同曲面 J =/U,jO 在点 

相切.因此，二元闲数的线性化是一种切乎面通近. 
N— 元函数 的线性化是切线逼近的方法一样. 

用可微函数 /(*, t ) 在点的线性化 iU.y) 逼近/ 
时.一个重 要问® 是通近可以达到何等梢度. 

如果在以（％,')为屮心的一个矩形区域 /f 上（见 
图 12. 34) 可以求出I/」，|/„丨和|人|的一个公共上界 M, 
那么可以用一个简单公式（在 12. 9节中推导）限定在整个区 
域 A 上的误差&这个 误盞由 E ( x , y ) =/( x , y ) - L ( x , r ) 
定义- 


^-4-- 一‘: -V- '• * /*. - . ■> 





，-九 



V , - * 膨! 


: t -袁僅今 

U r 卩 


标准线 性逼近 的误差 

如果函数 /(\y ) 在一个包含以点为中心的矩 
形的整个开集上存在一阶和二阶偏导数，并且 W 是 
\L I, \/„ I和1人I的值在《上的任意上界，那么在上用 
/(*,y) 的线性化 

U ^, y ) =/(w。） +人(*。，九）（*-*。） +/ T C*o.ro)(r-yo) 
替代/引起的误差满足不等式 

I E ( x , y ) I | i - i 0 | + ly - j - J ) 5 


对于给定的 M, 为了使 i£(;c，y) I成为很小的童，必须 
使 U-*。！ 和 lr-y D l 是很小的童. 

12.6.4 術分 

从 3. 10节回忆一下，对于一元函数 ？=/(*>, 当*从 
a 改变到 U+A* 时，我们用 

V =/(« + Aac) -/(ff) 

定义/的改变，并且把/的微分定义为 


阳12.33如果在 (％, h ) 是吋 
微的.那么/在邾近的任 
何点 （U ) 的值近似等于 
/(*o.r 0 > +乂（ * 0 ,r 0 )& + 





m 12.34 平面内的矩形区域 
R : I X - I h , I y - 


d/ = / f ( a )A* 

现在来考察二元 函数. 假定 /h,y) 是可微函数，它在点（〜，7。>的僱导数存在.如果从点 
移动到邻近的点心山+ Ay)， /的改变是 

V = /{*0 + Ar,r 0 + Ay) - f ( i ot Y 0 ) 

利用记号 * - 气= Ax 和 r-y。 = 从 “u) 的定义直接计算，显示1的相应改变为 
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Ai= t(* 0 + 4*,j- 0 + i^-} - L(x 0 ,yJ 

=fXx D ,y„)^x Ay 

微 分如和 办是卩 变量，所以它们可以被赋予任何值.通常我们取 d* = d*=*-：« D , dy = Ay=y- 
r „* 子是.我们打下述/的微分定义或奔全微分定义. 


定义如果从点 （* e ,h) 移动到邻近的点+心,知+办）.在函数 /(*, r > 的线性化中产生 
的改变 

<1/ =/.(* o . r 0 ) d * +/ T (* d ， y 0 Wy 

称为/的全微分. 


例 S —家公司制造正圃柱形的糖浆甿存罐，罐体的高度为25英尺，半径为5英尺.那么甿 
存罐的体积对于髙度和半径的微小改变有多大的敏感度？ 

解 用体积公式 v = mi, 全微分给出体积改变的近似值为 
dV = v ,( 5 , 25 )dr + V h ( 5 , 25 )dk = (2-rrrfe) , 5 H) dr + < irr 2 ) = 250 tt dr + 25^ dft 

因此， 半径；■的 1 单位改变将使体积产生约 25CW7 单位的改变，^度 A 的1单位改变将使体积产 
生约 25 tt 单位的改变. St 存罐的体积对于 r 微小改变的敏感度是对于 ft 同样微小改变的敏感度的 
10倍.作为承担质量控制的工程师，所关心的是保证贮存罐具有正_的体积，因此需要特别注 
意贮存罐半径的精度. 

相反，如果把 r 和/«的值颠倒过来， 

^ Lr = 25 , h = 5 , 那么 K 的全徽分变成 
dv= (2ur/[) (U^dr + ( it 〆） < a dA 
= 250 tt dr + 625 tt dk 
这时体积对于的变化比对于 r 的变化 
具有更大的敏感度（见图 12.35〉. 

一般的规律是函数对于产生最大偏 
导数的变量的微小改变具有最高的敏 
感度. ■ m 12. 35圆柱体体积对于 ft 度和半径傲小改变的敏感度 

12.6.5 多于两 个变量 的函数 

对于多于两个变量的可微函数，存在类似的结果. 

(1) 函数 /U，y,d 在点 PJw 8 ，*。） 的线性化为 

Ux , y , z } = f ( P B ) +/,(/ J o)(x - i 0 ) +/,(P 0 )(r - Yo ) 

(2) 假定 K 是以'为中心的闭长方体，它位于一个开区域内，/在区域上的二阶偏导数是连 

续的.同时假定在整个 ff 上|/„1， \ f „\, I/J, 1/„1 , 1/„1和 1人1 全部小于或等于那么用 
t 逼近/的误差 £(* ，: r,i) = f ( x , y , z ) 在整个 R 上以不等式 

I fi l=s I * - + 1 广九 I+ 卜 -z 0 I > 2 

为界. 

(3) 如果/的二阶偏导数是连续的， 并且； 从力山士改变微小的量也，％，也那么全徽方 

df = f ,( P a )dx +/,(PJd, +/,(/ > 0 )di 
对/产生的改变给出满意的通近. 

例6求函数 


I , 


a) 圆拉体的体 ffi 对于啦微小 

改变比对于 A 同样的微小改 
变具有更大的敏感度 


b) 01柱体的体积对于 A 的 
微小改变比对干 r 的同 
样微小改变具有更大的 

敏感度 
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f(x ， y ， t) - x 1 - xy + 3 sin i 

汴点二 （2,】，0) 的线性化然后在矩形区域 

K: \x -2\K0.0l,\y - \ 1^0. 02 Jj 1^0-01 

I 求用 A 枓代 / 所产生误差的一个上界. 

解例行汁算给出 

/(2,l t 0) = 2 t 乂 (HO) =3， / T (2J t 0) =-2 t f t ( 2 t l , 0 ) = 3 
Ux , y y z ) = 2 + 3( j - 2) + (- 2)0-1) + 3 (j - 0) = 3^ - 2v + 32 - 2 

由 r 

九 A= 0 ，A = - 3 sin 2, / n - - 1 , / u =0， 人 =0 
我们可以有把握地取 max!-3 sind =3 作为乩因此，在 if 上用 L 替代/引起的误差满足 
I 万 I 矣 士 (3)(0- 01 +0.02 +0.01) 2 =0.002 4 


习题 12. 6 

在习题 ] 中，在给定曲面上的点 /V 
( a ) 求切平面的方程； （ b ) 求法线的方程< 
h x 2 +^ 2 =3, P 0 ( l . l , l ). 

2 . ^ + r 2 =1 B t ^{3,5, … 4>. 

3. 2i - x 2 =0, ^(2,0,2). 

4. jc 2 + 2” - / — = 7, /^ (J + - 1 ,3 >■ 

5- ros vx - x l y + ^^ + yz = 4 y (0 T 1 ,2 ) 

《 X 2 - xr - y 2 - z = 0 , P 0 (1 ■ 1, - 1) ■ 

7. a : +y + J = ] T 尸。（0.1，0)一 

8. % + y 2 - 2xy - x + 3y - z = -4 , P 0 ( 2 T - 3 T 1 S ). 

在 4 题 9 〜 12 中， 求在给 定点同给定曲面相切 
的 T 面的方程. 

丨 ; = ln +/), H0). 

10. :: = e (0,0,1). 

11. s- vV-i. ( K2,1). 

12. z = 4x 2 + y 2 , ( M t 5). 

在习题 13 -W 1' 求在给定点同两个曲面的 
相交曲线相切的切线的参数方程. 

13. 曲面 ： x + y 2 -f 2 a = 4 ； x = 1 . 

点： （1 丄 a 

14. 曲囱： xy %^\ % x 2 + 2 ^ +3^ ^6. 

点： (1 T U )- 

15. 曲面： j 2 +2> +2 j = 4； y = h 
A ' ( MJ /2). 

16. 曲由 j : x ^ y 1 + i = 2 ； y = L 
点： ( 1 / 2 , 1 , 1 / 2 ). 

17. 曲面：/ 十知 2 / +/ + AXT - Z 2 =0； x 3 +/ =11. 

点： CU ,3). 

18. 曲面： X 2 4 j 2 ^4 ; JC 2 + y 2 - z ^ Q . 

点 ： (Hw 


19. 对丁函数 

/( U , z ) = ln / j ? + / + j 3 

如果坐标点从尸 0(3,4, i 2) 在 h + 6 y - 
2* 的方向移动一段 tb =0, 1 申位的距离 t 函数 
值的改变大约是多少？ 

20 对于威数 

- e'cos y z 

如果坐标点 P(x,r，d 从庳点在 2i + y-2k 的方 
向移动-段山 =0. I 单位的距离，函数值的改 
变大约是多少9 
Zh 对于嘁数 

g( x fj^z) = x -*■ x cos z - v sin z + \ 

如果坐标点从& (2, -1，0> 朝 / VO , 
1,2) 移动一段心=0+2单位的距离，函数值的 
改变大约是多少？ 

22. 对丁承数 

= cos { mj) + xz z 

如果坐标点从尽 （- i , -it - 1) 朝原 
点移动一段 4=0.1 单位的距离，函数值的改 
变大约是多少？ 

23. 沿圔 周的霣 度变化假定印平面内在点 （\. v ) 

的摄氏温度为 T(x,y) sin 2^并且分平面 

内的距离以米为度置单位.一个质点围 绕圆心 
在原点半径为 I m 的圆周依职时针方向以恒速 
2 m / s 运动. 

U ) 质点在点 P ( l /2, vT /2) 经受的温度改变是 
多少摄氏度每米？ 

I b ) 現点在点尸经受的温度改变是多少摄氏度每秒？ 

24. 沿空间曲线的*度变化假定一个空间区域的 
摄氏温度由 Hi ? =2? 给出. 在这个 
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K 域运动的质点在时间（的位童由^ =2匕)= 
给定，其中时间以秒和距高以米为度 

董爷位 - 

( a ) 质点在点/ *(8,6, -4) 经受的温度改 变适多 
少摄氏度每米？ 

( b ) 质点在点 P 经受的温度改变是多少摄氏度每秒 V 
在4醏25〜30中，求函数在每点的线件 

25. f{x >y ) =x 7 +1 在 [ al (0 t 0), ( b](J J ). 

26. f{x,y) =( x + r + 2 ) a 在 ( a )(0,0)，（ b |< l ,2). 

2 X f{x,y) ，: ^-4 y + 5 在 U }(0,0 ) T ( b )( lj ), 

28. /(hW =// 在 ( bKO . O ). 

29. f{x,y) ( b )(0, ir /2). 

30. f[x,y) =， MS ( al (0,0)，( b )( l t 2). 

在习题 31 〜 36 中，求函数 /(*. y ) 在点 匕的线 
性化然后，对于在矩形区域/?上的线性 
化退近 /< W ) 的误差值 I , 求-个 

上界> 

31. f(x,y) = a 2 -3 邛+ 5在点 / V 2， l ): 

R： \x-2\ ^Q.Y t \y-；\ L 

32. f(x,y) =(i/2)x l +xy^([/A)y^ +3^-3> +4^ 
点尸 & (2,2) ; 

H- \x-2 \ 名 0. 1 ， I y-2^0. 1- 

33. f(x,y) = 1 +y +x ws j 在点 P 0 (0,0); 

Ri \x \ 2 f l T l 名 0.2. 

(在估计五时利用丨 coa y I 笑 I 和丨 s in r l 矣 L ) 

34. J(x,y) = */ + j cos (x - 1) 在点 Po(l ,2); 

R ： li - 1 I ^0. 1 T \ y -2\ ^0, l + 

35. f(x，y) = e T cos y 在点 P 0 (0,0); 

Ri ^0. 1, I jl 莓 0. I . 

(在估计 K 时利用 e * 在 1, 11 和 Icos ^ j 矣 1.) 

36. f{x,y) ^lnx+]n y 在点 P 0 (1 ,1 ) i 

R'. \x-[ I ^0.2, \y-\\ ^0.2, 

在习题 37~42 中，求函数 / U ， y Ti ) 在给定点 
的线性化 

37. f{x,y,z) -xy + y^+xs 在点： 

(»)(1 J . O ? ( bl ( l ，0 T 0); 

( c ) (0,0,0). 

38 w 2 + / + / 在点： 

(»KM J )： ( D )(0，1,0>; 

39. /( w ) = v 4 : 十 r 在点: 

{») C 1,0,0)； ( h )( M ,0)； 

40. / U ， r ，；> = (sin 疗)/：： 在点： 


(a)(ir/2,l t [). (hj(2,0,l). 

41, =〆 +COS 在点： 

[ a ){0,0,0) ; Ibl ( O . f . O ); 

42h = tan' 1 ( ^ }\i : 

{ aKl ,0,0) ; [ b )( M ,0) ; 

⑷ U 人 l ). 

在巧题 43 -46 中，求承数 / U . r ,:) 迮点^的 
线件化 tUu ). 然后. 对 T 矩形 K 域/?卜_ 的线件 
化遇近/(^.^)-^(^)的议左值1以.求-个 
I - 界」 

43. J \ x t y , 2 } = Ei -3)? +2在点 P 9 ( 1， I ，2>: 

R lx -1 I ^0.01, 1>-1 I ^0. 01. 

I f -2 I ^0. 02. 

44. /(*,_>■ tI ) + ( L /4) r 2 在点 / Vl . l . 

2)： 

a Ix-I I 莓 0.01, \ y -)\ 矣0+01， 

\ i -2\ ^ Q . 08. 

45+ f(x,y f z) =ay + 2Tx-3xr 在点 P 0 ( I J ,0) j 
R-. Ix-L t ^0 + 01, f v - l l ^0,01, 

I J I ^0.01. 

46* f{x,y^) -Jl cos i sin (y +s) P 0 (O t O,tt/4) : 
fl : I x I ^0. 01, I r I ^0. 0 L , 
u - ti /4 I 莓 a oi . 

47. 估计最大误差假定 7 是从公式 T = x {^ + 
e J 求出的值，其中 I 和 y 取2和 In 2的最大 
可能误差分别是丨 dx 丨=0,丨和 I d ) 丨 -0.02, 
佔汁在汁算 r 值时的最大4能误差. 

电咀的变化由电阻为/?,和&欧姆的电 Hi 器 
并联（参见附图）产生的电阻 /?. 可以 m 公式 

丄=丄 1 
R ~ H t + R , 

计象 



la ) 证明 

< b ) 假定你设汁出由附图所示的两个电阻器的并 
联电路，其中& =100欧姆， & =400欧撖 
但是在制造中电阻总会有某些改变.由厂商 
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提供的电阻器不“： r 能达钭这两个准确 的电阻 
値.电路的电用值 wstn 和&中哪■个 
改变的敏感度史大？提出答案的11由. 

49. 假定你打算通过测馕细长矩形的长度和宽度米 
计算矩形的面 a 你成该对长度和宽度中哪 ■ 
个尺寸 的测霣吏加关注？ 提出答 案的理由. 

50， （*} 病数 / U t r ) =* 2 (r + 丨） 在点 （丨 ，0) 周闹的闲 
数值烤 * 改变的敏感度人还是 对; K 改企的敏 
感度大？提出答案的理由. 

( b ) 心对办的什么比值将使 d / 在点 （ I ， o ) 的值 
为零？ 

SL 2 x 2 行列式的值 对 J ■行列式 

f(njt t €,d) = |° 

如果 U I 的值比 \ b \,\ r },\ d \ 的值人得多，行 
列式的值对十 a j , c , d 中嘛 个 的愤最敏感？ 
提出答案的理由. 

52. 濾尔 》批置公式 经济学中的威尔逊批缳公式 
说明.对 T 商店而#，吖昀货物（无线电设备， 
飪子，扫帚， 等等） 最为许苗的订昀董 P 由公 
式给出，其中 k 是提出的 ir 单的 
价格， w 是每周销售商品的数 量， *是毎件商 
品每周的保管费用（包恬占用空间，公捽设施、 
安全等在内的费用）.<?在点 = U . 
20,0.05) 附近对 r 变 鼠 尺，和中的哪个是 
最敏感的？提出答案的理由. 

53+ /( U ) 的 饯性化 是切平面暹近 证明： 在由叶 
微函数/定义的曲面匕在点 
的切平面是平面 

乂 （ m )( 又 - % Uo ， A ) ( y ） 

-U -/^% rjo >) - o 

或者 

■2 =/( ^ o * y <>) +/,- 
+/,(* o » ro)Cr -> o ) 

因此.在^的这个切平面是 / 在匕的 线性化 
的图形（参见附图）. 

12,7极值与鞍点 



54. 函轚沿圆的渐伸线的改変求兩数 / b . v ) = 

^ 作:曲线 

r (0 = (nw £ + / nin ()i -f (sin t - t f )j, f > 0 
的单位切向&力 向的# 数. 

55 . 函數沿軀 旋钱 的改变求闲数 / U . V ，幻 + 
r +^ J ft 嫘旋线 

r (；) = (ocjs Of + ( win ()/ + ^ 

的申 f :/ 叻向 疑方向 仵点/= - tt /4. 0. TT / Am^f 
教.忒数 / 给出蟫旋线[从 点 / Mud 到职 
点的距离的平方.这 1 U 十芦的 ¥数给出气户 U 
过点/= - ir /4, 0, tt /4 移动时这个跑离 f 方对 
7^汴这邱点的变化韦. 

56. IE 规曲线 条圯 滑曲线对曲面作 

一个相交点是 it 规的，如果曲线的速度向爾等 
f _ 曲面汴这一点的梯度 ▽/ 的非零纯锇倍数. 

i £ 明：曲线 

0 = !ti - ~(f + 3)* 

与 I = 1时是对曲 面， + / - 。= 3的士:规曲线. 

57. 切 fl 线一 条光滑 曲线是对曲 lfd /( T .. u ) 仵 

t 夂焱切曲线，如梁曲线的速度向 & H 曲由 
在这-点的梯度 ▽/ 是 if : 夂的 T 
证明：曲线 

r [ t ) ^ Jti +Jtj { 2 t - \ )k 
当 J = 丨时是对曲面 / 1 的切曲线， 


二元连续函数在闭有界定义域上存在极值（参见图 12.36 和图 12.37). 我们从这-节宥出， 
通过检査函数的一阶偏导数 t 可以缩小这些极值的4找范 m . 二元函数的扱值 H 可能出现在定 
义域的边界点或两个一阶偏导数同时为零的定义域的内点，或者出现在一个或两个-阶偏导数 
不存在的点.但是，这两个偏导数在一个内点（心 A ) 为；并市总是预示着存在极伉.作为函数图 
形的曲面可能在 （《,6) 的正上方成为像 a 鞍的形状，并 r 在那里穿过它的切平面- 
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m 12, 37从点 <1 CM 5,20) 荇到的“闻 m 曲面 

y { I I J I - I r I I - I V I - ! V I ) 

定义闲数在正力形 K 域 1*1 d l r l s 
^ [.旮一个极大个极小侦 

为了求一元函数的 M 部极值， 寻找函 数闬形中貝有水平切线的点+然后，在这样的点中寻找 W 
部极大值、局部极小值和拐点.对于二元 Rfi 数 / U . y ). 寻找曲面2=/(1 有水平叻平面的 
点，然后.仵这样的点中寻找局部极大值、局部极小值和鞍点.我们从定义极 A : 偵和极小 位开始 
U 论局部极值的罕数检验法. 


m 12, 36 闲数 z = j)r 

仵 f 方形 t < 域 UI 笔3订/2 + 1 ? 1耷 
3 tt /2 \M 个极大值丨和 ■个约 
为 -0.067 的极小值 

12.7.1 局部极值导败检蹌法 


定义 假设 /( iy ) 是在包含点 （ a ， A ) 的 K 域 R j 
义的*那么 

(1) /(^ W 是/的一个局部极大值.如果 /( U , A ) 赛 
/ U . y ) 对于定义域中以点为中心的一个开圆盘内 
的所有点 （ U ) 成立. 

(2) / U ,/0 足/的一个局部极小值，如果 / U . A ) s 
M i ■定义域中以点为中心的一个汗圆盘内 

的所有点 （ U ) 成立. 


(町近没 fi 史人的 /frtt 



鲟部极小值 * 
( W 近没有更小的/值> 


局部极人值对应于曲面2=/^,7〉 上的“ 山®'局部极 m 12 ' 38 
小值对应 P 曲面的“谷底”（见® U .38). 在这样的点.曲 
面的切平面（如果存在）是横向的.局部极值也称为相对 

极值- 


一个局部极大馆足 
“山顶”.一个砧邡极小 
值是一 t - 谷底” 


士:如-元函数的情彤，确定局部极值的关键是用阶竽数检验法 . 


人物传记 

西门 • 丹尼斯 • 泊松 
( sim ^ on - De-nis Poisson , 1781—1840) 


定理10 ( 局部极值的一阶导数检验法) : 函数 I 

/('7)在其定义域的一个内点 （《, A ) 有局部极人值或再 | 
局部极小值，且在那里存在一阶偏导数， 则人 i 
0, l ( a t h ) =0. : 


证明如果点 w 部极值，耶么泌数 < u ) 饤个 w 部 

极值 （ UL 阳 12. 39). 闪此，， U ) =0( 第4饫定理2)， 

气前， UXUJ ), 所以 /,(« J >=0. 对闲数 A ( y ) = 

/ Uo ) 作 M 样的论证，证明 y ;(« j )= o , ■ 

如采对 T 曲面 z =/(： c ， x > 在点 u ，&) 的切平面力稈 
j \{ aj }) (x - a ) + f r ( a y h)(y - b ) - (z - f ( a f b )) =0 
代人 =0 和 / 7 ( fl 乂 ）=0 t 那么方构化简成 

0* u - rt) + 0* (J - 6 )- 之 + /(rt.A)= <) 

成片 

2 = f{ ft, b) 

闪此，定理〖0说明，曲曲仵取局邡极 f 肖的点确实為水平 
叻平 谢，只嬰那 M 存汴切平面 - 


定义在忒数 / U , r ) 的定义域内和/均为零的内右，或若乂和/；之不存在或两荇 
都不存在的内点，足/ 的临 界点. 


定理10说明，阐数 /< u ) 可能取极值的点只能是临界点和边界点.同一元吋傚闲数的怙 
形一样.并非 A 每个临界点都会 出现 极值.一兀吋微函数 nf 能冇拐点.二元可微闲数可能有 
鞍点. 

定义叫微戒数 / u ， y 在临界点 UJ ) 也个玻点，如果 ft 以点为中心的每个1 
开圆盘内，存 在定义 域的点 （ U ) 满足 /( ty ) 也存在定义域的点 U . jr ) 满足 I 

/ U . V ) </{ «,/>). 曲面2 ^/( x , y ) 上对应的点 u , 6,/( rt J )) 称为曲面的鞍 A (见 | 
阁 12. 40). ； 



ia t b , 0) 


m 12. 39如果 / U , v ) 的 W 邡极大值出现 
在 m v ，6. 那么-阶偏才 
教 /. U.W 和乂 U.D 均为零 



m 12-40 在原点的鞍点 
例1求 / U , y ) 十/的局部极值. 

解函数/的定义域是整个巧平面（所以没有边界点）.并且处处存在偏导数乂 =2^和/ = 
2 r . 因此，局部极值只可能出现在 
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J , = = 0 和 

的点. 这种点唯一的可能是原点.由于/不可能 
取&值，我们矜出原点给出函数的局部极小值 
(见图 12,41). _ 

例 2 求 / U , r ) 的 W 邢极愤（如粜 

解/的定义域是 整个呼 甲-面（所以没 有边界 
点），并且处处存作偏竽数/, = - 2* 和/, = 2. r . 闪 
此.局部极值只可 能出现 在原点 （0.0). fll _ 圮， 
沿正: t 轴，函数/具有值/(*，0) = <0； «ViH 

. r 轴，/具有值 /(0, y) =〆 >0. 因此.在: vyf-ffi 
内以 （0,0) 为中心的毎个开圆盘内. 包次 函数取 
正值的点和取负值的点.函数在原点有一个鞍点 
(见图 12.42) 而不是取局部极值.由此我们得出 
结论，函数/没有局部极值. ■ 

在开的一个内点 U . A ) , / =/ =0不能保 
i £/ 在邵里具有焯部极值. fa . 是，如果/ 及其 
一阶偏导数和二阶偏导数在 fl 上连续.我们可 
能从将在 12.9 节证明的下述定理中知道更多 
结果. 


/, = 2 v = 0 



is 12.41 函数 /(*， . y ) +/ 的 ra 形是 

抛物 / +_ v : ; Sft 在原点有 
M 部极小值 0( 例 l ) 



m 12 . 42原点 是闲数 / u . y ) =/ -/ 的苞 
点； /4、存在局部极值（阀 2) 


定理11 (局部极值二阶导数检验法） 假定 / U ， J ) 及其一阶偏导数和二阶偏导数在以点 
U .6) 为中心的一个阏盘上是连续的.并且 /. (〜 M = 人 （ a , 6 ) =0. 那么 
⑴若在点（</>)有/„<0和人人-/>0,则/在 U .&) 有 届部极 大值. 

1 H ) 若在点有九 >0和/_/„〜 / L >0, 则/在 （ a ,6) 有 局部极小值. 

<IU 丨若在点 UJ ) 有人九 - fl < 0 , 则/在（《,6)有鞍点. 

{1»|若在点（ <1 ,( 1 >有人4-/^=0,则检验法无 结果. 在这种情形，我们必须寻求某种其 
他方法确定的特性， 


表达式/„/„ -尺称为函数/的判别 式或黑塞式. 这个表达式有时写成行列式 


f 丄 -4 = 


|/„ /„ 


的形式，更容易记忆. 

定理 〗 1 说明，如果判别式在点 （ a , A ) 为正值.耶么曲面在所有方向以同样的方式弯曲：若 
/„<0,曲面向下弯曲，导致局部极 大值；若人 >0,曲面向上弯曲，导致局部极小值.另一方 
面，如果判别式在点 （ a . 6) 为负值，那么曲面在某些方向向上弯曲，而在其他方向向下弯曲， 
所以出现鞍点. 

例3求函数 


f { x , y ) = xy - x 1 - y 2 - 2 i - 2 j + 4 
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的 M 部极浪. 

解函数 M 对所打1和）定义的和可微的，它的定义域没有边界点.因此.喊数仅在 /. 和/, 
M 时为零的点有极值.由此导出 


/. = r - 21 - 2 = 0, /, - I - 2y - 2 = 0 

或# 

x - j - 

所以.点 （ - 2 ,- 2 ) 是 / 可能取极值 的唯- 点.为；■看出 
是祈如此，我们计算二阶偏导数： 

L =_2 ， A =-2, /., = 1 

/在点 （ a ,/>) =( -2,-2) 的判別式是 

/„/„ -/：,= (-2)(-2) - ( I ) 3 = 4-1 = 3 

.二阶偏导数的组合 

九 <0和 /„/,-4>0 

告诉我们，/在点 （ -2, -2) 有 M 部极大值./在这一点的 
值为 /( -2, -2)=8. ■ 

例4求/(%7> =7的局部极值- 
解由于/是处处可微的函数（见® 12.43), 它只能在 
/, = r = 0 和 /, = ^ = 0 
的点取极值.因此，原点是/可能取极值的唯一点.为了 rai 2 . 43 曲面 * = * r 在原点存 
看澝函 数在原点的特 ft , 我们计算二阶偏 导数： 4K ^ (f?J4) 

/„ =0, a =0, 4 = 1 

/ft 原点的判別式 

f 山 -/> - 1 

为负值.所以函数在原点 （0,0) 存在鞍点.我们得出 / u ， y ) 没有局部极值的结论. 

12.7.2 有界闭区域上函数的绝对极大值和绝对极小值 



在有界闭 K 域 ft 上寻找连续函数 /(*， r > 的绝对极值分三步 进行： 

Ul f 】 出 K 中这样的内点，/在这苎点可能有 M 部极大值和 M 部极小值，并且计算/仵这些点 
的值.这样的点是/的临界点. 

(2) 列出 K 中这样的边界点，/在这些点可能有 M 部极大值和局部极小值，并且计算/在这 


些点的值.我们将在下面例子中简要说如何做这件亊. 

(3) 检查这两个列表#找/的极大值和极小值.这些 
值是/在 ft 上的绝对极大值和绝对极小值.由于绝对极大 
值和绝对极小值也是局部极大值和局部极小值，/的绝对 
极大值和绝对极小值出现在第（ I )步和第 （2) 步列表中的某 
些地方. 

例 S 求函数 

= 2 +2* + 2 r - I 1 -/ 

在第一象限内以直线 z =0, j '=0 和 (为 边界的三角 
形区域上的绝对极大值和绝对极小值. 

解由于/是可微函数，/可能取这些值的点只能是二 
角形区域（ 5 L 图 12. 44) 内乂 =/. =0的点和边界上的点. 



用 12.44 这个三角形区域是例5 
中 函数的 定义域 
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( aj 内点对 f 这样的点.我们有 

/, = 2 - 2* = 0, /, =2 - 2 y =0 

由此得到单个点 = (1,1). /在这个点的值足 

/(1,1) = 4 

< b ) 边界点一次取•:角形的…条 边： 

( l ) ft 线段上 . ；r = 0. 现在可以把闲数 

/(*, j ) =/(*,0) = 2 + 2 x-x 1 

视为盅义在闭 KN 0«*^9 上的*的函数.从第 4 章知逬，它的极值可能出现在 K 间的端戍和使 
fix, t ))=0 的内 点， ^,^*=0, /(0, 0) =2； /(9, 0) =2 + 18-8 f = -61. fct 

/'( i . 0) = 2 - 2 x=Q 的唯一内点是* =丨 ， 在这个内点 /( i , 0> =/( l , 0) =3. 

I H ) 在线段 0« 上， *=0, 而 

/(*,r) =/(0,r) = 2 + 2> - r ; 

从/对 * 和 r 的对称性以及刚才所作的分析，可知在这条线段上可能出现的绝对极值 M 
/(0,0) = 2，/(0.9) = -61, /(0,1) = 3 

( Uil 我们已妗考虑了 /在线段的端点的值，现在只须检査的内点.用_>=9-得到 
/(x.y) = 2 + 2 i + 2(9 -*) - (9 - x ) 1 = - 61 + 18 i : - 2 x i 

9 -x) =18-4^=0 给出 

IS 9 

1 = 4 = y 

在这个 z 值. 

r = = | ■而 A^,y) = /( y . y ) = _ y 

归纳我们列出函数 / 全部可能的 极值： 

4,2, -61,3.- (41/2) 

极大值是 4 ,这是/在点 （1,1) 的值.极小值是-61，这是/在点(0,9>和 （9,0) 的值， ■ 

求解对函数变 董有代 数约束条件的极值问题，通常需要采用下一节介绍的拉格朗日乘数法. 
但是，有时我们可以直接求解这样的问題.请看下面的例子. 

例 6 —家投递公司只承接长度和围长（截面的周长）之和不超过108英寸的长方形包装箱. 
求这家公司可以接受的最大容积包装箱的尺寸. 

解令*. Z 分别表示长方形箱体的长、宽.高，那么 
箱体的围长是 2 r + 2 j . 我们要使箱体的容积 F = ¥( 见 
图 12. 45) 达到最大值，条件是满足;《 +27+2^ = 108(投递公司 
接受的最大箱 体〉. 这样，我们可以把箱体容积表示成两个变 
量的函数： 

V{j,z) = (108 -2 y -2 j )^ ( V = xyz,x - 108-2 j -2 i ) 

= 108^-2/1-2^ 

置这个函数的一阶偏导数等于零， 

V r (y,i) = 108 i -4 yi -lz = (108 - 4 t - 2 z)z = □ 

K(y^) = 1087-2 〆 = (108 - 2 v -4 z) r = 0 

给出临界点 

(0,0),<0,54),(54,0) ,(18,18) 

箱体在 (0,0),(0,5 4 ),(54,0) 的容积为零而不是最大值.在点 （18,18), 应用二阶导数检验法 
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弟 J 2 幸 


(定理】1 ) : 
f 焰 
W 此， 


V„ = - 4z， V a = -4v, K, = 108 - 4y - 4z 
V^V a - Vj = - 16(27 -y-z) 1 


和 


F„(1M8) =-4(18) < 0 


IKK - = 16(18)08) - >0 

3 [涵 < r,d = ( i 8, ia ) 给出箱体最大容积.这时包装箱的尺寸是 

^ = 108 -2(18) -2(18) = 36 in 


j = 18 in 
2 = 18 in 


箱体最大容积为 
或 


V = (36)( 18)(18) = 11 664 in' 


6. 75 ft' ■ 

尺管定理10是强有力的，我们还是要求 读者记 住它的 M 限性.这个定理不能应用到 函数定 
义域的边界点.函数在边界点即使具有非零导数，依然可能在那里取极值.此外，定理不能应 fH 
到/,或者_/；不存在的点. 


极大值和极小值检验法小结 

! 函数 /(*,>•) 的极大值和极小值只能出现在： 

10/定义域的边 界点； 

I IU 1 临界点 (/定义域中满足/ =/, =0的内点或者/,或 / f 不存在的 点}. 

如果/的一阶偏导数和二阶偏导数在某个以点 （ a .(0 为中心的整个昍盘上连续，并且 
fM,b) =/ r { o ,*) =0,那么 /( a , t ) 的极值特性可以用二阶导数检法检验： 

⑴在 (》, &>/„<0和乂 X -4 >0。届部极大值. 

< U ) 在（“， 6 )/„>0和=» 局部极小值. 

|叫在（《，^0人/，-/:,<0=> 被点. 

—1在（《, =>检睑法无结果. 

习鼉 12. 7 


在习题 l-M 中，求函数的全部极大值和极小 *. /(!,,) =2xy-x 2 -2 / +3*+4. 

值以及鞍点. 9. f(x,r) -4*r+y +6y+2. 


fix^y) -% +xy+y 2 +3x-3y +4. 

10- f{、y 

-3jc 3 +6xy+ 7/ -2x+ 4y, 

f(x t y) + ^xy + 3^ -6^: + 3/ -6. 

11. JU.y 

= 2x 2 +3ij +4J 2 -5j + 2r. 

f(x,y) =2xy-5x 2 -2y 2 +4jt +4y ^4. 

12. /( x , r ) 

= 4x 2 -6xy-^5y -2Qx +26y. 

f(x,y) =2xy-5x 2 -2/ +4^-4. 

13. fix^y 

=x 2 -j -2x +4v+6. 

f{x,y) -x 2 +ry + + 2> +5. 

14. f(x,y 

=x 2 -2x^ +2/ -2x^2y +\. 

+xy-2x-2y ^2. 

15. / u，r 

=x 2 + 2xy. 

f(x r y) =5xy - lx ' + 3x —67 +2. 

16. f(x,y) 

= 3 +2 r -2xy-y\ 
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17 

/U 

y) 

d - 

y y - 2xy + 6. 

18. 

/U 

y) 

=? +3t> 

19. 


y) 

= ftx 3 

-2? +3y: +6 打， 

20 」 

/“ 

r) 

=V 

- 2t 1 - 3x 2 + 6xy. 

21. 

/U 

r) 


+ //3 -4xy, 

21 

/U 

r) 

= 8x J 

+ / +6'r. 

23. 

/{X 

r) 


>■' +3/ -3 v ; -8. 

24, 

/U 

r) 

= 2x 3 

+ 2〆 -^x 2 +3y 2 - [2y. 

25. 

yu 

>> 

^4xy 

-x 4 -y\ 

lf>. 

/U 


=V 4 

/ + 叫 

27. 

/U 

■v) 

= 7^i 

1 

r' - 1 ' 

28. 

JU 

>' )= v 

+ xr + 丄， 
y 

29, 

JU 

r) 

=y si 

n x. 

30, 

/U 

r) 

=^f 

js y. 


题 3 I -3 B 中.求媧数印给定定义域的 
绝对极大值和绝对极小值， 

31第一象限内以迕线 =2. _ t =2 t 为痄的 
m 用形板 [.的 闲数 

/( J ： , r ) = 2x: -4x + y 2 ^ 4 y + 1 
32 .第-象限内以立线*=0, r =4, 为界的闭 
角形扳上的闲教 

0{x,y) ^ x 2 - xy ■*■ y 2 ■¥ ] 

33■第 象 限内以茛线*=0,厂 0. r + 2 尤= 2为界 
的闭-.角形扳上的闲数 

Ax , y ) = x- +y l 

34. 矩形板 CJO 矣5, -3 忘03 t 的函数 

rc^.y) = x 7 + xy + y 2 - 

35, 矩形板 -3 笑 y S 0 上的由数 

T(x,y) - x 1 + xy + y 1 -bx -^2 
36矩形板0^^1,0忘：^1卜.的函数 
f{x,y) = 48*y - 32^ -24/ 

37. 矩形板 -17/4 在： r =^ W # 见附图）上 
的函数 

/(^t t? ) = (4j - j 1 }coa y 


i = (4^ - ^ 2 ) cosy 



38■第」象限内以 it 线* =o, r=o. x +} =\ 为界 
的角形板 h 的甬败 

/( X . v) = 4 x - ^ X \ + 2v + J 
39 求便积分 

f (ft - a 

到大值的积分限 ft fvK H 中 

40. 求使积分 

f "<24 -2 x - x : y \ix 
达到 S 大值的 fU 分限《和乂技中《=^. 

41. 假设闲数的偏导敢力 

( a ) /. =2 x -4 y , / T =2 y - Ax ： 

(b) /. :2 x -7、 =2,v-4 : 

(c) /，9/-9. 人 =2_v“r 

求它们的极大值.极小值和鞍点 { 如梁存 
描述你在每种悄形的推理方达， 

«. 对 T 下列每个函敢，判別式几人 -/!, 在收 A 的 
所邡极值的二阶汙数检验法大 
效. 通过描 给曲面 2=/U，.V) 的形状，判哳兩数 
汴原点岳杏有极大值1极小值或鞍点 . 描述你 
汴毎种情形的推理力7先 

( a ]/( X t r ) ^ x 2 } 1 . { b )/( j ：,> ) - L - X 、' 

Uiu =/ ( d ) f [ x ^) = x \\ 
( cJ /( j 。） = x s y \ (r)/(r,v) = X 4 y *. 

43, 证明：在甬数 /Uj) +J tn + v ] 中 .Jt Jiit 
取什么值.点 （0,0) 是 / 的临痄点，（提 子：芩 
察4=0和*_0这两种情形 . > 

44耐丁喊数 /U.y) =/+紜 v + f , 在常数 A 取仆 
么值时二阶导数检验法保 证闲效 在点 <0.0) 有 
鞍点？在 A 取什么值时函数在点（0.0>有跽部 
扳小值？在 i 取什么值时..阶导数检验法役冇 
结宋提出答案的理由 T 

45. 如果/, (fi t 6) = f r ( a , b ) = 0, /( x ，)) 在 A a ， ft ) 必 
定有 W 部极大值或者 H 部极小倚叫？提出答案 
的理由， 

抓 如果闲数 /U._>) 及其一阶偏导数和二阶偏螓数 
汴整个以 U，A) 为中心的某圆盘上是连续的 Jt- 
11人 UJ ) 和人的符号相反，关 7 VU, 
W 能够得出什么结论？提出答案的理由. 

47. 在曲面2 的图形 h 位于平面I + 

2> +3 ； =0〖:方的所有点中.求距离平面最远 
的点 - 

«在曲面 +r 2 + ]o 的 m 形上求圯弗平而1 + 
2> -;=0最近的点. 

49」函数 /( x. 1 ) = I + >在闭的第一象限: t 5：0 和 
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第 J 2 聿 


内没冇绝对极大俏.这个结论同汜文中关 
7求绝对极俏的 W 论相抵触吗？提出答案的 
理由. 

50. 在屮//形 K 域0在和1上考察函数 

^ + / + 2xy - x - y + ] 

(a) 诎明： / 迮这个 il: 力形内的线段 2；t 十2 7 = 1 
I.心■个绝对极小值.这个绝对极小憤是 
什么” 

(b) 求/仵正方形 K 域 | 的绝对极大值. 

参数化曲线上的极值为 r 求凼数 /u,>0 在曲 

线 d ⑴， r = r ( OL 的极值，我们把/作为变置 
^的-几闲数，并 [1 利用链式法则求 d // A 为零的 
点.然 d 同任何其他元函数的悄形一样，在以 
>范围求/的 极值： 

(a) 临界点 （ df/dt 为零或者不存在的 点）； 

(b) 参数定义域的蝻点. 

在七騍51〜54中，求函数在给定曲线上的绝 
对极大值和绝对极小值. 

51. 函数： 

(a)f(x^) =x+y. ib)g(x,y) =xy. 
i^)h(x,y) =2x 2 +y\ 

曲线： 

(i} 半圆丨 y^O. 

(ill 四 分之阓 =4, *為0, r^o. 

用参数 力-程 I =2 cus ，， y=2 air /. 

52. 函数： 

{H)f{x,y) = 2x + ^y. {b)g{x,y) =.xy. 
{C)k{x,y) =x 2 +3，. 

曲线： 

⑴半椭圆 （？/9) +(7 2 /4) =1， r^o. 

(ii) 四分之一椭圆 UV9) +(yV4) = I， ^^0, 

，这 a 

用参数方程 x = 3 cos /， y-2 sin (. 

53. 函数： f{x,y) =xy. 

⑴直线； r=2t， 厂 t + 1: 

(iil 线段 y = t + l t -1 幻在 0, 

(叫 线段 *=2f, y=/+U 
54」函数 

WU, j) 

y) =1/(^ ” 2 ) + 

曲线： 

⑴直线 y^2-2t. 

(UJ 线段 j = >=2-2^ 

SS. 最小二乘法与回归线当我们试图用-条直线 


y = mx + b 拟介数值数据点的集介 

(*1 ,y \) 

(见闬 12.46)B|, 通常选择这样 一条在线：从 
各点到迕线的垂 直距离 的平方和取最小值.在 
珲沦这意昧着求 m 和 A 的值，使闲教 
m- ~ ( mi, + i ->,)'+-■■ + (mj, + b - y m ) 2 
⑴ 

达到最小值.证明，瞒足这个费求的 m 和办的 
_ ( I ^ J ( I > i ) … 

fSx.^-nlxr ⑺ 

* = ( In -™!**) O ) 



m 12.46 为了用一条直线拟合 +在- 
条直线上的点，选择使离趋 
的平方和达到最小值的直线 


其中全部和是从 A = 1 到 4 = n 求和 T 许多科学 
计算器带有计算这种公式的内置程序，用户在 
输人数据后只用少数 fl 个搡作键就能求出 m 和 
6的值. 

由 m 和&的值决定的直线> = mi 十 if 称为 
所研究数据的最小二乘线、 ® 归线或者趋势 
线.求一条最小二乘线，使你 
(1) 用简单表达式综合数据； 

U) 对于其他未经试验的: r 的值，蕷测 y 的值： 
(3) 以解析方式处理数据. 

在习题 56- 58中，用公式 （2) 和 <3)求毎个数 
据点集的最小二乘线，然后用所得的线性方程预测 
对应 的: r 值. 

56- ( -2,0), (0,2), (2,3). 

57. ( -1,2), (0,1), (3 t - 4). 

58 <0,0K (1,2), (2,3). 

计算机探究 

在习题59〜64中，考察 由数礴 定它们的局部 
极值.用一神 CAS (计#机代教系统)执行下列处理 
步骟： 




偏导数 

( a ! 绘 制成数 存:给定矩形 K 域 f •.的阁形. 

( b ) 绘制矩形 K 域内的某衅线. 

( cl 计算阐数的-阶偏异数，并 ILfHtAS 的方 
程求解器求临界点.临祚点 | al 在 （ h ) 中_ 
tl ! 的 S 曲线 * 何力系？郫畔临界点（如果 
存在> M 现为 m fh 答案的理由. 

( d ) 承数时计数，并 n . 求判別式人九- 

A- 

U ) 利用极大值-极小悄检验法，对在 （r ) 屮 
求出的临界点分类.所得结果同你在 （ <0 
中迸行的 tt 论一致吗？ 

59. /(* ,v) -x 1 +y 3 -3iv. -5^x^5, 

12.8 拉格朗日乘数 


-5« v « S . 

60. /( 3*_r』+ >' - 2^x^2, 

61. ~ x * + v 2 - 6> + 16, - 3 ^ t 笔 3 t 

_6 在，毐6」 

62. /(x,y) =2x 4 + v 4 -2x : - 2v : + ^ 

-V2 -J/2^.v^3/2. 

^ H x.y) ^5/ + L8x^ -30X 1 + 30xy -]2Ux\ 


从 /(U ) 


2^ y ^2. 
p'ln (r 3 +.v : ) t ( 夂 v) #(0,0). 
If). (J-.r) 芦 (0.0K 


-2^x^2. -2^y^2. 


有时我们獬要求一个函数的极值，它的求值范闱被限制在平面的箪个特定子集内.洌如在 
岡盘或闭-:角形区域 T 或者沿一条曲线.在这一节，我们探讨对受约束的函数求 M 值的-种强有 
力的方法一拉格朗日乘数法. 

人物传记 12 8.1 受约束极大值和极小值 

- 1 T 先考察一个极值问题.其中受 约籴极 小值可以通过 

约瑟夫‘路易.拉格朗 H 消太一 个变*求出. 

(Joseph l^uis I^nge, 1736-1813) 例 i 求平面 k + ) - : - 5 = 0 上 M 原点最接近的点 
P { x , y \ z ). 

解问题是在约束条件 


下求函数 


2x + y - z - 5 - 0 


的极小值. 


'OP\= /(^ -0)- + (> - o ) : + {z 


由于 I 万？丨只要在函数 


v’.V + ).] 


f{x,y,z) = X 1 -ir r ; + Z 1 

存在极小值时就有极小值，我们可以通过求 /( J ：, v ， j ) 在约束条件 2 i +) -2-5 =(J K 的极小值（因 
此避免平方根）求解 问题. 如果把这个方程中的 j 和^作为自变量，并 a 把=表 w 成 
Z = 2 jf + JJr - 5 

问题遂简化成求点 （ sr ) 使函数 

hix^y) = f(x,y,2x + y - 5) - x~ + y 2 + (2 .r + > - 5 ) 2 
在这样的点取极小值.由于九的定义域是整个 aj 平面+〖2.7， 的阶 导数检验法告诉我们，/ { 
可能具有的任何极小值必定出理在满足条件 

h K = 2x +2(2* ” -5) ⑵ =0, h' = 2r + 2(2^ + v - ?) = 0 
的点.这就导出方程 

I0x + 4y = 20, 4j ： + 4y = 10 

5 5 

了 ’ T 


和解 



弟幸 


找们论 iiK 和阶导数检验法 UF 明这个点的值使 A 取极小值.在平面 z =2 i + r _ 5 上对 


:叫 争)十… I 

W 此，我们所求点敁接近的点为 

巧 ff-l) 


从 " 到拟点的距离足 ■ 5冰= 2. 04. 

w : ra 川代人法求解受约由极大值成极小值问 
题，例如4:例|中町以引用的方法，汴非总是4行 
的. 这就记 我们要作本钉 f d 新方法的原闪之 --. 

例 2求双曲 tl ; 而/ -1 =0 上 M 原点最接 
近的点. 

解 t XSi 曲忡面如阁 12.47 所*. 我们在这个 
柱尚 h 4 找 N 原点最接近的点.这些点的坐标使满 
足约也条件 * -I =(> 的函数 

/( r . r ,,) = r ; +/ + z J (距离的平方） 

取 M 小值.如果把 * 和 y 作为约束方程中的6变 
我们 fl 

= T ： - I 

n u /( x . y , z ) = ； 2 +v + i : 在上的值由函数 
/i(-v,r) = i : + V 3 + (a ; - 1 ) - 2.v 3 + / - t 
泠出.为 r 仅柱时 I •.求 肀标值使 / 取极小值的点. 
我们作吁平向内 找肀 标值使 a 取极小值的点 . ^ 
的唯 -- 极 M 出现 在满足 



囝 12- 47 例2屮的双曲拈面 -I =0 


k t = 4x - 0 和 

的点、 . 也就是在点 （ 0,0). 佾是.在柱面上不存在 
时为零的点 . 错说 出现在哪里？ 

问题是：一阶导数检验法求出的（如它应有的那 
样）是 /* 在其定义域中取极小值的点.另一方面，我们 
耑耍的却 U 忭柱面 t : 使 A ft 钉极小值的点.虽然 A 的 
定义 MM 幣个：^平面，但是我们在柱面上能够选择点 
fU .. v_，d 前面两个坐标的定义域被限制为柱面在4平 
CM . i : 的“影+ ”，它 f 包含直线* =-丨和* = 1之间的 
带 1 X ( 见图 12. 4 S ). 

扣采把）■和 z (而不足： （和 y ) 作为自变童.并且用 



V 和 j 把 * 表术成 

— r : = 2 ； + 1 

我们可以避免这个 问题. 用这个代换， f { x , y . z ) =* ! + 
r : + z 2 变成 

k{ v , j ) = (z' + I ) +■ / + r ? = t + j ■"+ 7,z 


图 12.48 在平面内从双曲 ft 面 / 

=1上的点中选择前面 
两个坐标的区域.不包括 外平 
面 内的# 区 -I （例 2) 
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并 f_l_/ 找使 tu.y) 取其最小值的点. F 平面内丨的定义域这时对应于这样一个定义域，我们作 
X :, f 选择柱面上点 （*，y，z) 的 y 坐标和^坐标.内此，：《平面内使 i( r . j ) 取极小值的点将有 H: 闹 
J . 的对应点. i 的® 小值出现在满足 

i r = 2 r = 0 和 fc, = 4: = 0 
的点或荇 y=z=0 的点.这就导出 

* ! = ^ + 1 = I , * = ± I 

往而上对应的点是 （±1,0,0). 我们从不等式 

k(y,z) = 1 + / + 2? 3 ： I 

可以 看出， 点（± ,0,0) 给 :I.U 的极小值，同时可以看出，从原点到柱面上 -. 点的极小趴离 坫1 个 
中.位. 

解2求柱面上同原点最接近的点的另外一个方 
法， 是想象一个以原点为中心的小球像肥皂泡.一样扩 
大， _ft 到它接触柱面 （见图 12. 49). 在每个接触点，柱 
而和球面有相同的切平面和法线.闶此，如果把球面和 
柱面表示成通过设置 

/(*.>',*) - x 1 + y 1 + I 1 ~ a 3 和 g ( x , y , z ) = i 1 - - 1 

为零所 得的层 曲面，那么梯度 ▽/ 和在两个曲面的接 
触点是平行的.所以在任何接触点，我们能够求出一个 
纯童 A ( w lambda”）， 使得 

V / = XVg 

或者 囝 12. 49 —个中心在原点的球像肥皂泡 

2 xi + 2 yj + 2 zk = A (2 ii -2 tt ) 那样扩大，直到它接 *1 双曲柱 

因此，任何接触点的坐标 U , 必定满足三个纯量 面：^-? -1=0( 例 2) 

方程 

2x = 2Ai* = 0, 2z - - 2\z 

对于什么 A 值，坐标值满足这三个纯量方程的点 （nz ) 也在曲面 /- 1 =0 上？为了回 
答这个问题，我们利用曲面上没有 * 坐标为零这个事实推的结论.因此，当且仅当 
2 = 2 A 或 A = 1 

时， 2 x =2 Xx . 对于 A = l, 方程 2z= -2Ai 变成 2 jt = -2 z . 如果这个方程也是满足的，：必须为 
零.由于还有 y =0( 从方程 2y=0 得到），我们断定所求的点全部具有形式为 
(*, 0 . 0 ) 

的坐 标. 在曲面/-/=1上，哪些点的坐标具有这种形式？答案是满足 
- (0) 2 =1 ，% = I 或 I = t 1 

的点“，0, 0). 在柱面上，同原点最接近的点是（ ±1,0,0). ■ 

12.8.2 拉格朗日乘数法 

在例 2 的解 2 中，我们用到了拉格朗日*數法.这个方法说明，当函数/(*,)〆）的变量以 
g (^ r ^) =0为约束条件时，要从曲面 g=0 上满足 

V/ = K Vg 

的点中求/的极值，其中 A 是一个纯童（称为拉格朗日乘数）. 

为了进一步探讨这个方法和了解它的工作过程，首先给出下述观察结果，我们把它陈述为 
一个定理. 
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第 12 章 

定理 12 (正交梯度定理） 假定在一个 K 域内是可激的 t 区域的内部包含-条光 I 
滑曲线 ! 

c: r(0 =g(t)i^h(t)j^k{t)k I 

是作曲线 C 丨_的一点，相对于/在 C 上的值 t /在这个点有以部极大值或 W 部极小值，则， 

p tl mcw _^. 

证明我们证明 ▽/ 在匕 同曲线的速度向*正交./在曲线 C 上的值由复合蛾数 /(#rU)， 
它对 f 的导数是 

乜=亚也 + 莖丑+ 里:苎 = v 

df Hx df 办山 (iz d ( 

仵任何点 /V 如果 / 有相对于它在曲线上取值的局部极大值或局部极小值，那么 d//ih=0. 所以 

▽/. v = 0 ■ 

在定理12中取消 ； 项，我们得到二元函数的类似结果. 

定理 12 的系 在 一条光 滑曲线 

/* ⑴ =g(i)i+h 、 t)j 

上的点，如果可微函数 /(*,r) 有相对它在曲线上取值的局部极大值或局部极小值.那么 

▽/■v=0, v = dr/d 广 

定理12是拉格郎日乘数法的关键所在.假定 /( ly /) 和是可微函数，并 J 1 P , 是曲面 
g ( x l 7 , z )= Q 上的点，/在这个点有相对于它在曲面上其他取值的局部极大值或局部极小值.此外， 
假定在曲面 g ( x t y t z )= 0 上的点 ▽#/(). 那么，/在匕有相对于它在曲面=0上通过 /> y 
的每条可微曲线上取值的局部极大值或局部极小值.因此， ▽/ 同通过 n 的每条这样的可做曲线 
的速度向童正交.而且，也是如此（因为如我们在 12.5 节见到的那样， VgN 反曲面 g =0 正 
交).所以， V /在匕是7$的某个 A 纯量 倍数. 

拉格朗 B 乘数法 1 

假定 /(md 和是可微函数，并且当 diyj) =0时▽名尹 0. 为了求函数/在约 | 
束条件=0下的局部极大值和局部极小值（如果它们存 在〉， 那么求同时满足方程 

▽/=A ▽茗和 g { x , r， z ) =0 (1)1 

的和 A 的值.对于二元函数，约束条件是相似的，但是没有变量1 _ 

在应用这个方法时必须谨镇.极值实际上可能并不存在（见习题 41), 

例3 求函数 

f ( x t y ) - xy 

在椭圆 

Y + 2 =l 

( 见图 12. 50) 上的最大值和最小值. 

解我们要求/(*,7) 的极值清足约束条件 


g “， r ) = 
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为此，冇完求满足 

▽/= A V 灰 和 

的心 y 和 A 的值.方程（丨）中的梯度方程给出 


> = 4 ^^ ^ A y* J = 4 (A ^ } 

所以 y =0 成片 A = 土2. 

现在考察这两种情况： 

第一种情况：如果 y =0, n ^ x = y = 0 , 
仵橢 岡上-因此， y #0. 

第二种 情况： 如果 y /0, 那么 A =±2, 
n g { x , y ) =0中代人^的值，给出 



m 12.50 例3说明如何求乘积 
V 在这个椭囲 L 的爾 
大值和最小值 


=町在椭圆上的四个点 （ 


) 取它的极值+极值是. 


解的几何解释函数 / U , y ) 的层曲线是双曲线 
町=以见图12.51).双曲线的位置离原点越远，/的绝对 
值越大 * 我们需要求 /( iy ) 的极值，已知点（: c ， y ) 也在椭 
上.哪些同椭圆相交的双曲线处于离原点最 
远的位置？在同椭圆 IE 好接触的双曲线屮.同椭圆相切的 
双曲线离原点最远.在这些点，同双曲线正交的任何向量 
是同椭 PS 正交的向量，所以 ▽/= j + V 是▽发= ( ^/4 ) i + yj 
的 A = ±2 倍.例如，在点 （2,1), 有 



例 4 求函数 /( D ) =3: r + 4 r 在圆 x 2 +/= l 上的极大 
值和极小值. 

解我们用 

f { x , y ) =f 3 x +4>, g ( x t y ) ^ x l +/ - i 
的拉格朗日乘数问题模拟这 个问题 T 并且求满足方程 

▽/ = A Vg : 3 i -f 4/ ^ 2 xAi 4 - 2 y\j 
g { x , y ) =0: x 2 + y 1 - \ = 0 

的 ^7 和 A 的值.方程 （1) 中的禅度方程蕴涵；1/0,并且给出 


取极值，这四个 .4 垦拥阃 h 
当 ▽/ ( 申线箭头 } 是 
双线箭 1) 的某个纯 
量倍数时的点（例 3) 
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^ 12 t 


这两个方程特别告诉我们，： t 和 y 具有相同的符号.用 x 和 y 的这两个值.方程 Wt；K)=() 给出 

( 訂 + ( 奸…。 


所以 

因此 t 


--7 + ~r = ^ 1 9 + 16 = 4 a ' * 4 A a =25 和 A = ± 4~ 

4 A A 2 


3 3 2 

n ， r = T 


并且 /U,r) =3戈 + 4 7 在点 “，y) = ±(3/5,4/5) 有极值 ■ 

通过计算 3* + 鈔在点 *(3/5 ,4/5) 的值，看出 /Uj) 在圆 /+y =1上的极大值和极小值是 

3 ( y ) + 4 ( y ) = f = 5 m 3 (- y ) +4 (- T ) = ~y = - 5 


解的几何解* / U , j ") =3*+分的层曲线是直线 
3* + 4 y = c (见图 12.52). 这些直线的位置离原点越远， 
/的绝对值越大. 我们* 要求 /(*, y ) 的极值，已知点 
也位于圆=1上.哪些同圆相交的直线离原点最 
远？同圆相切的直线是离原点最远的直线.在切点，任 
何同这条直线正交的向量也是同圆正交的向量，所以梯 
度 V /=3 f +4 /是梯度▽发=2 1 ;+2；^的入=±5/2倍.例 
如，在点 （3/5, 4/5), 

V/ = 3i+4/, V f = y i + |-> 和 V/ = y Vg 

■ 

12. 8. 3受双重约束的拉格朗日乘數 

在许多需要我们求可微函数的极值问題 
中，/的变童带有两个约束条件.如果约束条件是 
g x ( x , y , z ) = 0 和 g!(W) =0 
并且&和於是可微的，而梯度和不平行，我 
们在求这种受约束的局部极大值和极小值时，引人两个 
拉格朗日乘数 A 和〆读作 “mew”）. 就是说，我们通过 
求同时满足方程组 



fB 12.52 函败 /(*， r ) = h +4> 在点 
(3/5,4/5>取其在单位囲 
g ( x , y ) =* 3 + 〆 -1 =0上的 
最大值 ， 在点 （-3/5, -4/5) 
取其在囫上的最小值（例 4): 
在每个点， ▽/ 是的某个 
纯量倍数；图形显示/在第 
一点的梯度，但是没有_出 
在第二点的梯度 


v/=a v^ t +m ▽ 心， gA^*r^) g 2 U,r，：）=◦ 


⑵ 


的 和# 的值，确定/取受约束极值的点 PU，y，z). 方程组 （2) 有着奇妙的几何解释+曲 
面& =0和 A =0( 通常）相交于一条光滑的曲线，例如图I 2 . 53 中的 C. 我们沿这条曲线求/在曲 
线上取相对于其他值的局部极大值和极小值的点.在这些点，如我们在定理12中见到的那样， 
▽/ 是同 C 正交的.但是^义和▽於在这些点也同 C 正交，因为 C 位于曲面& =0 和心 =0上■所 
以， ▽/ 位于由▽&和▽&决定的平面内，这意味着对于某些 A 和有 V/= A 由于我 

们求出的点也在两个曲面上，它们的坐标必须满足方程=0和 =0. 这是方 
程组 (2) 中保留的条件. 
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例 S 平面 + J = l 同阀柱面？ +r 2 = l 相交亍 - 个椭网（见阁 12 . 54 ).求捕胂 h 离原点 
JR 近的点 和最远 的点. 

解我们求的数 


- X 2 + y 7 + Z 2 

( 从点到原点的距离的 平方〉 在约束条件 

尽 _(H 2 ) ^ x 2 + y 2 - \ = 0 (3) 

= x ^ y + z - \ = 0 (4) 

下的极值，这时方程组 （ 2 ) 中的梯度方程给出 
V/ = A Vg, +蚪▽於 

2*i + 2yj + 2zk - A( 2xi + 2y}) + fiii +j + k) 

2xi + 2yj + 2sk = (2Ax + /i)j + (2Ay + + fjc 

或者 

2x = 2Ax + fi, 2y - 2Ay +〆 ， 2i = (J. (5) 

方程组 （ 5 ) 中的纯最方程产生 



2x = 2 Ai + 2; => (1 - A )* = z 
2y = 2\j + 2 j ( 1 - A )y = j ( 6 ) 

如果取 A = I fB i =0, 或者 A 和 i - y - i /{ l - A ) , ~B 
程钼（6)中的两个方程同时满足. 

如果 2 =0,那么联立解方程 （3) 和 (4) 求椭閬』:对应 
的点，给出两个点 （1,0,0) 和 （0, 1 ,0). 当你注意 
W 12. 54时，町以着出这是合情理的. 

若* = y , 则方程 （3) 和 （4) 给出 

x 1 + X 1 -I =0 
2* 1 =1 



z = I + ^2 

在椭 Mi : 的对应点是 

C 在）和 A = (-f, + 

但是，在这里需要 小心. 尽管尸，和/%都给出/在椭圃 
上的局部极大值 ，匕 却比/>,离原点更远. 

椭圆上离原点最近的点是 （1,0,0) 和 （0,1,0) .椭 
圆上离原点最远的点是 /V _ 

习題 12. 8 


图 12.53 梯度向量\7«,和▽&位 r-M 
曲线 C 垂直的平 rti 内， w 为 
▽A hi 曲面 〆 ，=0 Eic . Vp , 
同曲面=0正交 



图1 2 -54 在平面和 M 柱面相茫的 
椭 阒上求 离原点最近和 
S 远的点 （ M 5) 


1- 橘 B 上的极值求椭 SSU : +2 y 3 =1 上使函数 
/ U , r ) =* y 取它的极值的点. 

2 .圆上 的极值 求函数 /( by ) =灯在约束条件 
= t 2 +/-10=0 下的极值. 


3—直线上的 槺大值 求 S 数 /( n ) =49 
在直线 * +37 = 10上的极大值. 

4.直线上的极值求函数 /(*， j .) =彡,. ft 直线 
*+t = 3 上 的局部 极值. 
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5+ 受约束 极小值 V =54 i . 最接近胳 A 
的点. 

6. 受约束极小值⑴ NI 线^ v = 2 | . 敢接近吩点 
的点. 

7. 川校格朗 n 乘数法求卜列极侦： 

U ) 双曲线上的极小值 闲数 / U ，> > = x ^ y{\.n 
屯条件叮=16, x > O t y>{) 卜的极小值. 

( b } 室 线上的极大值闲数 / U T y ) 作约中 

条件 t + r = l 6 卜的极大值， 

解释每个解的几何意义. 

«■ 曲线上的极值 水町尹面 内曲线 ^ + 

上麻 原点通近的点 和最远 的点. 

9 -体积固定的赛器的最小表面轵 求体积为 
^ 他表尚积最小的闭正圆柱体容器的 

KJ . 

lft . 球体内的圆柱体 求吋以内接 T 半径为 《的球 
体而表面积最大的开正岡柱体的半径和高度. 
这个昍 柱体的最大表 A 积是 多少？ 
it tttra 内面积最大的矩形 用拉格朗 n 乘数 法， 
求 < 以内接于 椭圆？ /]6 + //9^1和两边 M 半 
标轴 f -行 而面积最太的矩形的 K 寸. 

12機圆内周长最长的矩形雀4以内接于椭圆 
+ >W = I 和边 M 生細轴平行而周氏最 K 
的矩形的尺十.这个矩形的最长周长足多少？ 

13圔上的极值求函数 / U ， j ) =/ +/在约束 
条件 d -2 r +r J -4 y =0 下的极大值和极小值 . 
I 4 ■圆上的极值求函数 /( t , ， h - r+ 6 在约 

東条件 i +/ =4下的极大值和极小值1 
15. 金厲板上爬行的蚂《 在金属板 h _ - 点 
的温度为 n^y) -4^ -4^+/. 板上 
一只蚂蚁环绕圆心在原点半径为5的圆爬行. 
蚂蚁遇到的最髙温度和最低温度是多少？ 

16- 最廉价的贮气罐 设想你的公司应邀设 H 液化 
石油气 r 气罐.客户的规格说明要求鑲体是两 
端为半球体的困柱体，贮气 3000 m ' 此外， 
客户笠求制造储气罐用可能最少的材料.你对 
客户推荐储气饍圆柱体部分的半径和商度是 
多少？ 

17. 到一点的最小距* 求平如、 +2 j 十2工^13 h 
离点 （1, M ) 最近的点. 

18+ 到一点的最大距商 求球面^ -4 上离 

- M ) 最远的点 . 

19. 封原点的最小距商 求从曲面^ = 1到 
原点的最小距离. 

20. 到原点的最小距离求曲面 z = + i 上 离原点 


最近的点. 

21 到肼点 的裊小鉅《水曲 l / iU : +4 t >1 地 

点最接近的 邶冲点 . 

22 剞原点的最小距 离求曲 而 =〖I >1原点* 
接近的邶芩点. 

Z 3. 球面上的祖偟 求闲数 

/U，'，：） = t - 2 v + 

江球 Hi ， + . v : +: : =30 h . 的极大價和极小仇 
24球面上的极值冰球而 t 2 + > ? =25 [. 使 

_ 

/( j . r ,;) - x + 2> + 

取极大悄和极小伉的那衅点. 

2S. 使平方和取最小值求：个实数.它们的和为 
9而它扪的 f 方和取尽叫能小的沾+ 

26 使乘积取最大值设为 ih 数.如果又+ 
v +/ =16. 求它们 nf 能具有的最大乘积. 

27 . 球体内体积最大的长方形框体求可以内接丁 
中-位 球体 rfii 体积为最大的闭匕 力形 框体的 
尺寸」 

2 JT 顶点在平面上的框体闭长方形框体以第一卦 
限内的-:个半标平面为面，…个顶点在平面 
x/a + y/h + r/r = I j Tf 其巾 a >0 t t > 0 t r >0. 

求框体的最大体积. 

29. 空间探测 器上最 热的点形状为椭球 

4x 2 + / +4 ； J ^ 16 

的空间探澜器进入地球大气 S 后，表面开始发 
热.〗小时后，在探测器表囱上点 （D 的温 
度为 

T{ x r v r z ) - + 4 ，： - ]6: + 600 

求探测器表面上最热的点 

30. 球面上的极值 S 度假设在球面 

/ W = 1 

上点 U ， r ,;) 的摄氏温度为 7^ 400*：^. 确定球 
面上具有最高温度和最低温度的点 

31. 使效 用函数 取最 大值： 经济学中的例子在经 
济学中.两种生产资料和 h 的用量和> 
的效益或者效用，有时用一个函数 r u ， y ) 度 
置.例如， C , 和 q 可能是一家药品公司葙要 
备有的两种化学药剂.一种药品需用不同数 M 
的这两种药剂合成，制造这种药品的增益 

?) 取决于采用的生产工艺.如果 G 的成本是 
每丁兗《美兄. 心的 成本是每千克6美元，分 
配用于采昀&和 G 的总经费是 c 姜几，在这 
种情形，公司的管理人员想要在 a + b 的 
约束条件下使^达到最大值.因此，他们 
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黹贤 求解个 典甩的拉格朗 n 乘数问 m . 

假设 

= xy +2 x 

而方税 ax+/fy = t 简化为 

2 x + y = 3() 

求在后面这个约束条件 Kf/ 的*大值以及相应 
的戈和 y 的值 T 

32. 定位射电■远鐃设想你主管在一顧新发现的 
行¥.〖:建夂-台射电茔远镜 T 为 r 把电磁 r 扰 
降低到 ft 大限度，需赵把它置于行星磁场最弱 
的位簠.假定行¥.是球形的，它的半抒 K 6个 
輪‘ 在以行 M 屮心为原点的十.标系中， UB . 
的磁场强度由 

M ( x t y \ z ) = 6*：- 少 2 + ：« + 60 

给出.你应把无线电望远镱建立在什么地方？ 

33. 求函数 

=戈 2 + 2> - r 2 

在约束条件 h- 7 = 0 和 r + z=0 下的最大值. 

34求函数 

/^ W ) = x 1 + y ^ + £ 2 
在约束条件 jc +2y + 3z=6 x +Jy + 9 z = 9 下的 

最小值. 

35. 费厲点的最小距离求在平面^ + 2^12和1 + 
y ^6 的交线上同原点最接近的点. 

36. 平面交 钱上的 最大值求函数 

f(x,y n z) = x 3 +2y -s 2 
在平面 2r-y = 0 和 r + i=0 的交线上 iij 能具有 
的最大值* 

37. 相交曲线上的极值求函数 

f{x,y,z) = *V + 1 

在平面 z = l 同球面:=10的相交曲线 
上的极值. 

38. (») 相交直线上的最大值求闲数 

在平面 jc =40和 J+y-J=0 的相交 

直线上的最大值. 

(b} 提出几何论据，支持你求出的是坊的最大 
值而不是最小值的断言 * 

39. 相交 ffl 上的杻值求函数 

f{^,y,z) = xy + z 2 

在平面同球面？ +/ +/ =4相交的圆 
上的极值. 

40. 到原点的最小距商求在平面 2y + 4z=5 和锥 
面/ =4 x 2 4 4/的相交曲线上最接近原点的点 - 

41. 条件 V/=AVg 不是充分条件尽管 V/=AVg 是 


6H! 

函数 /( U ) 在约束条件 〆 ^>=0 和力 卜」 
作4:极悄的必要条件， （ MM 它本令并不能保证 
函数仔在极肮.作为涉及的个节例， 试利 m 
柁格朗〖 I 乘数法求闲数 / U T y ) = I + . v 在约束条 
件卜的极大值 T 这个方法将碥定闻个乂■: 
<4, 4) 和 （ ^4, -4) 为极值的候选忮置.然而， 
和“ +7) 在収曲线 V = h 不存在极大值 . 办 
第 象限的 这条双曲线你离原点越远，求 
和闲数 / u , r ) + Y 变柑越大. 

42. 最小二乘平面平面 《-=/U + J?) + CM 对下 列点 
( n \) 作“拟合"得到的 f ， 面： 

(0,0,0), (0.1,1). ( HI ) 

求 4 4. C 的值使离差的平方和 

^ ( Ax , + By k + C - -') 2 
达到最 小值/ 

43. ( a ) 球面上的最大值 证明： 兩数 j \ a 九 r ) = 

在 oic 笛卡儿坐标系中圆心在原点半 
杼为 r 的球面上的最大谊为 （ r V 3)\ 
tb | 几何平均与算术平均利用 UH 『 的结果证 
明：对于卄负数 《， L ^有 

就是说，7个非负数的几何平均小 T 或等 
丁它们的算木乎均. 

44. 轚积的和令 fl| ， a : T …， \是《个正数■求 

在约束条件 

1^： 

下的最大值， ^ 

计算机探究 

在 J 题45〜50中+用一种 CAS (计算机代数系 
统）执行实现求受约柬极值的拉格朗 F 1 乘数法的下 
述 步骤： 

( a ) 构造函数/^/-々 〆， -A 必， 其中/是在约 
束条件=0和& =0 K 求极值的函数， 

( b ) 确定& 的所有阶偏导数，包括对 A , 和 
的偏孕数，并 E 罝它们等了 - a 

( c 丨求解从 （ b ) 中得到的包括七和 A : 在内的所 
有来知里的方程组 t 

( d ) 计箕/在 （ c ) 中求出的每个解点的值，并且 
选择满足4题中要求的约束条件的极值. 

45. 求函数 

f{x.y\z) - xy + v; 
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^ 12 ^ 


在约朿条件 x 3 + r 3 - 2 = U 和。 - 2 =0 T 的 
极小 m . 

46. 求阁数 

f { x v y ^ z ) = xyz 

在约束条件 / - 1 =0 和 Xj =0下的极 小值. 

47. 求闲数 

在约朿条件 2 r + 4 r - 5 = 0 ^ 4 t 3 + 4/ - ^ = 0 
下的极大信. 

48. 求闲数 

f(^y t z) = x 1 ^ / + 

12.9 二元函数的泰勒公式 


在约朿条件？-町+ / -/-I = o 和 - 
i=o F 的极小值. 

49 + 求函数 

f{x,y,z t w) = + ^ + j 3 + u J 

在於 J 束条件 2 x - y ^ z-te ) = 0 和 j + y—r + 
w - I =0下的极小值. 

so 确定从 a 线 r =1 + 1 到抛物线/=*的 距离. 
(提 示：令是直线上的一点和（》,4是《 
物线上的一点. 題 目的要求是求（工-«>) : + 
( j - r ) 1 的扱小值 .） 


这一节利用泰勒公式推导局部极值的二阶导数检验法 （12. 7节），以及二元函数线性化的误 
差公式 （12. 6节）.在这两种推导中，泰勒公式的应用导致对公式的扩充，对二元涵数提供所有 
各阶多项式退近. 

12. 9. 1二 阶导数检睃法的推导 

假设函数 /(*, y ) 在包含点的一个开区域 R 内有连续的偏导数， 其中人 =/, =0( 见 
图 12.55). 令/«和4是足够小的增量，使点 SU + fc , fc + fc ) 以及联结 S 和 尸的线 段位于 /( 内部. 
我们用参数方程 

x = a + th t y = b + tk ， 0 吝 f 甚 1 

表示线段/^如果 〆 ⑴链式法则给出 

n ) = f ,^ + /,^ = k /. + k /, 

由十人和/，是可微的（它们有连续偏导数），^"是£ 

的可微函数，并吐 

r = ^rdx_ + dTd 1 

dx df dy d( 

= f x {kMk/.}-k + ^k/, + k/ T )-k 

= h % + 2 hkf v + k % (/, =/,) 

由于 F 和 r 在[0，丨]上连续， 厂在 （0,1) 上是可微的，我 
们可以应用和 a =0 的泰勒公式获得 

f(i) = F(0) + r(0)(i-o) +r{c) (1 ~ Q)i 

叩） = F (0) + F '( 0 ) + - 7 
其中 C S 0 和 1 之间的一个数.通过以 / 书写式 （1), 给出 

f(a^h,b+k) =/(«,i) +hfj a ,b) +h/ r (a,b) ++(AV„ 十 2W ； “ 乂） I (2) 

』 I (a*ok,6+(i) 

由于 =/ r u , A )= o , 这就化简成 

f(a ^ h f b + k) -f{a,b) = ^2hkf^ k 1 /^) 



用 12+55 我们从用参数方程表示 
一条由 P 到邻近一点 S 
的典型线段开始二阶导 
数检睑法的推导 

r(c) (I) 


⑶ 
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/作 （〜 M 存汴极值由 / U + fc . ii + A ) 的 符 ㊁ 决 定，按照式 （ 3 ), 这个符号和 

= (f. J /„ + 2hkf n + kX ) I 

1 i«ttv 為 ， &««!) 

的符蚪相 ㈣ . 

现在，如果 （ J ( 0 )_ 0 , 扒 r ) 的符 V 对于足够小的/ ■值和 i 值将 N ()( 0 ) 的符吟一样.我们吋 
以从/„和/„ 九 _/^在（《, 6 )的符号预测 

<?(0) : h%[ n ， b.) +2M/ Il ( a ,6) + t J /„{ U ,i) (4) 

的符在式 ( 4 ) 的两端 乘九， 并新整理右端的项，得到 

/，.<?(0) = ( A /„ + kLV 4 ( A /^- y ；)^ (5) 

我们从式 ( 5 ) 看出： 

( 丨 ） 如果在 （ u . h ) 有< 0 和/„人 - 乂: > 0 ,那么对于 A 和*的所有足够小的非芩值有扒 0 ) < 
0 ,扑且/在 （ a , 6 〉 有局部极大值. 

( 2 >如果在（<^)有/„> 0 和/„/„-/„> 0 ,那么对于/ [ 和&的所有足够小的非零值有扒 0 ) > 
0 ,并旦/在:（《, 6 )有局部极小值. 

( 3 ) 如果在 （《, t ) 有人九 -/! < 0 ,那么存在 A 和 i 的仃意小的北零值的组合.对于这些组合 
有<?( 0 ) > 0 . 而对于&和的其他值存 y ( o ) < 0 . 在曲面 2 =/(*, y ) 上同点>任意 
接近的位置存在在^之上的点和在 h 之下的点，所以/在 （ a , 6 ) 有一个餐点. 

( 4 ) 如果/„/，-/:, = 0 ,我们需要用 K 他检验法. 9 ( 0 ) 等于零的可能性使我们对于的符 
兮 X 法得出结论. 

12.9.2 线性逼近的误差公式 

我们需要证明，函数 / U , y ) 的值及其在点 U . y ,) 的线性化 i (* ，沁之间的差 R *, y ) 满足 
'« yW ( b 〜 y „|) : 

假定函数 / 在包含以（〜, r 0 ) 为中心的一个闭矩 形区域 / f 的整个开集上有连续的-_阶偏导数.数 
是 l/„L ./ J 和 I / J 在及上的一个上界. 

需要 i £ 明的不等式从式（ 2 > 推出.在式 ( 2 ) 中分別用〜和)。代换„和 6 .用^-%和）-)。代 
换 A 和 i , 并&把 结果*新整理成 

/U,j) =/U c ,y„} +/.(i„,r 0 )(* -i„) +/,(*„ ， r 0 ) (y - y 0 ) 



+ + ( “ - (r - r c )/„ + (r - Xc)X) I 

误差 £U,r) 

这个公式揭示 

I £ y ( U i/J ^ ,| r _ n ||/J + | y _ r J^/J ) 

因此，如果 M 是 |/„l, 1人|和!人|在 if 上的一个上界，就有 

|i'l S y{ \x-x 0 \ 2 M + 2\ I - Xo ， \y- yn \M + \y-y 6 ^M) 

= { m (\ x . Xo1+ >- r j) J 

12 . 9.3 二元函数的泰勒公式 

前面推导出的广和厂的公式可以通过对函数 /U, y ) 应用算子 
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( h t + k i) ( h i +k i) ： = ki ^ +2hk £-r hl ^ 

得到 .r 和厂的公式赴史 -- 般公式 

广⑴ O ⑴ = i h i + sy " /(l,r) ⑷ 

的前两个实例，这个公式说明，把 < r / rfr 应用于 Hz ) 给出的结果.同把算子 

卜 f + 

^ dx dy , 

按二项式定理展开后应用卜 /( x ,y) 得到的结果一样. 

如果/的直至 n + i 阶偏导数在以点 （<•,/>) 为中心的 .■个 矩 形区域 上是连续的，我们可以把 
f (<) 的泰勒公式扩展成 

^(0 = F ( o ) + r ( o ) f + + … + ('■> + 余项 

取 < = i, 得到 

F0) = F (0) + r(o) + + ■■- +f’ n ~^ + 余项 

在最后这个级数的右端，我们把前面《个导数代换成它们从公式 （6) 在1=0求值的等价表达式， 
并且加相应的余项，获得下面的公式. 


函数 /( JT . jO 在点的泰勒公式 i 

假设 / U , r > 及其直至《十1阶偏导数在以点为中心的一个开矩形区域尺上是连续的 . | 
那么在整个 / f 上， | 

M^h,b + k) =/(a,b) + (¥,+¥,) \,^ + 六 人 O ⑽ 

+ +3^*/„ + 3^4,+^) t ( ..„ +•■■ 

+ 忐 K + u7T)T ( A ^ + t i)" +，/ l 一一 

⑺ 


公式中的前 n 个导数项在 （<1,6) 求值.最后一项在联结 UJ ) 和 u + 16+ A ) 的线段上的某个点 
求值. 

如果 （ a ，6) = (0,0)并且把 A 和 it 作为自变量看待（现在把它们记为: V 和 r ), 那么公式 （7) 具 
有下述更为简单的形式. 


函数 /( U ) 在原点的泰勒公式 | 

A^y) =/(0,0) +y / ， + 2 叮人 ^y%) 

+ ) + … + 忐卜告 +) 告 ) / 

C8) j 
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公式中的前〃个异数项在 （0,0) 求值，最后一项作联结原点和的线段上的某个点求值. 

#勒公式提供:.元闲数的多项式通近.前^个毕数项绐出多 项式； 进后一项给出逼近误 
差- 泰勒公式的前：项给出嘁数的线 性化. 为 r 改进线性通近，我们在公式中添加更高次 
幕项. 

例求函数 / u . y ) = sin JC sin 在原点附近的 '次逼近.如果 I jf I 在 0. 1和丨 ） 丨忘 CM . 逼近 
的稍度如何？ 

解在公式 （8) 中取 rt =2. 

/ U . r > =/(0,0> + ( 祆 + r/J + ^ C f : / M 4 2xyf^ + y% ) 



/(0.0) : flin ：t sin ， i( 0 … = o 人（0,0) = - sin t Hiri y ! l00 . = 0 
A(0,0) = cos j siny| l0 01 ^ 0 人， （0,0) = cos i ros ^ l l0 0h = l 
/ T (0,0) = sin ^ cnA y \ in ^ = 0 人 （0,0) = - 3 i n j sin y | ft>0 , = 0 

我们有 

sin j?&inr te 0+0+0 + ^ (0 > + 2x)(" + y 2 (0)) 

sin x !$in y ^ xy 

逼近的 误差为 

町文 ) =+(//„_+ 3^ r /„. + + v 3 /^ 

其中: r: 阶导数的绝对值不会超过 1, 因为它们是正弦函数和全弦函数的乘积.此外， UI 或 0. 1, 
lj-1 =S0. 1. 因此，在舍人后 

1 A'(*，r) 1^ -^-( (0. I) 3 + 3(0. I )' + 3(0. 1 ) J + (0. 1 ) J ) = |-(0. I) 3 ^0. 001 34 

这个误差在丨: t I =S0. 1和 I yl 矣 0. 1时不超过 o. 001 34. ■ 

习 «12-9 

在巧題1-10中，利用函数 /(ly) 在原点的泰 
勒公式求/在原点邻近的二次逼近和广次通近. 

1- A x > y ) = xe \ 2 . /(*,>) = e*coa y . 

3 - f ( x , y ) =y sin 4. f { x , y ) - sin x cos y . 

5. f { x t y ) =e ， ln ( L + >). 

I f { x , y ) = In (2^: + y + L). 

7+ /(J，j> =sin { x l + )■ 8. /U J) = tw (: 2 +， 2 )■ 

第 12 章复习指导问题 

'■ 什么是二元和三元实值函数？举出一些例子. 出一些既非开集也非闭集的例子. 

2. 在平面内或者空间中，集合是开集和闭集的含义 3. 如何用 m 形方式显示二元函数 /U, r ) 的值^如 
是什么？举出开集和闭集的一释例子.此外，举 何用同样方式显币三元函数 /u, )， y 的值？ 


1«- f ( x , y ) =- - 1 ■ 

I - * - j + I)- 

11. 利用泰助公式求函数 /Uj) = ™s X cos )■ 在原 
点的二次通近.估计这个逼近在I * I ^0. 1 ft 
I r t «o. l 时的误差. 

12. 利用泰勒公式求函数 / o ,_ r ) = 〆 S in r 在原点的 
二次 通近. 估计这个遇近在 I T ! = S 0. 1和 
I r I «o. ! 时的误差. 
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4_阐数时具有极限 i 的含 
义是什么？二允甙数的极限有哪些基本性质？ 

5. 在什么悄况 >' 二元（或4允）函数在其定义域 
内的点是连续的？举出函数在某邱点连续时在 
K 他点不连续的岬例子 t 

6, 关 F 连续函数的代数组合和复合闲数能够得,41什 
么结沦？ 

7- 说明判定冰数极限+存在的双路抒检验法. 

8. 如何定义泌数 / U , y ) 的偏导数郎和</卟？如 
何解释和求偏导数？ 

9. ::元 函数在一阶偏导数和连续性之间的义系，叼 
-元实值阐数在-阶异数和连续性之间的 又系冇 
何差奸”举一个例 

10. 佧么是混合二阶偏异数的混 ☆ 导数定理？它对 
丁 U 算二阶和史髙阶偏异数能够提供什么帮助？ 
举出-些例 f . 

Ik 岫数/(\ y ) 是可微的含义是什么？函数的坩 
貴定 理关于 叶微性说出什么？ 

12, 在某些情况下，如何从考察函数 /( u ) 的偏导 
数人和人 判定/是 W 微的？ /在一点的叫唯性和 
连续性之 N 有什么关系？ 

13, 什么是链式法则？二元函数的琏式法则取什么 
形式 v 5元函数和定义在曲面丄的函数的链式 
法则取什么形式？如何阁示这二种不同的链式 
法则？举出一些例子.用什么图示可以让我们 
记忆 链式法则所有不同的形式？ 

14, 什么是函数 / U ,：0 在单位向置《的方向上一点 

第12章实习习题 

在习题1〜4中，求给定函数的定义域和值域， 

并且确定函数的层曲线1 _出典型的层曲线荦罔1 

t -/{*，/) +/. 2./( x t y ) 

3 g (:， y ) = 4. g { x , y ) = y / x 1 - y . 

在习题中，求给定函数的定义域和值 

域，并且确定函数的层曲线._出典型的层曲线 

草图. 

5. Ax i7t z) = x 2 + / -二 

6. g{x t y,z) -x l +4/ +9A 

T , h{, x t y ) — 2 + . _ 2- ;2 ■ 

“(…) v+： / +22 + r 

在习题 9 _!4中，求函数的极限值1 

9. lim e r cos x . 10. lim ^ . 

(,, f }- io , o )3 c +coa y 


P, 的# 数？它描述 ff ■么变化率 7 方向#数存仆 
么几何解籽7举出-些例子. 

15. 什么足町 微阐数 /(U) 的梯度向 fi? 它 M 闲数 
mhr«\ #数打何 x 系？对丁『〈泛函数叙述叉似 
的结果. 

16加何求 < 澉闲数曲线 [_ ■点的切线？ 
加何识对微忒数 /( d . ; ) 反曲面上…点的切平 
而和法线？半出-些例子. 

17. 如何川力向罕数估计闲数的改变V 

18. 加何求二允函数 /U, y )4: 点 U n0n ) 的线件 
it! 为什么邛能黑要这样做。如何求-:儿忒数 
的线 n 化？ 

19关于：冗和函数的线忭逼近的铕度，吋以 
得川什么结沦， 

20. 对丁 i〗 〖微函数/(^>)的值.$点 U，v> 从 

vd 移动到邻近一点 u c + drmh 怎梓 

估汁 闲数的改变？ 

21. 加何定义吋微函数/“,0的向部极大值 t 局部 
极小值和鞍点？举出些伊 If. 

22. 乂 j 广确定泌数 /(u) 的局部极值.诃以 m 什么 
导数检验?去*?它们如何使你缩4、4找局部被值 
的范兩？毕出些例子1 

23. 如何求连续函数 f-tM 内的闭有释区 
域上的极值？举一个例子. 

24. 描述拉格朗 tJ 乘数法.并11举： li 一碑例子. 

25. 承数 /UoO 的泰勒公式如何产生多项式通近和 
误差怙汁 '广 


11. 


lim 



12 . 



13. ]ira In I jr + y i- 

p—_ I, -i,-i 

14. lim ur 1 (^ + > + z ). 

^ 在 1 习和 16 中，通过考察趋近极限的不间 
路径，证明函数的极限不存在. 

15. lim t "—-- 16. lim ^-- + 丄. 

: - i — > -< o.ur xv 

Y^J Z ^-0 

17. 连续延拓令 

/(^r) = (X 2 -y 2 )/(x ： +/),( iT v )^(0,0) 
是否町能按某种方式定义 /(0 t 0) 使函数/在原 
点连续？为什么？ 

18- 连缤延拓今 


/(,„)= ( t ^- — 

l 。， ( x T v ) = (0,0) 





偏导教 


函数/是否在原点连续？为什么？ 

在19-2 4 中，求函数对于每个变董的偏 
导数. 

19 f gir^) = r cos 没 + r sin ft 

20. ~ In (x 1 +/) +t an - 1 -^-. 

21 . /( m ) =± + 是 + 士. 

22. *,y，z) = sin (2 tt；t+ y - 3:). 

23. PU,ft,r,v) (理想气体定律）. 

U‘ 

在 25 ~ 28 中，求函数的二阶偏导数. 

25. g{^ t y) =r+ -;' 

26， g(x t y) = 4 r sin x. 

27. f(x,y) =x +xy - 5* J + In { jc j + l). 

28. f(x,y) =y 2 -3xy +co& y +7e' 

29. 假设 

w = sin (iry 十 ti) , x - ^, y - ln(f + 1) 

求甬数 w 在 (=0 的导数 Aw/At. 

30. 偎设 

w = *e T + r si n z - cos z 
x = Z/t r y = t- l+In t r z-TTt 
求函数切在1 = 1的导数 dw/fiL 

31. 假设 

u/ ^ sin (2x - y) t x = r + «in s, 7 = rs 
求函数 w 当 r = TT 和 3 = 0 时的偏导数 
和批 /as. 

32+ 假设 

Uf - In + x 2 - tan _l jf, % ^ 2e h coa v 

求函数 m 当 u = u = 0 时的偏导数和 

dw/^v. 

3^ 求函数 

= xy + yz + xx 

在曲线 

* = cos t t y = sin t, z = cos It 
上对于 t 的导数在 z=l 的值. 

34 .证明：若 w=/U) 是 j 的任意可供函数，且 
i =”5;c, 则 


在习题 3S 和36中，假定方程定义7为*的可 
微函数，求导效办/如在点 f 的值. 

35】1 - X -/ - sin nty =0,户（0,1 广 
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36. 2 xy + r 1 " -2 =0, / >(0，ln 2). 

在^越37〜40中，求闲数 //H 点 ^增加 最快 
和减少最快的方向，并且求/在每个方向的分数. 
此外，求/在向的方向在心的异数. 

开 ) =加 * ™ X t 户0 ( 界 /4 ， ^ /4 ) » v +1 V - 

38 Ax . y ) = z ： e Z \ r o (t,0), V =: + j. 

39. f ( x T y \-) = In (2* +^v + 62), P v { - L. - 1 ,1 >. 
v = 2i+3y + 6Jt T 

40. - x 2 + 3 < xy - z l +2> +;+4 t P n (0,0.0). 
v = i+j + k . 

41. 在速度向置方向的导數求闲数 

/(j T V,i) = XYZ 

在螺旋线 

r ( t ) = (ros3()* + (sin3My + 3iJt 
的速度向置 方向在 f = 1T/3 的导数. 

42. 最大方向导数函数 

f ( x t r . z ) = xyz 

在点 （I J + l ) 的方向导数 H 〖能取的最大價是 
多少? 

43具有 M 定值的方向导数函教 

(1，2)在朝向（2,2>的方向具有导数2,而在朝句 
(1,1) 的方向具有导数 -2. 

(*| 求乂 （1,2) 和 /(K2). 
(1>)求/&{]，2)在朝向点（ 4 , 6 )的方向的导败. 
44 t 假定 /h,r) 在点 U n .r c ) 是叮撖的，下述陈述中 
哪 些是正 «的？提出答案的理由. 

(a} 如果 h 是单位向最 T /在 U n ，》> 在 h 的方 
向的导数是 

(/,(^.ro)< + / T {*o^o)/> * u 

(b) / 在 U,, rc ) 在 w 的方向的导数是一个向量. 

(c) / 在 Uma ) 的方向导数在 ▽/ 方向具有它的 
最大值. 

(dlv/ 在（々，〜）同曲线 /u，_>> =/( frM 0 
正交， 

在4题45和46中.一起_出曲面 /u. r ，z) = 

^和V/在给定点的荦图> 

45. * 3 + r +/=0 i (0 T -K ±1), (0.0,0). 

46. r 2 +z 2 =4； (2 t *2,0) T (2,0, ±2). 

在习題 4 ? 和 4S 中，求同层曲面 /U,v,r) = f 
在点&相切的平面的方程.此外，求同这个曲囱 
在点正交的直线的参数方程. 

47+ -j-5r = 0 t 尸 0 (2, -1.1)， 

48. 1 3 +/ +2=4, P 0 (l t l,2). 

在习題 4 9和50中，求同曲面在给定 
点相切的平面的方程. 
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49. z = ln +r ). (OJ t O ). 

50. : = 1/(/ +/) , ( I ,1 ,1/2). 

在4题5〖和 52 中 t 求同 M 曲线 /“.W ■汴 
点 g 相切和正交的打线的方杖 mi 出 

在 G 的这两条 ft 线以及展曲线和 ▽/ 的单(礼 
51，， -，in ；v = I • 弋 ,（ it ，". 

J- *2 飞 

52. 2 ~ 2 = 2 ' 仏 {1 . 2> 

江七题 53和54中，求 M 曲曲的 相交曲线在给 
定点相切的 I* [线的#数方程 

53. 曲 tfil : 丈 3 +2 y + 22=4, > = h 
点： (U J/2). 

54 曲面 ： x +y 2 +: = 2, > = L ： 

点： （】/2 山 1/2). 

在 55 和 56 屮，求闲数在给定点 h 
的线性化然后，求通近 _/ U,y )= U I + ? 0 的 
误差值 E 在矩形区域上的一个上界. 

55. /( #,r) =siri x j, P Q ( tt /4 t tt /4)； 

卜 -子卜|/_子卜0.1. 

56. /(^, y) -3 ? - +2, P 0 <], I)； 

R： lx-M 莓 0.1， 丨 /-I I ^0. 2. 

在㈡题 57 和 58 屮， 求函数 /(wd 在给定点 
的线性化. 

57. /(jc t j t r) =xy +2yz -3a= 办 :( 1 /).0) 和 (1. l t 0). 

58. f{x,y\z) = v^cos ^ sin ( y + 在 （0_(W4 ) 和 
(ir/4 T ir/4 T 0). 

在习题 59 〜 64 中.考察函数 /(% y) 取局部极 
大值和局部极小值的点以及鞍点.求每个的数在这 
些点的值， 

59. f{x,y) = x: - xy + y ~ + 2x + 2y -4. 


/(^ 

V ) 

= 5x 2 + 4xy - 2 y 2 +4x - 

/(^ 

r ) 

= 2^ +^ y +2 } \ 

/U 

r ) 

=x^ + .v 1 - 3 巧 + 丨太 

/U 

y) 

+ y J +3x 2 -3>\ 

/U 

v) 

-8? +3/ -6，' 


在习题 65~72 中，求函数 / 在区域 ff h 的绝对 
极大值和绝对极小值. 

65. /{a、v) = i 2 + xy + y 2 - 3a + 3” 

R , 由直线 s +_ v = 4 在第一象限切割出的二:角形 
区域. 

66. f(x t y) =x 2 -y 2 -2^+4 .v + 1 ■ 

R ： 第一象限内以坐标轴以及直线 f = 4 和 r =2 
为界的区域. 

67. /(^ r ) =/ - XJ -3V + 2X； 


_ $ 12 t 

H , Ah 线 : r = 和^=±2包闱的正方形 K 域. 

6 S . /( i , r ) ^2 x +2 y - x ' - r % 

H ： m 象 限内以坐碎轴以及 fi 线*。 2 和 Vi 2 
为界的士:力形 K 域了 

69. /(x >? ) =^ 3 -/ -2x+4 r ； 

卜//以：轴为界 * UWA ； 线 J =： r + 2 为界 
和 V 】边以 ft 线^ 2为界的 一:角 肜区域 k 

70. /( x , y ) ^Axy - x 4 - y * +16 i 

心卜 力以 线 .>=-2 为界、 上力以 ft 线 r = i 
力界和冇边以良线 a = 2为界的 :角形 K 域. 

71 r /{t ,_> ) = *■' + y i +3 t * - \ r : : 

r ： i \\ nn . x = ± \ ^ ± \ 包闱的 lh 方形 

[< M . 

72. /( x , > ) ^ i ' + 3 jv + v 1 + 1 ; 

/ f ： ftl ft 线 * ， ± l 和 > =± l 包闲的 f 方形 K -域. 

73. 圆上 的极值求的数 

/( x T v ) = t 1 + > 2 

住岡 ^+/ = i i . 的极 m , 

74. ffl 上的极值求甬数 

f(x,y) = xy 
在闽/ +r ; = l h 的极伉. 

75. II 盘上的极值求函数 

J{x,y) 土 / + 3/ + 2v 

在单位 HI 盘？ +/矣】上的极值. 

76. 圓盘上的极值 求函数 

f(x,y) ^ x 2 + y 2 - 3* - xr 
在阓盘/ +/ ^9 上的极值. 

77. 球面上的极值求函数 

f(x,y m z) = x - y -*■ z 
在单位球面^ = 1上的扱值了 

78. 到®点的最小逆离求曲面 

上同睽点最接近的点. 

79. 箱体的最低成本假定闭长方形箱体的体积为 

箱体制作材料的成本，顶面和底面为 
a 美分 / cm ; , 前面和后面为&美分 / cm \ 其余 
两面为 r 美分 / cm 1 . 使箱体材料总成本达到最 
小值的箱体尺十是什么？ 

S 0. 最小体积求通过点 （2,1,2 > 的平面 

丄+ + + 丄 =I 
<t 0 c 

以及从第一卦限切割出的最小体积. 

SL 曲面相交曲线上的极值求函数 

f ( x t y \ z ) = x(y + z \ 

在正圖柱面/ +/ = ] 同双曲拄面 xi = l 的相交 
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儀导數 
曲线[〔的极值. 

82. 平面同 圓锥面 的相交曲线豳 原点的 最小距商 

求在甲 [ill I+r + ； = 1 frij 岡锥 [ fl〗V = + 2 y 2 的 

相夂曲线 I :离妝点 M 近的点 . 

83. 令 

»■' = /< , r - </x l + y 1 t = tan 1 ( 上 ) 

求闲数 《 的偏导数加，/办和如， / a r ， 序 n . m 「和 
e 及 〆 所捋结果， 

84. 今 

= =/(«，，'）， u = nx + At, V ^ ax - by 

m / u , /,以及常数《和6表不闲数 i 的偏导数~ 
和：，■ 

85. 令 

UJ = + tanli U + ms u, u = ax + by 

宂中《和 & 为常数 . im 

^ r>«J ^ AW 
U Hy dx 

«6, 应用链式法则设 

w = In (x 2 + y 1 + 2i) 
x = r + s, y = r - s, z = 2rs 
通过链式法则求函数 W 的偏 导数％ 和然后 
用其他方法检验答案. 

^向置间的角 匁程 

e B cos v - x = O ^ tJe ^ sirti ? - y = 0 

定夂为; t 和 j 的可微函数 t 证明： 向埴 
迚 i + 亟 y 和 ^ i + ^j 

打 dy J dx dy J 

间的角为常数. 

88. 极坐标与二阶导数闲数 /(*, r ) 在引人极坐钚 
x = r cos 9 t y - r sin B 
后改变成求函数 g 的阶导数时 1 
在点 （「 J ) =(2, tt /2) 的值，已知在这个 A 

H 乌 = 办 = ' 

dx ay dx 7 By 

第 12 章补充和提高习题 

1」以原点为皸点的函数如果在 1 Z 2 节中作习题 
50时，知道函数 

町 ( U ) 产 (0,0) 

0, “， j > = (0,0) 

(见右边的附阁）在(0,0)是连 续的.求人 （0 T 0) 

和 / 厂 <0,0). 

2■从_阶 偏导數求函雔 求函数~=/(\；0,假定 
它的 一阶偏 导数为 


89,平行干平面的法线水曲面 

(>■ +:) ? + (: - xy = 16 
h 的点， ftti 啪在耶些点的法线同户平曲 
9^平行于町平面的切平面求曲面 

xy + yz ^ zx - x - z 1 =0 
L 的点.曲面在那些点的切 f 向 N * v 平面 
梅 

91当梯度同位置向置平行时的甬数假定函数 
的梯度 V /始终 M 位 S 向鼸 W + r / + dt 
f k m \ : ^7 fEH «, 

/(0.0 ，… =/(0 t o , - rO 

92 在所有方向有单侧方向导数但*不存在梯度的 

垂数作点尸 U„，) n 函数 /( ru > 在方向 
tt = ( tl i 4 Ul / + i4j * ^中侧方向异数为 

imi /f ^ + Sli, T y a + Si h . + 5 ii 3 ) -/( j u ,>„ ,z n ) 

I -o * * 

m\： a : 原点. 函数 
f{x,y,z) - 

汴任何方向的单侧导数等于1,佝是/在原点不 
存在梯度向置< 

93.通过廉点的法线证明：在点 U .1 J ) 同曲面 
^ v +.=2 正交的 f [线通过原点 . 

«切平面与法线 

【 a } I 田|出曲面“的草 E 礼 
fb ) 求在点< 2 .-3,3>同这个曲曲 lE 交的向 ft . 
在阁中添加这个向量. 

U ) 求这个曲面在 （2. -3,3)的切平面和法线的 
HU- 

测最管道的容积汁划 计算条 直径大约为36 
英十和长度为1英里的管道的内部容积.应对长 
度和点径哪 个的 测最更加细心7为什么 v 
96■对改变的敏感度函数 / U t7 ) +r 3 -3 
在点(1>2)附近对自变量 r 和 r 之中嗛一个的改 
变更敏感？你怎样知道9 
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2y-> 


并且它在点 （In 2,0>的值是 In 2. 

3. 莱布尼茨法则的一种证明萊布 m 茨法则 表明， 
芯函数 /(幻在 K 间[«，6]上是连续的，并 RuU ) 
和是在 [ a >] 内取值 的叮撤 闲数，则有 

通过设 m 

#(",”)= H - w(^) , V = f ； (i) 

丼且叫链式法则 il ■算如/心， UE 明这个法则. 

4. 求具有二阶鴒导败妁束的函败假定 /U) 是 r 的 

二次"『微 函数，其中「= A 5 并且 

人+4 +人= 0 
讪明：对丁某些常数和\ 


fir) 




艮齐 次函數如果函数对〒所有的和 r 
满足 /(&#) 是非负整数），/称 

为 n 次夯次函 &. 对于这样一个（充分可微的） 
函教， IE 明： 

(»)-f+v^-"/U, r). 

_( s 卜(盖卜 3 ( g ) 

= n { n ^ 1 )/ 

6. 极坐标中的曲面令 

/(r,o) = 

1 1, r = 0 

其中「和0是极坐标，求 
[ flHim /( r ^} ; ( bJ /(0,0) ; 

(c)/ p (r,tf) , r—0. 


r 位置向量的特性令 

r = xt ^ yj ■*■ zk, r =1 r f 
(al 证明 Vr^r/r. (b) 证明 ▽<〆> -nr" V 

梯度等于 r 的函数 i (d) 证明 r ■& =「&■ 

U } 证明对 〒任何 常向里 A 有 VM ■「> 


* 間切线正交 的梯度 假定 4 嫌函数 /(^>沿< 
微曲线 * = y = A ( ( ) 取常数值。是说. 

对于所有 t 值， 

/U ⑴， h ⑴）= C 

作这个/; 枵的 两端对 f 求掀分，证明 ▽/ 问曲线上 
每个点的切向置正交. 

9 同曲面相切的曲《证明：曲线 

r (#) = (In 0< + ( ^ In Oj + (Jt 

M ) 曲阂 

xs 1 - ys + cos xr = I 

在点 (0,0.1) 相切. 

10. 同曲面相切的曲钱 证明： 曲线 

r(t) =(夺-2)“ ( y -3 )y + ™ (f -2)k 

间曲向 

x i i- y % + z i - xyz — 0 
在点 （0 T - l T l ) 相切 i 
1 L 曲面上的极值 证明： 在曲面 

j = x J ”、9" + 27 

上 j 的极大值和扱小值仅可能出现在点 <0,0) 和 
(3,3). 再证明： z 在 （0,0) 既无极大值也无极 
小值，最后确定2在 （3,3) 是否有一个极大值或 
荞极小值. 

12. 闭集的第一卦限内的极大值求函数 

J{x,y) = 6xye~ tlM ^ 

在闭集的第一卦限（包含非负的坐标轴）内的极 
大值. 

认从第一卦限切》的最小体积求以平面^=0, 
v =0. 3=0以及同捕球面 



在第一卦限内一点相切的平面为界的区域的最 
小体积. 

14.从巧平面内的篁钱劲抛物钱的最小距离通过 

使函数 

f{x,y t u,v) = (x-u) 2 + (y-v) 2 

在约束条件 

y = i 十 1 和 h = i ;: 

卜一取极小值，求 xy 平面内从直线 y = i + 】 到抛 
物线/ 的最小距离 t 

15 一阶偏导赛 t 的有界性蕴涵连*性证明 T 述定理： 

若函数 /( U ) 定义在町平面的一个开区域 / i 内， 
并 且乂和人在 / i 上是有界的，则 / U ， y ) 在 A 上 
是连续的. （一 阶偏导数的有界性假设是必 
需的 ■) 



儀导教 

假定 

r (0 = g ( t)i + h ( t}j + k ( t)k 
是在叶撖函数的定义域内的光潸曲线. 
试描述 #/ di , ▽/ 和 t ^ dr / df 之间的关系 I 对 
于曲线丄的内点，如果/具有相对于它在曲线 
上其他值的极值，那么在这些点关于 V /和^可 
以得出什么结论？提出答案的理由. 

17. 从儀#数求 * 败假定/和 g 是*和，的函数， 
并且满足 

盘和 逆 = 扭 

dy dx ^ Sx 3 y 

同时假定 

盖= 0 ，/( 1 , 2 ) = g (\ a ) = 5 , /( 0 t 0 ) = 4 
求 /!>,>■) 和 〆 * j ). 

18. 3败变化串的变化睾我们知道， 如采 /( Xf y ) 
是二元函数 ， U =oi + 敁是单位向董，那么 

=/,(* f r)fl +/ r ( x f y)b 

是 /(*，r) 在点 （ x , y ) 在 u 的方向的变化率.对 
于只在 （ ir) 在方向《的变化率的变化串 
给出一个类似的公式. 

19. 热探》粒子的路径热探測粒子具有这样的特 
性，它在町平面内任何点 （*,y) 的运动方向是 
最大的温度增加方向.如果在点 U，y) 的温度 
为 r(* t7 ) = -e^cos 求热探 w 粒子在点 
(TT/4 f 0) 的路径的方程 y =/( x ). 
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3 a 贛 点弹回 的速度在直线上以常速度 

运动的质点通过点（0,0,30> 并且撞击曲面 t = 
2^+3/. 质点从曲面弹问，其反射角等于人 
射角.嵌定没有损失速度，质点弹间的速度是 
多大？ 簡化你 的答案 - 

21-网曲面相切的方向导数令 S 是曲面 / U . y ) = 
10-/-/ 的图形，傕定空间中每点的 
瀛度是 

+ 4 j + i 4 j + z 

(■) 对于在点 （ o , o ， io ) 同 s 相切的所有珂能的 
方向中，哪个方向将使瀛度在 （0,0,10) 的 
变化本取最大值？ 

[ b ) 在点 ㈠ ， i t g ) 同 s 相切的囑个方向将使温度 
的变化串取最大值？ 

22. 钻另外 一曝并 在平坦地面上，地质学家们垂 
直向下钻一眼井，并且在1 000英尺深处碰到 
矿床.他们在第一联井北面】00英尺钻第二眼 
井，在950英尺深处磋到矿床.在第一眼并东 
面100英尺钻第三眼并，在1025英尺深处碰到 
矿床.地质学家们有理由相信矿床呈圆 顶形， 
并且出于经济上的考虑，他们将再寻找矿床离 
地面最近的地方钻井.假定地面是 v 平面，你 
对地质学家们建议在第一眼井的什么方向钻他 
们的第四 覼井？ 



第 13 章多重积分 


概述我 (N 在这一章讨论二元函教在乎面区域上的积分-以及三允®教 /(■*.)_, = ) 在 
空问区域上的积分.把这两种多重积分定义为遢近黎 f 和的杈哏 ， 同第5章讲迕的一 教的 ft 
分非常相似 . 


13. 1矩形区域上的二重积分和累次积分 


我们在第5章把连续戒数 /(*) 在 K 间 [«,H L ■的定积分定义为黎曼和的极限.在这…忾，把 
这种思想 扩城到 定义一-元连续泊效内冇 界珩形 :域 K 上的 二重相分.两种情况 
下，积分都是通近黎曼和的极限.一元函数 /(•*) 的积分的黎曼和是通过下述步嫌获 得的：把々 
限(<闾划分成细小的 + KN , 用/在每个子内-点的值乘子 K .间的宽度.然 ft 对所有乘积求 
和.我们把类似的 埘分. 计算乘积以及求和的方法用于构造二重积分. 


13. 1. 1二重积分 

我们从考察矩形这种察简争的平面 K 域开始对 二里 积分的研究. 考 虑定义在矩形 K 域 


R ； a ^ ^ h ,c ^ y H 


上的函数 /(*,}■). 我们用平行于^轴和 y 轴的饤线 
网把充细分成细小的矩形（见图 13. 1).这些线 
把《分成 n 个矩形块，这种矩形块的数0随若每个 
矩形块的长度和宽度减小而增大.这些矩形块构成 
K 的一个划分-一个小矩形块的面积以是其宽度 
A* 和 K 度心的乘积： M = A*Ar- 如果按某种顺 
序对划分 K 的小矩形块编那么它们的面积由数 
值舢，， M,, 给出，其中 A4* 是第 i 个小 

矩形块的面积 . 

为了构成在 K 域 K 上的黎 曼和， 在第 i 个小矩 
形中选择一点 K ,. v t ) ,用/住 那个点的值乘面积 
然后把这邱乘枳加在 …起： 



—- 

H 




TT 



TS 








rn 13. 1 把区域 ft 划分成 rfn 积为 = 
的小矩形的 Wffi 


.s, = g 

对于 - s ,， 我们可以获得不问的值，这取决于在第 fc 个小矩形屮如何选择 

我 in 所关心的是，在 k 划分中当所有小矩形的长和宽趋近零时，这些黎曼和 ft 发生什么怡 
况. 一 个划分 P 的范数是划分中任何小矩形的最大长度或宽度， P 的范数记为11尸 II .如果 
IIP II =0.1, 耶么 /( 划分中所有小矩形的长度和宽度至多为 0-1. 在某些情况下，黎曼和当 P 的 
范数趋近零（记为 II 尸 II —0) 时收敛.这时，把得到的极限 i 己为 

. i 1 ,™,,! /( w ) 队 

随着 || / MI -.,0 并且小矩形变短和变窄，它们的数 S 增加，所以也可以把这个极限 每成 



片- H . 押.解 A 和 || P || .0 时 A / t , *(>. 

在这种茺：的极限屮.包: Vfii 午多选抒. flit . 小矩形 fr ! 
I»J I ' l : 线和横向线的网格决: i ： 的.： U : 次， fr : 产十.的柯个小写! J | 
(^. rj . 这邱选忭 JtM 决士 •个黎 牡和.为 r 构成极限，我 fi 
抒使矩形 K 度和宽度 M 时 a 近孓以及矩形数丨 i)B r 九穷 人的划 
气黎钱和的极限存作时.对 r 尤沦作 : ii 的仆么选杼都给出 
积的， ）(11 .把这个极阳你力/仵 /f I . 的二重积分. Vd^l 

|/(. r . v).U 戍 |/(- r , v).h 

吋以 U 卜:明.如果 /( u ) M / t •:骷个 KW/f I .:的连续冰数，耶么/ 
数的情 形样.许多 非违续闲数 lliMnfm 的，其屮包括 
mitt ! 线1_.杉迕续的函数.我们把这咚论断沼到 IC 5 芩微枳分教稈 
13.1.2 二重积分作为体积 





R ： 0 ^2 r O^y ^ l 

上在平面 == 4 -*-7 下方的体积.如果应用 6.1 节的切片方法，取垂直于*轴的切片（见 
图 13.4), 那么这个体积为 , 

f. ( I ) 

其中 /!( 幻是在1的横截面面积. 对于; c 的每个值，可以 
把呶*>作为积分 

Mx) = | (4-1 - y)dy (2) 

计算，这是在 * 的横截固平面内曲线 ^=4-*-? F 方的 
面积.在计算 M *) 时，保持 * 固定， 求对？ ■的积分.把 
式<1)和式( 2 )结合起来，可以看出整个立体的体积是 

体积0)心= GD 4 - 1 

= [ y * ~ t ! 0 = 5 ( 3 ) S13.4 为 7 ■得到横截 面面枳 ziu). 

如果只想写出计算体积的公式而不进行仟何积分， 保持定并对 r 积分 

吋以写成 



体积= ^ j (4 - x - y) djaU 

右端的表达式称为累次积分，表明体积通过两次枳分得到. t 先保持*固定，求 4-. t - v 对于 v 
从; ^0到 ？ = 1的积分，然后对 所得; t 的表达式，求对丁^从*=0到* = 2的积分.积分限0和I 
同变量 y 相联系，所以把它们置于积分中离办最近的位置-另外两个积分限0和2同变搶*相联 
系，所以把它们置于同 dx 配对的外层积分号上. 


如果我们用垂直于7轴的平面切片来汁算体积（见 
图13_5),将会产生什么结果？这时，典型的横截面面 
积 作为？ ■的函数是 

A ( y ) = f _I (4 - x - y)H* 

J JtuO 

=[ 4x ~ Y ~ xy ] = 6 - (4) 

因此，整个立体的体积为 

体积= J My)^7 = /。(6 - 2y)dy = [6y - = 5 

同前面的计算结果一致 . T 
我们可以用 

体积 ~ j f ~ x ~ >■)<•* d > 

再给出一个作为累次积分的体积计算公式.右端的表达 
式表明，在求体积时，可以像在式 （4) 那样求4 -*- y 图 us 为了得到横截面面积 / l ( y ), 保 
对于 * 从*=0到*=2的积分，再对所得结果求对于 r 持 r 固定并对 I 积分 
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从 r= 0 到的积分.在这个累次积分中，积分次序 N 式 （3) 的次序相反. 先对: r 枳分，然后 
对7积分. 

这两个用累次积分的体积计算同矩形 /i: 上的厂 ii [积分 

|(4 -y)dA 

有什么关系？答案是两个*次积分同样给出二重积分的值.理所当然这是我们所期 領的， W 为二 
重积分计算体积的区域同这两个累次积分汁算体枳的区域相 M. 

人物传记 任何 a 续& 数 

-在矩形区域上的二重积分，可以用累次积分按彳 t 何一种积分次序 

圭多•傅比尼 t 十算， . 

(Guido Fubini, 1879-1943) 傅比尼是在更一般的形式下证明他的定理的，但是在我们的 

情況下这个定理表述如下. 


定理1 (傅比尼定理第一种形式）若 a 数 / u .. r ) 在整个矩形区域 
H： <t ^ x ^ b, c K y < d 

上连续，则 


|VU ， r) 似 = f f/(x y y)6x dy = ^/(x.yjdy dx 


傅比尼定理表明，函数在矩形区域上的积分可以作为累次积分计算.因此，在计箅一 I® 积分 
时可以一次对一个变童求积分. 

傅比尼定理还表明，可以按任何一种积分次序求二重积分，这为求积分提供真正的便利.在 
我们用切片方法计算体积时既可以用垂直于 * 轴的平面，也可以用垂直于 j 轴的平面. 

例1对于 

f(x 7 y) - 1 - 6x 2 y 和 H： 0 名 i 名 2，- ■ 在 ，忘 1 

计算二重积分 

解由傅比尼定理， " 

|/(^.r)i4 ={ 1 / 0 (1 -6x 1 y)dxdy = £ - 2^] ；： Jd r 

=/'(2 - 16 j 0 d r = [ Zy - a/Ui = 4 
颠倒积分顺序给出同样答案： 1 

-6 A)dr d * -3 *y 心= £[(1 -3* 2 ) -(-1 -3^}]^ = ^2Ax “■ 

例 2 求上方以椭圆抛物面；：=* 2 +3/ 为界和下方以矩形 fl: 为界的空间 

区域的体积. 

解空间区域的体积由二重积分 给出： 

7 =|"(i ! + 3/)tU = J^C* ! + 3 / )dj- ^ = J o [*"> +/] <i* 

= f o (2x 2 +8 }da = [|* 3 + 8*]' = j ■ 
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习题 13. 1 

㈣ 越 l - 12 求累次积分 ， 

1. flxy H r th, 2, fj (x - y)d Y 

3. f f (j + y + 1 ) ib t \ y , 

":仏乂 〆 ) 崎 

5* f £(4 - y^dy t \x. 6. f ^{^v- 2^)；!^ fit. 


在 4 题丨 3 ~ 20 中，求在给定 K 域 / f 上的 二重积 
分. 

3. I( 6y - 2i)d4； ft： 0 ^ i ^ 1 , 0 ^ ^ 2, 

4. ||^J d 4； K ： 0 ^ i ^4, l ^ r ^ 2. 

5 . ^xy cos ^ d 4; R. m -1 

&- Jj am (x + rjd 4 ； R ： 一 tt S * 在 0 ， 0 莓 y 莓 it 

7* R ； Q ^ x ^\ n 2 t 0 ^y ^ in 2. 

3-2 —般区域上的二重积分 


lfL |^ lh2 ^; / i ： 0 ^ t ^ 2. 0 ^ r ^ L 

20. I M ； R ； 0 ^ \ t 0 ^ 

在 』 J ®21 和 22 中，求闲数 / 在给定 WMh 的 

积分. 

21. 正方形函数 /(*. r ) =〗/(▽)在 iK 方彤 K 域 

I [., 

Z 3, 铕形螭数 / U , y ) =) rmp 在矩形 W 域0备 
ri ^ y^l L - 

23. 求上方以抛物面。=?十/为界和 h ' 方以1?:力 
形心 - 丨名, - 1右 X 1为界的 K 域的体积- 

24. ^ 〖:方以捕圆抛物面：， 16-/ -/ 为界和 K 
力以正方形心0莓: t 莓 2.0 备^2为界的区域的 
体积， 

25. 求上方以平面：：，2 - ：t - y 为界和下方以正方形 
R：0<x^\,0^y^] 为界的 K 域的体积. 

26* 求上方以平面：= )/2 为 界和下力以矩肜 
/ f : 0名^^2为界的区域的体积. 

27.求 I .方以曲面 z = 2 sin z ™ ) 为畀和下方以矩形 
R: O ^^ ir /2. Oq ^ ir /4 为界的区域的体秕 

M . 求上方以曲面 J = 4 - / 为羿和下方以矩形 
Ri 0备 I 矣 1*0 霉为界的区域的体积. 


在这一节我们來定义和计算函数在平面内比矩形更为一般的有界区域上的二重枳分.这些 
一-重积分也是作为累次积分 it 算的，所涉及的主要实际 H 题是如何确定积分限.由十积分区域 
的边界可能具有同坐标轴不平行的线段，积分限通常包含变最而不只限于常数. 

13. 2.1 有界非矩形区域上的二重积分 

为/定义函数 /( i , r ) 在像阁 13.6 中那样的有界非矩 | | I I I IL 1 | | 

形 K 域上的二重积分，我们再次从用小矩形单元的网 二^^ 二=气= 
格覆盖 / f 开始，单元的并集包含/?的所有点+但是，这二产云 I ~ 二二 jf 
次不能恰好用位于/?内的有限多个小矩形填满尺，因为 7 ] 

它的边界是弯曲的，网格中的某些小矩形部分越出开的- — h - 

边界.沢的划分由全部在/?内的矩形组成，其中不用任- 二 V — 

何部分或者全部在开之外的矩形.对于常见的区域而肖，^ = = h - 

当划分的范数（任何所用矩形的最大宽度或高度）趋近零 1 1 1 * 1 

时，划分包含 / f 越来越多的部分- 阁〖3. 6划分有界非矩形区域为矩 

一旦有了 / f 的划分，我们对划分中的单元按某种顺 形单元的矩形网格 
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序从1到并 n . 令? ( u 个矩形的而积为加,.然后在第々个矩形屮选抒一点 u liyi )， 件且 
构造黎曼和 

\ = $/(-' 山 ) A' 

当构成\的刖分的范数 || P || 时， 包次作 K 域内的每个矩形的宽度和高度趋近芩，它们的数 
fi 趋近无 穷大. 如果 /(*, J ) 足连续咏数，耶么这邱黎曼和趋近一个同点的任何选择无关的极限 
值-这个极限称为 /( U ) 在 / f 上的二重积分： 

言 /(*‘ ■)*) A/1 * = J/(*,r)<i4 

«的边界特性引出在 K 间上的积分中没冇 fli 现过的问题.当尺带有弯曲的边界时.划分的 n 
个矩形位于及的内部，但是不能覆盖全部 K . 为「使划分充分地通近 / t , / i 中由部分在 / t 之外的 
小矩形所覆盖的那些部分，4范数趋近零时必须成为可以忽略的.这种接近由很小范数的划分 
填满 K 域的性质，在我们将要遇到的 所冇卜 :域中都足满 
足的.对于由多边形、圆和椭岡组成的边界，以及由 -- 
个区问上首尾相连的连续图形组成的边界，这不会成为 
H 题.至于由分形"形状的图形组成的边界，则会出 
现麻烦.但是在绝大多数应用中不涉及这样的曲线边 
界.对于哪些类型的区域可以用于计算一 .8 积分中的 
详细讨论，留给高等敝积分教程. 

连续函数在非矩形 K 域上的二重积分具有类似 r -单 
积分的代数性质（在后文概述）.定义域的可加性性质 
表明，如果 K 可以分解成不交*的区域& 和 / jp 而这 
两个 K 域具有由有限数3的线段或 者光滑 曲线组成的边 
界（一个例子见图 13.7), 那么 

|/U ， ))d4 = H/(x, r )dA + j[/( x ,y)dA 
13.2.2 体积 

如果 /( x . y ) 是在上的正值连续函数，我们把介于和曲面之间的立体区域的体 
积定义为 

同从前的定义一样 （ 见图 13. 8). R 

如果衣是如图 13.9 所示的叮平面内的区域，“上方”以曲为界，■■下方”以曲线 
厂 & U ) 为界.两侧以直线1^和1^为界，那么我们可以再次用切片方法计算体积.首先计 
算横截面面枳 

' f { x iy )dy 

然后对4(：0从:到^=6枳分，得到作为累^积分的体积： 

V - fA( x )6x = fj^f(x,y)dy fit ⑴ 

同样，如果及是像图13+10中所示的区域，以曲线 1 = 和 ： r = A E < r > U 及直线 y = c 和 r = 为 

界，那么用切片汁算的体积由累次积分 给出： 



j I /u. vid^ -jj + j| / m . v I 

r k ' 


m 13.7 以连续曲线为边界的区域保持 
矩形区域的可加性性质 




13.8 我们用定义矩形底面体体枳的同样方 图 13. 9 图中^示的垂直切片的面枳足 

法.定义曲线形底面4体体积 A { X ), 为了计算立体体积，对这 

个面枳从叉=«到1 = /«积分： 

广 ^(a)dx = = 广 f(x t y)6y cb 

公式 （ I ) 和 （2) 屮的累次积分都给 Hi 定义为函数/在区域 / f 上的二重积分^体积，它们 I 
面更强的傅比尼定理的推沦. 

--- - - f 、 

定理2 (傅 比尼定理增强形式）令 /( u ) 足 ^ - 

区域/?上的连续函数. i 

义的 ，& 和 &是削 《， ㈣ 连续驗，则 / fjU / 


(21 若/?足由在心 A ,(>) 氏定 
义的， 卜和心是区间 k , A 上的连续函数，则 
J /( x + r ) d 4 = 


例1 个 棱柱的底面是巧平面内以I轴以及 
直线和1 = 1为界的-:角形，顶面在平面 

z =/(:,r) 二 3 - 

内，求它的体积. 

觚清看阁 13. 11. 对于在0弓1之间的任何^值， 


m 13, to 图中 a 示的立体的体枳为 


fA { x }& y = = ff ^/{ Xl y)dxi 

K * t J k\ly-\ 

是在图119中计算的同样体积 


可以从 Y =0变化到 y =4见图 13. 
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v = 辽 ( 3 …”々 = £卜 -v f ]::> 

0-¥卜[¥0 

作颠倒积分次序见阁 13. II ,),棱柱体枳的积分为 

v = jj'(3 - x - r)(Lc<ir = 人 [3i - y - i>] ilr = 九 (3 -士 __ 3 r + f + v J Jd> 

= /:( 舍 _ 4 ”+ 小 =[ I ” 2 , + il ::, = 1 

两个积分相等，这足 / Wl 的结 果. '' 



»iiy mi 内的 - jam 力欣逝的 棱朴: 

棱本积土 o . jffi . 的 -. fpm 分；为广把 
它作 为絮次积圩 if - 叶以先对 v 枳讣， 

或荇用相反的次序积分(例 n 


ci IX : 分限； 如架 

先咕^枳分找 □ 沿■条通过/?的水乎百:线积&. 
然后从 hii L 对包含内的所有水平 ft 线枰计 


图 b . II 

尽管傅比尼定理保证二重积分可以作为…个累次积分按照任何一种积分次序计算，但是用 
其屮种积分次序可能比用另一种积分次序更容易求值 • 下面 的例子说明怎么会出瑰这种情况. 
例 2计算 1 ^^ 

其中/?是巧平面内以 x 轴以及直线和 i = i 为界的-:角形， 

解积分区域/?显示在图 13. 12中.如果先对 > 积分，然后对:^积分.我们得到 
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=-I ) + 1 — 0, 46 

如果期 倒积分次序并 ft 试 图汁算 

n :， 崎 

我们会陷人困境，因为 jusin 幻/*)心不能用初等闲数衣示 
(不存在简单的反锌数） 

在这种情况下，没有预测用哪种积分次序史好的一畋法 
則.如果 第一次选择的积分次序不适就试外-种次 
序. 有时，用两种积分次序都无济于，，那么就需贾 用数值 
通近. 

13.2.3 求积分限 

我们在下面给出一种求积分限的过稃，适用 f ' ft 多 f 而 K 域.对十更为 M 杂的 K 域.以及用 
这个过程 失效的区域，通常可以把 K 域分成块，使得4:那 ¥ 块 t : 可以执行这个过程. 

在求积分 |/ U , >■) 乜时，先对 r 积分，然后对:^织分，执行 F 列 步骤： 

(1( S 草困. 画出积分 K 域的草图，并 fl 标水边界曲线（见图 13.13 a ). 

(21 求 y 积分 限.设想一条垂直直线 i 在} ■增加的方向穿过 《. 标出 L 在进人 K 域和离开 K 
域处的 r 值.这两个值为 r 积分 限， 并且通常是;（的函数而不是常数 （见图 n . Ub ). 


= ] 




m 13. 13求先对 r 积分然后对 T 积分的积分限 






分足 


为广求 M —个 … . Tt 积分作为采 m 相反积分次序的尜次积分.作第（2)步和第 （3) 步中用水平 
n ： 线代衧萆 ft «线 （阽 m 13.13^). 这个积分坫 , 


|/u, 

例3对枳分 




iwm 分 K 域的亨阁. jf -. Hv : 
解积分 K 域由不等式 


个积 分次卞 相反的等价枳分. 


和 0 «文 s 2 

0和=2之间的 曲线） -= /和 


给出.因此，枳分区域以:* =0和_* =2之间的曲线 r = /和 
,r = 2; c 为界（见图 〗3. 14 a ). 

为了求相反次序的积分限，设想一条从 A ■:至心穿过 [ x : 域 
的水平直线.它在 i = y /2 进人 K 域时在 *=/) ■离开 K 域.为 
了 包括所胬这样的卉线在内，我们今 . v _ 从 ）_ = 0延伸到 _v = 4 
(见阍13, Mb ). 这个积分是 

fj '^ (4 .t + 2 )Hi dv 

两个枳分的共问积分值是 8. ■ 

利用技术工具求多重积分 

大多数 CAS (计算机代数系统）可以计算多重积分和累次 
积分.典型的过程是按照你指定的积分次序以嵌套的 叠加形 
式应用 CAS 积分命令.例如， 



图〖3.14例3的积分区域 


典型的 CAS 命令格式 





如果 /G ， r ) 和是连续 函数， 那么二 1积分右下述代 数性质 t 
(1> 常教倍 = r |/( lT y)cU (任意数 r ) 

(2>和与差 J (/( j , y ) ± g ( x , y ))6 A = J ^/( x , y)dX ± ^ g ( x t y)dA 
(3 丨优势积分 

(a) l/(x,y)dA 為0,如果在/? \J{x f y) ^0 

(b) l/{x t y)dA ^ lg{x,y)6A, 如果在 /f J./Uj) ^ g(x,y) 

(4 ) 可加性 lf(x,y)dA = p(x- r )dA + f[/(x r y)dA 

其中 fl 是两个非交疊区域尽和 & 的并集 （ 见图 13,7). 


隐含在这些性质中的思想是积分具有类似求和的性质.如果函数 / G ， r ) 用它的常数倍 YU , 7) 
代替 t 那么/的黎曼和 

由<的黎曼和 

^ </( ^ = c S 

代替，取肖时的极限，证明 


c lim 5,, = cj fAA 和 limc^\ - 

是相等的.由此推出，常数倍忡质由黎 S 和转移到二重积分 . N 

黎曼和的其他性质也容易证实，并且由于同样原因转移到二重积分 . 这种讨论虽然指出二重积 
分代数性质中包含的思想，但是实际证明具备这些性质需要对黎曼和的收敛作更仔细的分析。 

匀 a 13.2 


在习越 1-6 中，画出积分区域的草图, 
求积分 


并且 


1. 1 J* a： sin y Ay d*. 
3. dy . 

5*0^3/^^ dy. 


4. f\ dx dy. 


dx . 

在习题 7-10 中，求函数 / 在给定区域上的 
积分. 

7. 四边形区城 /( U ) 々在第一象限内以直线 

y ^2 x t X ^2 

& 三角形区域 / u , r ) + r 2 在以 （0,0 h 0,0} 

和 （ o . i ) 为顶点的三角形区域. 

9. 三角形区域 /( H ) =1-石 在娜 平面第 一象限 


内由直线 u + 〃 = l 切出的三角形区域. 

10. 曲线区逋 /( J ， t ) = Klnf 在对平面第一象限内 
位于曲线3 = 1»^之上从 i = l 到 i =2的区域. 
在习 S 11- 14中.给出函数在笛卡儿坐标平 

面内个 区域上的积分 . 画出区域的草图，并且求 
积分. 

11. 0 ^2 dp dv (P 平面) ■ 

12. df ^ ( Jf 平面夂 

13. coa/dndf (比 平面） ■ 

14. J 3 - ~dfdu ( uv 平面） ■ 

在 J 厘】 5~24 巾，画出积分区域的草图，并 
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a 以相反积分次序写出等价 的二重 积分. 

16 /X 户 d ，. 
**■ /:/:、& 
2a / J ， 办. 
22.^\ dtd r . 


is ，/:r 一 . 

n ./: 广也 办' 

19 . f : (一. 

2 i ' Cf^ 2{tx 6y ^ 

21 (J—% 3 一知 24 0_X fedr ^ 

在习 @25 - 34 中.画出积分 K 域的草3)，颠 
倒积分 次序， 并且求积分. 


HTT 一 

27. J J i J e^tU 6y. 


况 『 f ^sin xy dy dx . 

aL fX 1 4^ J ^ dx - 


3 *. rx >— ! ) 一 .nix 玲- 

33. 正方形区嫌积分 

j [( r -2 x s )dA 

其中/? 是以正方形 1^1 + \y\ =1为界的区域. 

兑三角形区域积分 


§xydA 

其中 / f 是以直线 y = j , y =2 x 和 i + j =2为界 
的区域. 

35 - 求上方以抛物面^=* 2 +/为界和下方以 v 平 
面内的直线*=0和 *+ r =2 包围的=角 
形为界的区域的体积. 

36 - 求上方以柱面为界和下方以巧■平面内的 
抛物线 y = 2 - r 2 和直线 y = x 包围的区域为界 
的立体的体积. 

37* 求底部是灯平面内以抛物线 y =4 - V 和直线 
r = 3* 为羿的区域而顶部以平面 i = I+4 为界的 
立体的体积. 

38 - 求第一卦限内以坐标平面以及圆柱面 
和平面"厂 3 为界的立体的体积. 

3 ft 求第一卦陔内以坐标平面以及平面^^3和抛物 
柱面 s =4- y 2 为界的立体的体积. 

40. 求由曲面 2 =4 从第一卦限切出立体的 

体积. 

41- 求由柱面 z = 12 -3 / 和平面 x + r = 2 从第一赴 


限切出的楔形体的体积. 

求由 f 面：=0和从正方形柱体 U + 
丨: H 矣1切出的立体的体积. 

43 *求前后以平面 i =2 和* =] 为界和两侧以柱面 
J = ± I /；!为界以及 i _ 卩以平面 J = * + J 和 
Z =(] 为界的立体的体积 < 

从求时 G 以平面 t = ± flv 3 为界和两侧以柱面 J = 
士 W r r 为界以及上方以柱面 J =】 +/和卜方以 
V 平面为界的之体的体积了 
反常二重积分经常4以采用类似单变置反常枳 
分的方法 计篝. 卩列反常积分的第…个丨次积分完 
令按照正常积分进行，然后采用7,7节的方法.通 
过取相应的极限计算 单变置 的反黹积分.在 j 甄 
4 5 -4 S 中，求作为累次积分的反常枳分. 

4 H l'..7J dr,lx - 

广 】 >v /i -IT 

47 - i L 占乜 

在习题 49 和 50 中，用 


lf{x f y}dA - 客 


遇近函数 / U ， r ) 在由垂直线 r = a 和水平线》 =r 划 
分的区域 ft 上的 二重 积分. 在每个子矩形中，使用 
为通近指定的 

49. f{x,y) 在上方以半® r = 为界和 

F 方以 J 轴为界的区域 / f 上，使用划分 1 = 
-1， - l /2,0, l /4， l /2 ，t 和厂0，1/2,1，以第 Jt 
个子矩形的左下角顶点作为 （ Xt , rt U 只要子矩 
形位于内）. 


5 a /( x ， r ) ”+::^在圆卜-：;) 2 + ( 广3) 2 =i 的内 
部区域 A 上，使用划分 J = l ,3/ r 2 f 5/7 J 和 
y = 2 t 5/2,3J/2A 7 以第&个子矩形的巾心（形 
心）作为（气 ，九〉 （只要子矩形位于区域 / f 内）. 
si ■臞扇形区域 求函数 /“, r) = ■在由射 

线没 = ir /6 和沒 = w /2 从阓盘:《： ; + ) 3 莓4切出的 
较小扇形区域上的积分- 


52•无 界区域 求函数 /(、 v ) = l/[(f - J)( / _ 
1 ) 1/3 ] 在无限矩形区域 2 在 i < go ，0 矣* 在2 上的 
积分. : 

S 3 ■非圆 形柱体直立 （_ 圆形）柱体以 JV 平面内 
的区域/?为底面，上方以 抛妫面 z =* 2 +/为 






704 


弟 13 聿 


界.柱体的体积为 

V = /■/:<? dy \x 2 + /)dx dr 

tti 出底部区域 / i 的草阳，汴 fi 把柱体体积灰不 
成用相反积分次序的累次积分1然 f 汁算积分 
求体积+ 

W. 转换成二重积分求积分 

(tan • 丨 7 tt ‘ tan " 1 x ) tlx 
(提示：把被积函数表示成一个枳分 .） 

5S. 使二璽积分达费最大值在奸平面内什么 K 域 
B 能使积分 

|(4 - 公 - 2y i )d.A 

达到最大值？ 4出答案的理由. 

免使二:■积分达到最小值在 w f 面内什么 IK 域 
/f 能使积分 

|(j ： 2 + / _ 9)dA 

达到最小值？提出答案的理由. 

57. 对于在町平面内#庞形 K 域上的连 续函數 

二 m 积分，按不㈣的积分次序汁算积分是否4 
能得到不同的结果？提出答案的理由. 

58* 对于在分平面内由顶点 (H). (2,0) 和 （ 】 H 2) 包 
围的三角形区域 ff 上的连续函数 /U,_rh 如何 
计算二.电积分？提出答案的 理由- 

13.3 用二霣积分求面积 

这一节讲述如何用二重积分计算平面内的有界 K 域的面枳以及求二元函数的平均值 ■ 

13. 3. 1平面内有界区域的面积 

如果在前一节在区域上的二重积分定义中取 /(D) =1,黎曼和化简成 

这就是及划分中的小矩形面积之和.并且逼近我们愿意称说的 K 的面枳 t 当划分的范数趋近 
零时，划分中所有小矩形的高度和宽度趋近零，并且划分对 A 的 S 盖变得越来越完全（见 
图 13. 6〉.我们把《的面积定义为极限 

" l M (2> 


定义闭有界平面区域的面积是 

A = |d4 


同本章中其他定义一样，此处的定义同过去面积的单变童定义相比_适用于种类更繁多的 


59无界区域 ]£U}\ 

J" f t* ^ = limj" f r T： ck dv 

“(['4 丫 

60. 反常二重积分雀反常积分 

/ Itv - n -' 1 " 11 

计算机探究 

在 d 败61 〜 64屮，刖『件 CAS ( U 算机代数系 
统）：觅积分计算器估计枳分仿. 

61 . J" - dy dx. 62 * J J ** " '"*'■ flv dx. 

63. J J tan 1 xy di tU . 

- V' dv dx. 

在~娌65-70中，用 种 （: A 5 二甩积 分计算 
器求枳分.然后，_阇积分次序，冉用一种 tAS 
求积分 1 

65. | p"*(h d>, 66, J ^ >小. fix 

67. f 〔 t. ^ y - xy 2 ) Ax d>. 68. J* ^"dx d v. 
6, m d ' 土 7fl . /X 






705 


K 域，仴是在两种定义都适坩的 k 域 h 同以前的定义.致.为 T 求面积定义屮的积分我们算 
常数数 /(*, r ) : i 在尺 I •.的积分. 

例1求第-象限内以«线和抛物线 j =彡为界的 K 
域《的面积. 

解我们_出1><域《的争阐< 见阐 1-1 15>,汴明 ft 线和曲 
线的交点，并且计算面积： 

= 人 (* = [y - y]' = I 

请沖意，从汁算内 U 积分得到的单积分-/)山，就培用 5.6 闬 LI . b 例丨中的 K 
打的 方法求迕线和曲线之间 的向枳 的枳分+ ■ 域《 

例2 求中 抛物线 y = /和在线 r = 1 + 2包闹的 K 域的而积. 

解如果把分成阁 13. 16 a 所冶的两个[<域乂 和/ {卜 "UU 川 



A = ^dA + JtlA - f j^^x fir ^ f f^ ib 

纤算面积. 另-方面*錮倒积分次序（见阄 13. _仙）给出 

^ = r , r <iv,ir 




图 】 3-_6用两神积分次序计算这个面积 

这个第一结果只需要计算•个累次积分.是比较简单的 t tli 是我们在实践中力求犯眺 [^域 /? 
的面积为 

13.3.2 平均值 "' 

-元可积函数在闭 PCH 上的平均值是函数在 k 间上的积分除以区间的长度对于定义在平 
面内的有 界区域 上的二元可积函数，平均值是函数在 K 域匕的积分除以 t< 域的面枳.可以把这 
个函数想象成水箱中某个时刻给出的水面晃动的高度，水箱的垂直内壁位于区域的边界上,.水 
箱中水_平蝴度 Sit 織訂 糾师:郎度. Ffi ， 这个棘是賴巾⑽容积除以底 
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如果/是覆盖 K 域 W 的薄板的温度，邶么，的 氓 趴分…的面积相除就是薄板的 
平均温度，如果 / U ， r ) 玷从点 “4) 到*个固；点"的距离， /4:/ f 上的平均值垃从 P 到 / f 屮各 
点的平均距离 T 

例3 求闲数 /( 怎 ，>0 xy 上的 f 均苗- 

解/仵/?上的积分值是 

I I r ms xy d> tk - J [ sin dx ( | t xy i\y = sin xy + f：) 

=J ( sin jc - 0)fLv - ^ r] =1+1=2 


" 的面积为 IT / 在尺上的平均值等于 2/77. 

习題 13.3 

在习 Ml - 8中，，出以给定立线和曲线为界 
的 K 域的草 I 礼然后把区域的向趴表水成累次二承 
积分，并11求积分. 

1. 坐标轴和直线 

2, 盘线尤 y - 1% 和 y = 

丄抛物线戈= - T 2 和直线 r = i +2 - 

4. 抛物线 x=y-y 7 和立线 y = - j . 

5. 曲线，= 〆 以及 ft 线厂 0. 1=0和；1：=〖【，2. 

«.第 象 限内.曲线 ？ =〖11；^和 ? =21 0 :以及疗线 

t = ^. 

7. 抛物线文=/ 和；* =2) 

8. 抛物线; ^^-1 ^x=2y 2 -2. 

在4题9 ~ 14中，积分或积分的和给出乎 
向内的 K 域的面枳._出每个 R 域的草图，标明每 
条羿曲线的方程，井1 给出曲 线交点的坐钚 . 然后 
求 JX 域的面积. 

9 - fXi^ av - 现// 1 :、“ 

n fv« A f r *2 

... 1 drdj[ - i 2 -f J >; d - dy . 

13 - /_,/>■ “『:/:>〜 

14 - iX -/— + iX rf)di . 

15. 求涵数 /( xo ) =3 in u+r) 在下列区域上的平 
均值： 

( a ) 矩形0安； c 在 ti ， O ^ v^irj 
( bj 矩形 O ^ y ^ Tr /2. 


16. 闲数 T h . V ) = A ) 作正方形0 ^ JT ^ 1 ,0 ^ V ^ 

£上的平均值，或者/在第一象限内 四分之 KI 
?十/在 I h 的 f 均值.你认为哪-个史大。求 
出它 〖 H 的值. 

17. 求抛物齟 ； + r 在正方形0在 t 妄 2. 
0 ^ V ^ 2 [ 的 f 均离度 - 

18. 求阐数 /( a ,)) = l /< xv ) 在正方形 In 2 ^ ^ 
2 In 2,1 ti 2 ^.V ^2 in 2 卜-的 T 均值. 

1 9 . 细苜种群 如果 / U ,.>) = (10 000 〆 ）/(】 + 
lil /2) 代灰 t ) 平面 上某种 细菌的 h 种群密 
度， 芄中 r 和 _Y 以 M 米为度 霣申位 .求细 m 在矩 

- 2 赛 r 赛0内的种群总数 - 

20. 区域人口 如果 / U ， y ) = UXK ) +1) 代表地球 

t : 某个 f 尚区域的人口密度，其中^和 r 以英里 
为度霣单位，求在以曲线^ 和文= 々'、:力 

界的 [^域 内的人口数， 

21. 得克萨斯州的平均通度按照（得克萨斯州年 
鉴）， 得克萨斯州有254县，每县有个 N 家 
气象站.假定254个气象站在时间~都记录本 
地的温度.求能够给出得克萨斯州在时间 L 的 
平均温度的合理遢近的公式1在签案屮应当包 
含对望从（得克萨斯州年鉴 >容易获取的数据 . 

2 Z 如果 / U ) 是在闭区间 0 在1专&上的非负连续涵数， 
对于以/的图形和垂直线$=1 x 劫以及 J 袖为 
荞的闭平面区域，证明区域面积的二重积分定义 
同5,3节对于曲线下方的面积定义一致. 
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13.4 极型二重积分 

在某些情况 T . 如果我们变换到极乎.你，那么 S 容易计算积分.本节'讲述如何作这种变换， 
以及 如何 在由极方稈给出的边界 K 域上求枳分. ' 

13.4.1 极坐标中的积分 

’1定义闲数在砂平面内的[ X :域/ (上 的-.屯积分时.我们驻从把尺切剌成小矩形仆始的 .而 
它们的边平行于坐标轴.这些划分甲-元是利川白然 形状. 因为矩形的边具冇不 变的; V 简和 r fjt 
汴极坐标中，这种单元的 ft 然形状是‘‘极矩形”，它们的边具有不变的(■值和 e 值. 

假定阑数 /( r ,0) 定义在以射线 0 = a 和枝 = 芦以及连续曲线 r =& ( e ) 和 r =心 （(9) 为畀的 K 域 
上.此外，假定对 fa 和万之间的每个0值有0«片, （0) 矣&(60专 a . 那么， /( 位于-由不芩式0莓 
戶定义的扇形 K 域 (？ 内（参见图 13. 17). 



阳13. 17区域 ft: g,(.e)^r^ gl {e) , <1=56^ 卢包含在扇形区 域卩： 0sr S(J , 

内，由岡孤和射线构成的 V 的划分衧致 / f 的一个划分 

我们用圆弧和射线的网格覆盖区域 9. 圆弧是从阏心在原点半径为 Ar, 2少， .... 明心的岡 
上切出的，其中 Ar = a /m. 射线_ 

0 = a, 0 = a + Afl, 6 = a + 2A«, …， 9 = a + m'A6 = p 

给出，其中 iW=(j8- a )/ m '. 圆弧和射线把 0 划分成被称为“极矩形"的小拼片 _ 

我们对位于/?内的极矩形编号 （顺序 无关紧 要）， 把它们的面积命名为 M，，...， i4 ■ 
令 （〜.fl,) 是面积为的极矩形中的任意点.然后构成和 " 

乂 = 

如果/在整个区域 /f 上是连续的.当细化网^ 使分和 趋近零时，这个和将趋近一个极限.这 
个极限称为/在《上的二重积分.用符号表示， 

= J /( r , e ) d 4 

为了求这个极限，首先必须以 Ai ■和 A9 表示 M, 的方式写出和 S,. 为方便起见，我们 选择' 
为第 A 个极矩形边界的内侧弧和外侧弧的半径的平均值，于是，限定的内侧弧的半径是〜 — 
(Ar/2), 外側弧半径是 +(Ar/2)( 见图 13. 18). 

在一个半径为 r 的圆中角为 (9 的楔形扇区的面积是 
>t = y 6» ■ r 2 



可以秤出，这是岡面积同楔形扇 K 包含的小部分面积的乘枳，所以这些在原点的弧所 
对的岡扇 K 的面积为 , 


内侧弧扇 K 面积： + (〜-|~ r ) M 
外侧弧扇区 面积： + 

因此， 

=大扇区面积-小扇区面积 

4 e [(^ fr-(-fn 

=^ (2 r A Ar ) = r t ArA ^ 

把这个结果代人定义乂的和式屮，给出 
乂 = ^ f ( r k . e k ) r k ArA 6 

当以及&和的值趋近零时，这些和收敛于 
二重积分 


- / 


m L 3. 18从观察结果 iVL =<大扇1< 
面枳） - < 小扇 K 面枳）好 
出公式=4 Ar Atf 


S, = l/(r t a)rdr dff 


傅比尼定理的一种表述形式说明，这些和趋近的极限可以通过对「和9的累次单枳分 求值: 


jf { r ,6 )AA = 


13.4.2 求积分限 

在宜角坐标中求积分限采用的步糠同样适用于极坐标.以图 13. 19的积分区域为例.在极坐标中 
为了在区域 /i 上求][/(<■，扪 <W， 首先对 r 积分，然后对0积分，其步韆如下： 

(t) 总积分区域草 ffl. 圃出积分区域的草图，并且标明限定区域的曲线 （见图 13.19a). 

(2 丨求； ■积分限.设想一条从原点引出在 r 增加方向穿过 ft 的射线 L* 分别标记 L 在进人《 
和离开 /f 处的「值.这就是^的两个积分限.它们通常依赖于 f ■与正 * 轴构成的角0(见 
图 13. 19b). 

<3)求0积分限.求限定 ft 的最小值和最大#值.这两个值是 fl 积分限 （见图 13. 19(0 .这 
个积分为 


lf { r .9 )dA 


多重积分 
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例1求闲数 /(r, 幻在 bC 域上的积分的积分限，/?位 f 心脏线 r=i +CO80 的内部和 Mr=l 


的外部. 

解 

(1) 首先_出积分 K 域尺的草图，并 K 标明限定 K 
域的曲线（见图13, 20). 

(2) 其次求 r 积分限.从原点引出的一条典型射线 
在 r = l 处 进人心 在 r = 1 +cos 沒处离开 /f, 

|3}最后求0积分限.从原点引出相交的射线 
从没= - tt /2 延续到0 =甘/2.函数/在 A 上的枳分是 

广 J : 一 /(r . fi)rdr 如 ■ 

如果/(『，幻是取常数值1的函数，那么/在上 
的积分是 /f 的面积. 



m 13.20 对例 I 中的 K 域求 
极电标的积分限 


极坐标中的面积 

极坐标平面内的闭有界区域及的面积为 

A = r dr 66 


这个面积公式同前面所有的公式一致，虽然我们对 
这个事实没有给出证明. 

例2求由双 纽线〆 =4卿邛包围的面积. 

解我们画出用来确定枳分限的双纽线图形 （ 见 
图 13.21). 从曲线包围区域的对称性看出，总面积为第 
一象限部分面积的4 倍： 

i-ir^ f /■* cm r 2 i rt 

A =4 L L … 0 = <[比 


/hr = V4 cos 2ff 



m 13.21 为 r 在阴彩 K 域上求积分，我 


™ 4J 2 cos 2^ = 4 sin 2 fl ] = 4 

13.4.3 变換笛卡儿坐标积分为极坐标积分 


们 ihr 从0变到 e 
从0变到 ir /4( 洌 2 ) 


变换笛卡儿坐标积分 Jf/U,y)dt d 7 为极坐标积分分两步进行,第一步，在积分中代人 x = r cosfl 和 
r = 0,并且用 r dr 相代替 d* dy. 第二步，为 K 的边界提供极坐标 枳分限 笛卡儿积分于是变成 


J [ fi z , y ) it dy = J /{ r cos 6 ,r sin 9) r Ar dfl 

其中 C 表示极坐标中的积分区域.这个作法同第5章介绍 
的代换方法相似，只不过现在包含代换两个变量而不是一 
个变董.请注意， ckd r 用 rdrdO 而不用 drde 代替-在 
13.8 节给出多重积分变量变換 （ 代换）的更一般讨论. 

例3求积分 J e ~dy(U 

K 

其中尺是以 x 轴和曲线^= /T^ 为界的半圆区域（见 
图 13, 22). 



图 13.22 例3中的半圆区域 

R： 0 岑「拓 1 ， 
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解在■儿坐标中，所求积分是非初等枳分.设有用来求 e 1 〃对 I 积分或其对 > 积分的 r [ 
接 力法. 然卯， 这个枳分以及其他类似的积分在数宁中——例如在统计学屮——足很取要的，我 
们筘要 v / 求汁算它的 方法. 用极坐标较而 易举. 代人> - r sin 9, 并！ LHj r dr 狀代扦 
d > Mk , 使我们能够汁算积分如 T : 


在 r 士 _1# 巾的 r 疋好是求〆的积分所需要的.没有它我们不可能求这个枳分. 
习题 13.4 

在 MM 1 - ]6 中，把笛卡儿坐标积分转换成等 从第象限切 fh 的 K 域的 i 

价的极坐标积分.然后求极坐标积分. 22. 交叠 的心脏 《 求心脏线 


0[ X ^ ^ 叫 

Cf .yr ^： | + 

.f 


+ /y u/ 

求由曲线 r = 2(2- S ln 从第一象限切出区 

域的面积. 

同圆交叠的心 At 线求位于心脏线 r=l +COS 0 
内部和圆 r = 1外部的 K 域的面积. 

—叶玫攻线求由玫瑰线 r = 12 co & 30 的一叶 
所包围区域的面积. 

编牛*求由正 X 轴和 螺线％ 4灸3, 0英在 2 u 
所包围区域的面积.这个区域像一个蜗牛壳- 
第一象限内的心脏线求由心脏线 r = l 0 


从第-象限切出的 K 域的面枳. 

22. 交叠的心脏«求心脏线 r = ] + r^ #和 r 二 I . 
ros 的公共区域的面积. 

存:极坐标中，函数在区域 /f i : 的平均儇 （13- 
节）由 


J/( r t 8)r Hr dfl 


面积 （/?) - - 

给 fH . 在■^題 23-26 屮.利用这个公式求平均值」 

23. 半球面的平均窵度 水叮 f 面内的 f _ 球形 曲而 

工 ； vV -/-；/ 在阓盘^ + 之 i ： 的平均高度. 

24. 圆锥面的平均 ft 度求 V 平曲内 （ 甲0阀锥面 

在圚盘/ 之1.的 T 均冉度 . 

25. 从圆盘内部到中心的平均距离求从岡盘/ + 

内的点 PU ， r ) 到頃点的平均距离， 

2*. 从圆盘内的点费圆金边界上 一点的 平均平方面襄 
求从圆盘/+/忘1内的点 P (*,> ) 到边界点 
的距离平方的平均值. 

27. 转换为极坐标积分 求函数 


在 K 域1忘文 2 上的积分- 

28- 转換为极坐标积分求函数 

1 

在区域】幻 2 上的积分. 

29, 非圆形直立柱体的体积直立柱体的底面是位 
于心脏线 r = l +«66之内和圆^二1之外的 [>( 
域，柱体的顶部在平面:^:^内.求柱体的体枳. 

30. 非圆形亶立柱体的体积直立柱体的底部是由 
双纽线 r 2 =2 加2# 包闱的 区域，顶部以球而 

为界-求柱体的体积. 

31- 转换为极生标积分 
( a } 求反常积分 


的常用方法是先计算它的 平方: 





多 f 积分 


7 U 


’ = (/>〜)(/>» = 

用极坐标求最后的积分.并 U 从所 m 方程 
求解 f . 

A ) 求极限 


32. 转换为极坐榇积分求枳分 


在 JH 盘/+/英 3 , 4 f : 的积分. / U . r ) 在阓盘 
^ 其1上的积分存在吗？提出答案的理由， 

34. 杻坐标中的面积公式利用极坐标中的二重积 
分，推导在原点和极曲线厂=/(幻（„=£反在戸）之 
间的尚形 IX 域的面积公式 

a = (A ,lde 

3 5 . 到®盘内给定点的平均距离令 P , 是半径为 0 
的 M 内一点，/ 1 表示从&到®心的距离■令 
表示从圆内任意点 P 到尸。 的距离.求/在由 
圆包围的区域上的平均值. （拢示： 为丫简化 

13 . 5 直角坐标中的三通积分 


计算，把囲心童干原点，&置 T * 轴上 .） 

36* 面积假定在极半标平面内一个区域的面积为 


_川 K 域的莩阁并 U 求它的面机 

计算机探究 

在37 -40 中，用种 （: AS ( if ■算机代数系 
统）把笛卡儿坐标积分转换为等价的扱坐标积分. 
并 fl 求极节紅积分的值1在毎 M 中执行下列处薄 
步隳： 

U ) 绘制 V 平面内积分 K 域的阁形. 

< b } 从 U ) 得到的笛卡儿坐标区域的边界曲线 
中求解 r 和 t 把边界曲线转换为极蚩钿 
在< 

U ) 利用 （ b ) 中的结果.绘制相 f ■面内极坐如 
积分区域的阁形 T 

( d ) 把被积函败由笛卡儿坐标转换为极坐知1 
从 （ c ) 中的积分 K 域阁彤确定积分限，并 
M 利用 CAS 积分公用程序求极半标枳分. 

^ 7 - /111 7^7 d]f 111 - ^ Iir 77 ? dvdl - 

叫 1C M (广 y^y^dy. 


正如二重积分比单枳分使我们能够处理更一鷇的问題一样，二 1重枳分能够求解甚至更为一般的问 
風用三重积分可以求二维形体的体积和函数在三维区域上的平均值. 2维积分也出现在二:维空间的 
向童场和流体流动的问题中，我们在第14章将讨论这两类问 ®. 

13 . 5 . 1 三重积分 

如果是定义在空间中闭有界区域 Z ? 上的函数，例如像固体球或者粘土堆所占据的区域， 
那么 F 在 D 上的积分可以采用下述方式定义-我们把包含 D 的长方形框体形状的区域用平行于坐 
标轴的平面划分成长方体单元（见图 13.23). 对位 
于 O 内的长方体单元按某种次序从1到 n 编号，第 t 
个单元具有尺寸和和体积 AV ； = 

Ax , Ay t ^ k . 在每个单元中选择一点 , y , ，^ ) 并且建 
立和 

5 - = Z F< - X i ^k， z t )^ v i ( 1 ) 

我们所关注的问题是，当 D 用越来越小的单 
元划分，以致在 Ah ，和划分的范数 
|| P || 中的最大值）都趋近零时，会出 



现什么 结果. 如果无论怎样选择划分和单元中的点 
■ s . 都取得唯一的极限，我们就说 f 在0 
上是可积的.同过去一样，可以证明，如果 f 是连续 


图 13.23 用体积为的长方体 
单元划分空间 k 域 a 
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第 J 3 聿 


函数，而限定 O 的曲面由有限数目的光滑曲面沿有限条光滑曲线连接而成.那么/ '是 可积的 .当 
|| P ||—0和单元数时，和 S „ 趋近一个极限.这个极限称为 f ■在 D 上的三重积分.并且记为 

或 U 

，^ 5 . = ^/{x,y,:)Ax <iy di 

使连续函败成为可积的区域 Z ) 是那些具有“相^当光滑”边界的 K 域. 

13.5.2 空间区域的体积 

如果 f 是函数值为1的常值函数，那么式（丨）巾的和化简为 

= X 『(*">■":*) Ah = S 1 ' = Z AV， * 

当 A *,, A yi 和4^趋近零时，单元 Ah 变得越来越小和越来越多.并且越来越填满 D . 因此我们 
把 D 的体积定义为三重积分 

lini^AV, =|dV 


定义空间中闭有界区域 D 的体积为 

V 十 


这个定义同前面的体积定义一致，虽然我们略去对这个事实的证明.立刻可以看到，这个积 
分使我们能够计算由曲面包围的空间区域的体积. 

13.5.3 求积分限 

我们应用傅比尼定理的=维形式 （13. 2 节） 通过〒 个累次单积分求三重积分.同二重积分一 
样，对于求这三个单积分的积分限有一个几何上的步骤. 

为了在区域 D 上求积分 




首先对^积分，接着对 y 积分，最后对 * 积分. 

【1)画积分区城的 草图： 画区域£»及其在 u 平面内的“影子”（垂直投影） ft 的草图.标明 
的上下界曲面和的上下界曲线. 



y = S2U) 




-多玄积分 
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(2 J 求^积 分限：在 / f 内引一条通过 典铟点 “,乃同 2 轴平行的直线杯.随着*的增加. M 在 
】=/,(*，]0处进入0,在^^/^^:^处离开从这两个值是 2 积分限. 



<3) 求 y 枳分 限：引一条通过点 U,y) 同 y 轴平行的直线乙随着 y 的增加， t 在 y = #| (；0 处 
进人 K , 在 y = A (*) 处离开 fl . 这两个值是 y 积分限. 



(4)求*积分珉：选择包含所有穿过同 r 轴平行的直线在内的;(枳分限（上图中的 I = a 和 
*=6).这两个值是*积分限.最后，积分为 

0 ”rU) 产■/】(*，，） 

^ U) \ t _ f {i /( 心 r,z)dz dy 

如果改变积分次序，采取类似的步区域0的“影子”位于对变童求累次积分的后面两个变童 
的平面内. 

上述过程适用于空间区域 D 的上方和下方以曲面为界而其 ■•影 子”区域的上端和下端以曲 
线为界的积分.这个过程不适用于带空洞的复杂区域，不过有时可以把这样的区域细分成一些 
更简单的能够采用这个过程的区域. — 



+ V 和 2 = S - 


l ) 丄'.的枳分 

^ = I'cL: fly ill 

_ 出积分 ^ 域的葶 rn ( 见 rn 13.24). 两个曲 Ifnfr : 椭岡 H'lfri 
- ,r ; - y 1 tiE ,r ! + 2 / = 4, ; > 0 

r 的边界坫 n 心 M 样方枰* ; +2/ =4 的椭陳 K 的 |_ .端边 W 

k 曲线 y = - /( 4 -. r : )/ 2 . 


M ‘ 



ffi v = V(4- t : V2 尚汗 # 


i 屮计褲的由 W 个抛物面包 M 区域的体积 

；) 典塑点（: t , v ) 同：轴平行的 rt 线， W 在二+ 3> : 进人 />. 
il _ r 轴平行的线 t 在 - A 4 — /)/2进入 K , 在 ）_ = 
,*的值从;（在点 （ _ 2 ,0,0) 的； (=- 2 变化为在点（ 2 ,0. ( 0的 
t\z tl). <Lt = 


(f "" ^ (8 - 2 x 2 - 4 t 5 ) ih tlx 
J - 2j - yu-j'j/z 






多重积分 
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= 

(川代换* = 2 si nu 积分 ■ 
作卜_如例+屮，把[><:域/>投彬到 K f ■由 irti 不是，平面，说明如何使用不间的枳分次序. 

例2为求阁数点为（0,0,⑴‘ （1.1,0). <0.1，0)和（<)，|，1)的叫面体0卜的 
■:中:积分确定枳分限.利用积分次序七 dz , lx ' 

解 wmK 域 0 及其在=平面的 ■■影 子"|<域的 . 

7阄（见闬 13. 25 ). o 的 （右） h. "的边伴曲而卩厂半而 
r = i 内.（左吓方的边界曲®位 rf ifiip. t+； ：)A). ff 
的 f. 端边界是直线2 = 1 k 端边界坫 iy 线： = h . 

it 先求 rfH 分阳 . MH ft 屮的典咽/.((*，--) M r 轴, 
f - 行的宵线 wft — n + z 进人 a :. 卜丨离幵从 . IV ; 

U : 次求■-积分限 . 通过点 （ .V ， --) h_l ; 轴 f - 行的 1*( 线人 
rtet ) 进人在2=] 离汗 /?. 

is(/n jR x 积分限 .' l j /_<: jif} 过 /?时， * 的 (fl 从 t =0变 ( t. ;> 

化到 .T = l. Ftf.i) h. 的积分足 ■ 


ax 



^ HD 


阁 13. 25 为求定义作四面体 /J h 
的闲数的5承 m 分确定 
枳分限< 例2和例 


clz il\ 

例3按士 知 d_T 的次序求厂 U ，.V,;： ) 作:例2屮的四 
姐_体》的枳分. 

解片先求 J 积分限.通过矽平面内“影子"[X:域 
的典彻点 （*,.v) M 2轴 平行的 飪线在2 =o 进人 o, 在通 
过 l .；/f tS) J = > --T 的地方离开 L»( 见削 13. 25). 

K 次氺 .v 枳分限. 4： Jr f = 0 [., 叫面体的斜 [if 沿 t [线 . r = J $这个 f- 面相交.通过点 
(: t..r) 同」 v 轴平行 的茳 线在 r= _ T 进人 v 平面的影子 1；<: 域.在）. =| 离开这个域. 

最后求 .1 枳分限. ft 前由一少，同 y 轴平行的宵线«过影 FK 域时， .T 的伉从 1 =0变化为作 
Ad . 1，0 )&；c = i . 闲数 f 仵 D !•. 的积分足 

jj J f'( x,y.~)iL dr d.r 

例加.如果 F(— 1乂>_〆）= I ,我们将求出这个四面的体枳 

IJj 0 (h(h，U = / 丄 (-…) <l'rl = /:[+〆 广 1 dx 




= W 士 …+ 小 = [+ 

我们得到按 * l r dz f k 次序积分的同样结果.从例 2 ， 

v = /X'/ ‘卜丄 - & = 

13.5.4 空间中函数的平均值 1_ 

函数 f 在空间 K 域 D 上的平均值由公式 

…上的平均值= 4 




1/扣 


(2) 


定义.例如，如果厂“。.心 vV” 2 +人那么芦在/?上的平均值是从原点到/>中的点的平均 
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距离.如果 FU , 0是占据空间区域 D 的立体的温度，那么厂在 D 上的 T - 均值是立体 的平均 


温度. 

例4 ^ F ( x r y , z ) = qzA : 第一卦限内以坐标甲■面以及平 
面： t =2, y =2和 z =2为界的立方体上的平均值_ 

解我们画出表示积分限的足够详细的立方体草图 （见 
图 13.26). 然后利用公式 （2) 计算 F 在 之方体 上的平均值. 

立方体的体积是（2)(2)(2) =8. F 在立方体上的枳分 

值为 

6x ih = j^/][ y y z \ fJ r ^ = f f 2 y £ d r ^ 

= 仃 0 = / ，叫 2 :1: =8 

取这两个值，公式 U ) 给出 



闬 13.26 例4中的积分 K 域 


在立方体上的平均值 =^ x yl dv = (+)(8) = 1 
在求积分中选择积分次序如 办* U , 但是用其余五种积分次序中的任何一种将得到同样结果. ■ 


13.5.5 三霣积分的性质 

7重积分具有同二重积分和单积分一样的代数性质. 


如果 h z)*C = CU , r , d 是连续 甬数， 那么存在下列 性质： I 

⑴常教倍 |tFdV = i|fdV (任意数 *) j 

12> 和与盖 |CF±C)dV = |FdV±|cdV ' 

D i > D 

(3) 优势积分 1 

(al | fdV 5=0, 如果在 D 上 F 3 0 H »】|> dV 2= |\；仆，如果在 D 上 (； j 

(4) 可加性 j 

| FdV=|fdK + |FdV I 

如果 z ? 是两个非交叠区域 /), 和 h 的并集. 


习题 13. 5 

1. 求例2中取=1的积分，计算四面体的 
体积. 

2. 长方体的体轵 对于第-卦限内以坐标平面以 
及平面 x = l，y = 2 和 z =3 为羿的长方体的体 
积.写出&个不同的累次三重积分.求其中_ 
个积分 . 

3. 四面体的体积 对于由平面 + + 从第 

一卦限切出的四面体的体积，写出个不同的 


累次三重积分.求其中一个积分- 

4. 立体的体积对 T 第一卦限内由阓柱面/十/= 
4和平面 > = 3包围的区域，写出6个不同的累 
次三重枳分.求其中一个积分- 

5. A 抛物面包围区域的体积令 D 是以抛物面 

2 - 8 - Jt 2 - J - 2 和 z - x 7 + y 1 
为界的区域.对于的体积写出6个不同的累 
次三重积分.求其中一个积分+ 



^投物面内 一个平面下方 区嶂的 休积令 


抛物而、=/+/和平 ifa 
出按次序 <Uih d 

:甩积分.+必水这两1 
作 4她7 ~ 20中求积分 


z = 为界的 K 域 - 1 
的体枳的祺次 

mi 


7 . /:/:/:，” ! 

I I ( ^ (U dy. 

<rr. 一 . 

IL / J 乂” in J 心 d ’心. 12 - /，/'，/^ +r + z) ^ 1 

■ 3 ‘ / m b 山 心 ■ _ 4 . 

is -lX C ,h<i} di - ^flCC ^ ih ,L - 

J7, 九九 /】 ™( U + ” + w)iiti dtJ dw (Itvu ^；|uj ) L 

18 . j^*n r In s In t <h ijr dx ( 

直 9 * / fl / f *’心 山 如 (ivx ^fnj). 

20， //J (1 ' ^7 •!/> -Ifl Hr (p,r^|Hn. 

21. 附图所尔 K 域是积分 

L 丄 L ^ ilrdi 

的枳分 K 域.按下列次序把积分重 q 成等价的 
累次积分： 

(a)dy dzdx. {b)dv dx cb. (c)dx d r <U. 

(d)(ktlrdVh (e]dt tk dv. 


& tW v =, ; 和 v 平向之 间以 f 」 油、 

>， - l , v = l 为界的 IX : 成 


从第.卦限内以坐标乎面和 f 面 
为界的【<破 


^第一卦限内以半标平面和平由… 
*=^-> 3 为界的区坡 


22. 附图所示区域是积分 


况由平面 ' r 和：=0从 W 柱面？ +/切割的 
楔形現 



的积分匕域.按下列次序把积分重写成等价的 
累次 积分： 

{ajdy dr dt (b)dy cU dz. (c)tk dy dz. 
(d)di dz dy. (e)dz dv ffy. 

在 23 〜 36 中.求区域的体积 
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27 .笫卦限内 以十标 f 而以及通过点< 
(◦,2,0)和((]几3)的¥面为界的四曲体 


3 K 第 - 1 卦限内以坐标平面和平而^ +,v = 4 以及阓 
柱面 V 1 +4^ =16为畀的仄域. 




1,0.0) 



說第 卦限 内以坐标平面和平面 y = i - m 及曲 
fftf z = ros ( ttx/2) , 为界的穴 域， 


29. 阀杜尚 =1 和 i 2 +? = 1 内部的公共氐 
域，区域的 1/ B 显泌附闬中. 


5 t： 



30,第一卦限内以坐标平面和曲面 ^=4-/ - y 为 
界的区域. 


32,由平向：=0 ftU +: = 3从阆件面又 ： +> : 二4切 
割的【<域. 



33 .第 釙 限内介 T 平” +厶= 2 和 h + 
> + J = 4 之间的区域 ■ 

34. 以平面 Z = X, * + J = 8 , Z = _r, _7 = &和£=0为 
界的有限区域. 

35. 由 v 平# [和尹 tfiU=：c + 2 从椭岡柱体工 ； +4,拓 
4 切剳的区域- 

36. 背面以平为界，正面和 W 面以抛物杵面 
^ = 1 - r ： 为界，顶部以抛物面为界， 
以及底部以砂平面为界的区域+ 

在习題37~40中，求函数 f ( L . v ,::) 在给定 K 
域上的平均值. 

37. =* s +9在第一卦限内以坐陡平而以 
及平 y = 2 和 1 = 2为界的 (/. 方体. 

38. , y ,:) = * + r - 1 在第. - Jf ■限内以坐平面 
U 及平面* = 1, r = l ffiz =2 为界的长方体. 

39. ru . r . z ) + / + z 1 在第一卦限内以坐标平 
面以及平面= = 1 ， y = l 和;;= t 为界的立方体. 

40. F ( X .,^) =; ^在 第一卦限内以坐标平面以及 
平面*=2, )• = 2和：=2为界的立方体. 

在习题41 -44 中，通过以适当方式改变积分 

次序求积分. 




-£ 0 : 气户… . 

42,^£|' I2^ 3 ,i r ,\x rli. 

«. 求累次积分的积分上限 求解 a : 

f' (* n a Z 4 A 

il l 士，一告 

«. 補球面 椭球闹 

X 1 + {y/2) 1 + (s/r) : = 1 

的体 mffi r 取 fj •么 值时芳 r-K-r? 

47 . 使三*积分达到最小值 …: iftm 分 
4i ! +V +I ! -4)([k 

fr: 宁 liij 中 f 卜么记X域 /J I'.ii 到最小伉？提,_彳:祎 
案的玛!山 . 


«■ * 三重®分达 H 最大值 .:_ T (枳分 



作空 M 中什么; i*si 域》1_.达到 M 人衍9 tt!：nn 
案的 押由. 

计算 机探究 

rt>Jgfi49 ~?52 'I'. J|j .仲 if ■扦机 代数系 

统） 的枳 分公 IfjWfT-. ..K 给定由牧忭指定0:体 
i_. 的 m 分. 

49. 人 u.u) =,t ! r ! i ftWr + >' = I U 及 f.ifii ； = () 
和^[为界的岡 n 体 i:. 

50. f \ x , y ,-) =丨勺叫作下 //UM 物 |fu : = J + ,:为 
?rfll I-. JiU f il ; = I 々枰的, >: 体 f-.. 

51. 

— •/;:+/ 力界和 h . // 以 f Ifil ； = r 为界的 

体 I... 

52 . f.U,，；）=. r J + / +J 」ft 珅体 ？ +v : +---'=6 


13.6 矩与质心 

这 tn 井述如何汁算笛 t ? 儿坐标屮一维和：维物体的质黾和矩. 13.7 节 i 寸论杜 面半 t 小和球 
面肀标屮对质 M 和矩的计算. 

13 . 6 . 1 质量与一阶矩 


如果闲数 SU . y ,；；) 是占据空间[>< 域/；的物体的密度 
(毎中位体积的质 »). ^ fr ; n J . 的枳分给出物体的质量. 
为 r 明内原 W , 设想把物体划分成如围 13. Z 7 那样的 n 个 
质黾单元.物体的质歎是极限 

M = = Jjj'sUuhlV 

我 fll 把空间 K 域 D 对.个坐标平面的一阶°矩定义为从 O 
屮-点 “. r 到平面的距离同物体在那个点的密度的乘积在 
D f .: 的-: t 枳分.例如， K 域 O 对 jr 平面的一阶矩是积分 


= | 15(J 


， r^)dK 


物体的质心是从.阶矩求出的-例如，质心的 . T 坐标是 





51 13.27 为 f 定义物体的质置，设 
想把物体划分成有限数 M 
的质置单元 Am, 


对 f ■二维物体，像一块薄板.我们只需通过取消 Z 坐标计算对坐标轴的 -- 阶矩+所以对丁- 
■r 轴的一阶矩是薄板区域 / t 中的点（心…到^轴的距离同密度的乘积在开上的二重 积分： 


财，= p 5( x 、 r )< i 4 


^*3.1 汇总质童和 阶矩的 公式. 
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亵 l3.i 賸量和 一阶矩 的公式 

<■1 三雄立体 

瘐 ft 

M - = S[x t r t i) ^AUx w y,z ) 的密度 J 

■阶妒 

M„ = fxfidk. w u =|»m M., - J I i JV 

质心 

_ W yi - ^i> 

1 = M ' f = W- 1 ; i 

(»0 二 * 板 

賴 

M = js(x,y),\A 坫 d:U.O 的密度） 

对肀标轴的阶矩 


质心 

- _ M, 

" =ir- y = w 


例1求密度为常数6的立体的质心. 立体卜 _//以平闹==0内的阀盘/+ 〆 名 4 为界，上 
方以抛物面; 1=4-? 为界< SLtflB .28). . 

解由对称性 ， =r =0. 为了求 i , n 先汁算 f 

=| KC ；… l 


=-|-|[(4 - 3" - r ' )Mr til 

= + D >_，) V ( Jr da (用极坐标简化积分） 
坩相似的计算给出质 tt 



M 



5 dz dy (Le = 8 tt 5 


m 13.28 求>/_体的质心（& 1 10(例1) 


因此 i =(昶,,/埘） =4/3, 质心是 （ ijj ) =(0, C ,4/3). 

1 空间物体或者平板的密度为常数时 （像 在洌 1 中 K 质心 
称为物体的形心.为了求形心，我们设 S 等于丨，并且像过去 
一样用质 tt 除一阶矩求 j , i . 

例2求第_ -象限内上方以直线7 =：* 为界和 T 方以抛物线 
r = x 2 为界的 K 域的形心.这里的计算对于二维物物体也是有 
效的. 



解为了确定积分限，阃出足够津细的积分区域草图（见图 13 .29在例2中求这个 K 
图13_29).然后设5等于丨.并且计算表 13. 1中的相应 域的形心 


公式： ; 

w =/X ldrdl = /:[《> =((… 1)dI = [t-t[ = ^ 





多玄积分 
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=/:/>办心=/:[0 /: 〆 - 心= = ii 
ffe M , M , 和 Af , 的这垮值，求出 

，- = ^ = 1^12 = 1 f _ ^ _ 1^15 . A 

M 1/6 2 1 7 M 1/6 ' 5 

形心是点（1/2,2/5). 

13.6.2 愦性矩 

物体的一阶矩 （ 见表 13. 1) 

侍诉我们重力场中有关物体平衡 
和对不同坐标轴产生的转矩-佰 
是，如果物体本身是旋转的轴， 

我们多半更关注有多少能童贮藏 
在轴中，或者需要耗费多少能童 
才能使轴加速到某个特定的角速 
度.这是应用二阶矩或者惯性矩 
的地方. 

设想把轴划分成质量为 Am t 
的小块，并且用表示从第 fc 块的 
质心到旋转轴的距离(见图 13.30). 

如果轴以每秒 w = de / di 弧度的 
恒定角速度旋转，块的质心将沿它的轨道以线速韦 

、=去(以)= 、莹 ： W 

运动.第4块的动能近似为 

Y = Y Am* (<-!&>) 2 = y Am t 

轴的动能近似为 

当轴被划分成越来越小的块时，这些和趋近的积分给出轴的动能： 

KE W = j a( 2 r 2 (im = 士 td: J r 2 dm ( 1 ) 

因子 

/ = J r’dm 

是轴对于它的旋转轴的慣性矩.并且从公式（丨）看出轴的动能为 
KE W = — lai 2 

轴的惯性矩同机车的惯性质量存在某些相似之处.为了启动质量 为 /n 的机车以线性速度 t '行 
驶，我们需要提供1£=(1/2)^^ 2 的动能.为了使机车停止下来，必须消除同样大小的动能.为 
了启动愤性矩为/的轴以角速度旋转，我们霱要提供以=(1/2)/ £ ^的动能.为了使轴停止转 
动，必须消除同样大小的动能.轴的惯性矩类似于机车的质童.使机车难以启动或停止的原因在 



图 13. 30为 T 求 IT 藏在旋转轴中的能置的积分， 酋先设 
想把轴划分成小块，每块有它6身的动能：把 
各块包含的动能相加求出轴具有的动能 
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f - 它的质 W . 使轴难 T ' 转动 成捽 ih 的原内足它的惯性矩. 
ffilrt 在轴 L 的分布. 

观作来 推导令 N 物体的惯 n 矩的公式.如架 rU ._V. 
；： ) 玷从 H W M fj 屮的点 （_ r . . r . z ) 到 ft 线 /. 的 W _ :离.邶 
么质 M Am t = 5 ( H h n 对 Hi : 线 /, 的惯 ti : 屯（如 
m 13. 30 所不）近似匁 f _ 从 = 严 （Wh ) Am , .稂个物 
体对 i 的憤性矩足 

"'hi 

= If ' A ， ll .. 

如果 /. 记 .c 轴，那么，= 〆 +2( wm 13. 31). JHL 


"■» TT \ 


惯性 Hi 不仅依赖 r 轴的®砧，也依輓 r 



1. = f(y* +^)5-IV 


m 1-1.31 从 HV ' 到半平 ffl 和坐标轴的 fii 輿 


同样.如果 A Mr 轴戍各 J 轴，找们朽 


1, = Jjj"( i' + ; ) fi (H . !. = 尊 ( x _ + -，’ ) 5 

表 i 3.2 汇总这咚惯性矩的 k 式（称为一阶矩足山 t •它们引用 r 距离的二次方）.衣屮 ik 给: t _, 
对原点的极矩的定 义. 


表 13. 2憤性矩 （二 阶矩） 公式 


<») 三维立体 

:^轴 

t T = |J( y ； f r 1 ) S til {5 = 


对V 轴 

i t = |[{ a - * z~) d uv 


t 轴 

f z - |f( ^ + /) R^V 



f f = JJ rIV {H.r..v t :) 二从点 （ns) 到 f[ 伐 /- 的印 肉） 


(b> 二维板 

轴 

/, = J[ y 1 ^ ^ (5 =S(x iy )) 


耐V轴 

/, 二 | x-HiiA 



i f = | f ： t x,v)5d.i (r(A n v) 二从点 （ v.v) 尹 U 的阁离） 


对职点 （极矩） 

/, = J[U J + ’.]〕 SdA = /. W h 



例3求图 13.32 屮显示的 R 存常数密度 S 的长方体的惯性矩 /,. /,和 I 


解 t 的公式给出 


^ ixr > 


+ 2 ： )5 dr dy cli 


通过观察 ( y 2 十彡 ）5 是 y , z 的偶函数，可以免除-些积分 X 作，长方体由8个对称的块组成， 
在每个卦限有一块.我们可在其中一块上求积分，然后乘8获得总积 分值： 




L =8 £ 人九 + i 2 )5 t\x dy dz = I (y 2 +z')dY ih = 4aS^ [ ^ + j J r ] ^ 'dr 

= 4 < (& =4< ^(S +C 48} = tf (i： +r5) = U (bl+c!) 

間样， 

! ， = 吾( + —) 和 t g + A 2 ) 



m 13 32 求这里显示的长方块的 I (， m 13.33 例 4 中板覆盖的三角 形区域 

庳点位于长方块的中心（例 3) 

例4 一块薄板 a 盖第一象限 内以* 轴以及直线 r = 1 和 r =2： if 为界的 三角形区域. 薄板在点 
U ， r ) 的密度为 =& + 6 r + 6, 求板对坐标轴和原点的惯性矩 ■ 

解画出薄板的草图，并且加进我们对求积分确定积分限的足够细节 （见图 U .33). 板对 X 
轴的惯性矩为 


^ di = J £ (6*rW + 6/)dy dx 

=i>/ + |y + ci 

= ((40/ + 16 * 3 )(k = [8^ +4*']； = 12 
同样，对 r 轴的惯性矩为 

t = /:!>(〜 一 =f 

请注意，我们在计算 A 时求/乘密度 S 的积分，而在计算 / T 时求/乘密度 S 的积分. 

由于 G 知 （和 / T ， 无需用求积分来计算我们可以改用表13.2中的公式（=/,+， 1: 


ffl 性矩在确定金属横梁在负荷下如何弯曲时也起着重要作用，梁的刚度，是梁的典型横截 
面对梁的纵向轴的惯性矩/的常数倍数./的值越大，梁的刚度越强，在给定负荷下的弯曲越小_ 
这是为什么用工字梁取代横截面为正方形的梁的原因.在梁的顶部和底部保持梁的大部分质量 
远离纵向轴，使/的值达到最大限度（见图 13. 34). 
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j ^] ix m 诏的横敕 ifu 对染纵 叫轴的惯忭极矩越 大. 

梁4 的横紱 ifii^M . fr ^ 1 的剐度处强 


习® 13.6 

1 . 求质心水筇 ^ PU ^ Luri ^ t - u , > = r 和抛 
物线 r = 2 - ? 力界 的密度^3的薄板的质心」 

2. 求惯性矩求第 象 限内以 〖_1 .线 A =3和 v = 3为 
抨的密度为常数的长力形板蚵屮标轴的惯 

mi 

3. 求形心求笫.象限内以 f 轴及抛物线 〆= It 
fllj ' l ；^^ + v -4 为羿的 K 域的形心 ■ 

4. 求形心求川 r 〔绂 t + v = 3从奶.象 PUUJ 割的 -: 
fn 形 k 域的形心. 

s. 求形心 + r 从弟 象限切 制的 
K 域的形心」 

6. 求形心求介 j : 1袖和拱形 r = siT 1 上 ■ o ^ jt^u 
之 N 的 K 域的形心- 

7. 求慣性矩求以+/二 4 为界的密度5二 I 
的薄板对1轴的惯忭矩然 r ； 利） H 得钊的结果 
求板的和 /,,. 

8. 求惯性矩求以曲线 Y =( sin : ：0/ V 和 U 轴的 K 

|Hj 为界的密度6 = I 的薄板对/轴的 

惯件矩. 

9. 求无限区域的形心求第：象限由内坐标轴和 
曲线1 = 〆 包域的形心，（利用质黾矩公式 
中的反常 m 分.） 

10. 求无限板的一阶矩求榭左第 象限 内曲线 
J = e ~ F 方九隈 K 域的薄板对 > 轴的一阶矩， 
薄板的密度 5(1.>) =1 

11. 求惯性矩求以抛物线 A = > 和直线 T+y = 
0为界的薄板对 I 袖的惯忡矩，如果薄板的密 
度 S{X,} ) =T + >. 

12 . 求质釐水 r 1 ! 据由抛物线1=4^从椭岡: r 2 + 
4/ =】2切割的较小 K 域的薄板的质叆，如果 
薄板的密度 5(^/) =5*. 

里支求质心求以 y 轴及直线和 j =2 - X 为界 
的一_角形薄板的质心，如果薄板的密度 
S(x,y) -6 a ： + 3 r + 3. 


14. 求® 心和惯性矩求 W ) il |^ t = ，- fll.v = 2,- 
力界的繭板 的质 心和对 1抽的惯 tt ■:矩 . 如架薄 
板作点 U . v ) 的密度为枳 i , r ) = v + I - 

1 5 . 求届心和憤性矩求山 W 线 * = 6 ft ) = 1 从第 

- 染限切 荆的 民办形 薄板的质心和对）轴的惯 
忭屮.如果薄板密度 su,.o =* + v + i . 

16. 求展心和憤性矩求以 K 线厂1和抛物线；= 
^为界的薄板的质心和对1轴的惯忭 s ;. 如汜 
薄板的來度 6 U . V ) => +1. 

17. 求质心和惯性矩求 W T 轴和 r = 士 1以及 

抛物线>_ = 为界的薄 ts 的®心和耐 v 柚的惯 

件.矩. 加果薄 板的密 ffiSU . r ) = 乃 + I . 

18. 求 ffi 心和 惯性铕 求 W rt?E t =0, . =20. > = 
-1 fti v = i 为界的长办形薄 te 的质心和对 r 轴 
的惯 n 矩. 如果薄 板的密度 s ( i .>) = 1 + 
U /20), 

19. 求质心和惯性矩求以 、 n > = - ■» 和 
v = l 为界的二角形薄板的质心 . 以及对 平沅轴 
的惯件矩和惯忭极矩， 加 染薄板的密度 S (. T .. v ) = 

V + 1. 

20. 求届心和愤性矩对 UU 、 v ) -3^+1 黾做4 
@ 19. 

21* 求惯性矩通过计算附阁所小长方体的 I 久 
和厂，求长方体对它的边的惯件 



2Z 求愤性矩闲图中的坐标轴通过楔形体的形 
心，同标明的边 平行. 如果《 =办=6 系 U ，4, 
求 和 A . 
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23. 求质心和«性矩密度为常 雜的“ 門形 — 立体卜 
方以曲面 z， 4 / 为界， I ，方以平面 z =4为界， 
两侧以平面 x = l fliz ^ -I 娜， 求质心和对 

i 个坐标轴的惯性矩. 

24. 求质心密度为常数的物体下方以平面 ； =()为 
界，侧面以椭圆柱面 x 2 + 4 r 2 =4 为界，上方以 
平面： = 2-^ 为界（请见附阁）. 

(a| 求 i 和厂 （b) 求枳分 

^x> = f I ^_f zdzdydx 

J -2 i -( i /7) yj 7 T 2 J(l 

利用积分表完成对 X 的最后积分.然后用財除 
-UI 实 z =5/4. 


钊 £t 线I 1-0, ? 4的阼离驴方坫，=0- 
6) 1 +.- ; .然 A7 汁算捎形体 XU 的惯性 )3i 
2«-求对 亶线的 惯性矩 斗形状傕习題22给出的 

携形体.边匕为《=4. h = b , r = V m 幅简 
场莩 m T 检验从楔形体中的典切点 u.r.d 到 A 
线/」：,=4, )=0 的距离 f 方是〆；（*、厂 + 
然 w 汁算楔形体对 L 的愤性矩. 

在 d 题》和3□中 T U) 求、>；体的质 fh (b|，K 

质心」 

说立体在第」卦限内以坐标平曲和 ftfer + v + :=2 
为界的 K 域中 t 化体的密度函数为 5( w ) 

30. i 体作第 卦 限内以 f 面 v = 0和： =() 以及曲 
rfh\' = 4 - ^ ftlx = v : 为界的 K 域屮（芩见附 
m). t 体的密度闲数为 6U,r") = ^y. h 
常数. 



25 . | a ) 求质心求下方以抛物 + J 2 为界和 

上方以平面: r= 4 为界的立体的质心.&体 
的密度为常数. 

<b) 求把这个立体分成体积相等的两部分的平 
面…. 这个平面不通过质心. 

26, 求质心和憤性矩边长为2单位的立方体以平 
面; t = ±1. : = ± I， y=3 和 y=5 为界，求它 
的质心和对坐标轴的惯性矩. 

27* 求对宜线的愤性矩一个形状像4题22给出 
的楔形体，边长为《=七 “6, c=3. _ 一幅 
简易草图，检验从楔形体中的典型点 （i，y^) 


在习题31和 3 2 中， （ a ) 求立体的质麽； （ b ) 雀 
质心； （ c ) 雀对坐标轴的惯性矩， 

31. 立方体在第一卦限内以坐标平面及平面1 = U 
r=i = = i 为羿的区域中，立方体的密度为 

S(x,r,z) =-x +y +z + 1, 

32- 一个形状像习驩 22 给出的楔形体.它的边长为 
0=2, 6=6, c =3. 携形体的密度为別 n:) = 
i + li 请注意，如果密度为常数，它的质心将 
是 _,0) + 

33. 求质置求以平面 -1, ，，0 
和曲面 = A 为界的立体的质量 t 立体的密度 
为^ 2y + 5. 

34. 求质置求以抛物面•: - 16 - lx 2 - 2 f fTl ^ = 
2^ +2/为界的立体 K 域的质量，如果立体的 
密度为 5(n，:r) = / x 7 + / ■ 

平行轴定理令^„是通过质量为 m 的物体 





的质心的直线， t 是同相距 h 个单位的平行 
线.乎行抽定《指出，物体对 Li 和 △的 惯性矩 
和匕满足公式 

f , = /, . ⑺ 

侔在二维的情形，当已知一个矩和质量时，定理给 
出 i 十算个矩的快捷方法. 

35. 平行轴定 a 的证明 

fa) 证明： 空间中的物体对通过质心的任何 Y 
闹的债矩为零.（提 示： 把物体的质心置 
于原点，以 f 平面为求矩的平面.这时公 
式 f =W„/M 说明什么？） 



( b ) 为 r 证明 平行轴定琿.把物体的质心 mrr 
取点，以=轴为 s 线并 〖 u 〗: 迕线/」 
在点（/|，0,0)同7平面垂直.设足物体 
A 据的空间区域，廉么，用附阁中的 k ： l i , 
i L = ^ I y - Al \ 2 dm 

展歼这个积分中的被枳函败完成定理证明 - 
36+密度为常数和半径为 a 的球体对直径的惯性矩 
为 （2/5)™i 3 , 其中^是球体的质最.求球体 
对 M 球体相切的直线的愼性矩. 

37. 习題 2] 中的长方体对 j 轴的惯性矩为 

, 0^(^ + b 7 ) 

3 

(a) 利用公式 （2) 求 K 方体对通过质心同 f 
行的直线的惯性矩. 

<b} 利用公式 （2) 和 （a) 中的结果，求长方体对 
直线 I= 0. y=26 的* 性矩. 

38. 如果中楔形体的边长为 0 = fc=6, 

携形体对* 轴的® 性矩是/, =208. 求楔形体对 
直线}-4, *= -4/3( 楔形狭窄端的边）的愤 
性矩. 


13.7 柱面坐标和球面坐标中的三重积分 

在物理学、丁程技术或者几何学中涉及柱面、 

锥面或球面的 计算问窳时，我 们经常可以利用在这 
-节引进的柱面坐标或球面坐标，使问题得以简化. 

变换到这两种坐标和求所得的7重积分的过程，同 
在 13.4 节讨 论的在平面内变换到极坐标的过程 
相似. 

13.7.1 柱面坐标中的积分 

把平面内的极坐标同 常见的 z 轴 结合就得到空 
间中的柱面柱标.这样对空间中每个点 陚予一 个或多 
个 （ r ，( U ) 形式的三元组，如图 13. 35所示. Hi 13* 35空间中一点 P 的柱面坐标是 0.0 

定义柱面坐标 用有序三元组表示空间中 的一点 P , 在这个表示中： 

( 1 ) f ■和0是点 P 在町 平面上的垂直投影的极 坐标； 

(2 h 是直角坐标 的纵坐标. _____ 

在直角坐标和柱面坐标中和的值由下列公式 联系： 

联系直角坐标和柱面坐标 ( 的公式 

x - r cos 0, y = r sin 6, x = z, t 2 = x' + y 1 1 tan Q = y/x 


P{r, e . 
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在柱面坐标中，方程不只是描绘矽平面内的一个 M , 而是环绕 s 轴的整个 Pitf ： (见 
Ifl 13.36), j 轴由 r =0 给出+方稈 = 描绘包含2轴外 jt 
間正 z 轴构成角仏的平面-间时，正如在直角坐标中那样， 

描绘词 z 轴垂打的 T - 而 * 

柱面坐标适于描绘以 z 轴为轴的柱面，以及包含::轴或 
者 Nz 轴垂 S 的 f 面.这些 曲面具 有取常数半标谊的 方程： ^ r 

r -4 (柱面，半桮为 4, UU 轴为轴） 


ftJ r 变化 


$ - 


_ 7 T 


(包轴的平面） 


z 二1 (垂 A ； 于3轴的 平面） 

在计算柱面坐标中区域 /J h 的重积分时.我们把 K 域 
划分成 n 个小 t !: 面楔形块而不是长方块.在第 A t •柱面楔形 
块中，而在所有 tt 面楔形块中这 
些数的最大值称为划分的范数.我们 把二电 积分定义为使用 
这些楔形块的黎曼和的极限.这样一个柱尚楔形块的体枳 
iV t 通过取 它在相 平面内的底面枳4^乘卨 i : 获得（见 
图 13.37). 



m 13. 36在件血坐知中.常数坐标 
值的方程产 i ； tt 面和平 .® 


对于在第 a 个楔块 中心的 -- 点 （ ri , 乂 . ^ ). 4:极坐标中汁 
算出= r t A ' A 0 t . 所以 AK , = At , r , ,而函数 / 在 

D 上的黎曼和的形式为 

S - = S r , Ar , Ae t 

函数 / 在 W 上的重积分通过对这样的黎曼和在划分的范数 
趋近零时取极限 得到： 



lini 5„ = J '/ dt " = ^fAx r dr 

于是.在柱面坐标中的二重积分作为累次积分 计算， 如下面 
的例子所示. 

例1求柱面坐标中对于函数在区域 D 上的积 
分的积分限，区域 O 下方以平面 t =0 为界，侧面以圆柱面 
/ + ( r - l ) 2 = l 为界，上方以抛物面2=/为界. 

解 K 域0的底部也是区域在呼平面上的投影 fi . / f 的 
边界是岡/ + ( r - 丨 ） 3 = i . 它的极坐标方程为 
* ! + (r - I ) 3 =1 

I ： + Y 2 - 2 y + I = 1 
r " - 2 r sin 0 =0 

r =2 sin 0 

K 域草图在图 13.38 画出 T 

我们从求 z 积分限 开姶： 通过 a 中的典型点 （ r , e ) 同^轴 


ES 13.37 在杵面屮怀中楔形块 
的体枳近似艽 r -乘 枳 
AV = A ; r Ar A8 



平行的直线《在 2 =0进人 fl ， 在离开 O .这图 13 . 38 对于求柱 面坐标 中—个 
是 z 的两个积分限. 积分求积分限（例 1) 
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其次求 r 积 分限： 由原点引出通过 （ r , e > 的射线 t 在 r =0 进人 / f . 在 r = 2 8 i n fl 离开 ft . 这是 
r 的两个积分限. 

最沿求0积分限：当 i 扫过 K 时，它同正*轴构成的角#从0 = 0变化到 t ^ TT . 这是0的两 
个积分限.所积分为 


^/( r , ff , z)dy = J ， /( r , S , i)dt r dr dtf 


例 1 说明在柱面坐标中求积分限的有效过程.这个过程综述在下面小节中. 
13. 7.2 如何 求柱面 坐标中的积分 


为 r 求柱面坐标中空间区域 ZJ 上的积分 


^nr,9,z)dV 

首先对 2 积分，然后对 r 积分，最后再对积分，采取下列步骤. 

(1) 菡积分区城苹图.圆 出区域 i ) 及其在* r 平面上的投影 fl 的草图.标明限定 D 和的曲 
面和曲线. 



<2 丨求 z 积分限. 画一条通过 / t 的典型点 （ r ,9> 同 t 轴平行的直线 Af . 随着 z 的增加， M 在 
j ( r ，0) 进人 D . 在 s = & ( r ，0) 离开 D , 这是 z 的两个租分限. 



|3> 求 r 积分队 画一条从原点起通过点的射线 i . 射线在 r = 幻进人 A 在\(枝） 
离开 /?. 这是 r 的两个积分限. 
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( 4 )求枳 分限. 当[扫过/?时， LMff* 轴构成的角0从 ff = a 变化到这是 0的两个 
积分限. 

所以，积分为 

|/{r,fl^)dK = 厂 f … , 厂 , 々.“H) 心 r dr 初 

it J t ，、 i ») J 

例 2 求由岡柱面 =4 包围的 上方以抛物面 
j = * 2 + r 为界下方以. ▽ 平面为界的 t 体的形 
心 （s = i >. 

解_出岡柱面内 上方以 抛物面为界和下方 
以平由’;:=0为界的立体的草图（见图 13.39). 它的底 
部是; ry 平 Iff 内 的阒盘 0笔 r 安 2. 

立体的形心 u , y , i ) 位于它的对称轴 J 轴上.这 
就使得 *=7=0. 为了求 i, 用质量 M 除一阶矩 

为了求质量积分和矩枳分的积分限，我们继续执 
行四个基本步骤-已经画出了初始草阁.剩余的步骤 
给出积分限. 

::积 分限： 通过底部内典型点 （ r ,0) 同；；轴平行的 
fl 线好在进人立体，在* =〆离开立体.这是 t 的两个枳分限. 

「积 分哏：从原点引出通过点的射线1在「=0迸人〆域 fl , 在 
个枳分限. 



图 13. 39阕2说明如何求这个 i 体的形心 


‘2离开尺这是 r 的两 


积 分限： 当 t 像时针那样在底部上扫过时， t 同正* 轴构成的角0从 e =0 变化到0 = 2^ 
这是61的两个积分限. 

所以， M „ 的值为 

财 ” = ni> 仏 ㈣ = n[f]/ drdfl =c£ y drda = ciu \ d6 = d 初 = 宁 

好的值为 ° 

cf a n a 咖 =jTi? d ，=n 订 i 广 4 仙 = 

因此， ° ° 
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- _ 32 _^.> = ± 

2 ~ M ~ 3 Sir ^ 

而形心是(0,0,4/3),注意这个形心位十立体之外. ■ 

13.7.3 球面坐标与积分 

球面坐标用两个角和一段距离定位空间中的点，如图 1-1 恥所示，第一个坐标 P = l 以^丨是 
从原点到点 P 的距离.同柱面坐标的》■不一样，交量 p 不会取 ® 值，第一-个坐标喰是0卢同正2轴 
构成的角.它的取值范闱是区间 第二个 坐标是柱面坐标中度最的角 ft 

定义球面坐标用有序二元组 ( p ，4» J ) 表示空间中的.•点 广其中 i 

( Up 是从 P 到原点的 距离； I 

(2>由是万芦同正 z 轴构成的角 （0 莓 + Sir ); 

(3)0 是柱面坐标中度量的角. j 

在地图上，0同地球上一点的子午线有关，小同地球的纬度有关，而 p 同地球表面之上的高 
度有关. 

方程#> = <• 描绘中心在原点半径为《的球面 （见 田 4 1 )， 方程 4> = <K 推绘顶点在原点以 ； 
轴为轴的单锥面.（我们扩大对锥面的解释， 把; ty 平面也作为锥面士 = iTd 包括在内 ■) 如果杰。 
大于 it /2, 锥面向下张开.方程61 = 描绘包含*轴并且同正 * 轴构成角&的半平面‘ 



球面坐标同笛卡儿坐标和柱面坐标的联系公式 

r-p sin T jc = r cos 疔 =p sin 由 cos 6, 

z = p cos (fi T y = r sin ^ -p sin <f> ^in G) I 

p = vV + y 2 + : 2 = J7^7 _^_ I 
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例3求球血 

I ) : = 1 

的球面半标方稈. 

解利州公式 （_> 代换*， Z: 

X 1 - + y {z - \ y = ] 

p'Hirr^ + »in J ^ + (p cos - I ) 7 = 1 (公式 （■)) 

p 2 sin 3 (^ ( ros 2 tf + sin'fl) + p 2 cos z ^ - 2p ros 由 + 1 s J 


p ( sin ? <^ + <toh 3 4>) =2p con </> 

' - ^ - 

I 

p 2 =2p ros ij> 

p = 2 CQH 

( 4 见阁 42). fl 

例 4 求锥面 vV +/ 的球闹半标方稈. 

解 1 用几何方法，惟面对 ::轴 对称，第象限沿 ft 线 z = y 同: re 平面相交， W 此*锥 
面同正3轴之间的角为 ti /4 弧度，锥面由球面坐称中等于 tt /4 的点集构成 t 所以它的方稈为中= 
以4(参见图]3,43) 



m 13.42 例3中的球 [fij_ 


f¥J 13.43 例4中的锥面 


解2屮代数方 法. 加果利用公式 （1) 代换 r T -，，得到同样结果： 



p cos < f > = v/pWt^ (例 3) 

p cos 4> =p sin {p ^ 0, sin 0^0) 
vos <f> = sin <f> 

<i> =J- (0 « ^ Tf) ■ 

球面坐标非常适于丧示中心在原点的球面，同 i 轴铰接的半平面，以及顶点在原点和以2轴 
为轴的惟面.这#曲面具有常数坐标值的 方程： 

P = 4 ( 中心在原点半径为4的球面） 


<P -f (在原点向上张开的锥面，与正 z 轴构成 u/3 弧度角） 
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= I (|»] I 轴铰接的 t f - 曲 ' * 轴构成 tt / 3 弧度州） 

作 fl ■算球面半标屮 ■ t ' K 域1:的 .: K 积分时.找们把 K 域划分成 n 个球楔形块‘包含点 
(仏,也，60的第4个球楔形坱的大小由坐标(卜小，#)的改变域4^.厶屯， A 的给 出‘ 这样一个球 
楔形块的 .. ■边是 K 度为的另一边度为 
P > n 屯 M 的岡弧，序度为 V *-这个球楔形块，如. 

都非常小时的大小近似等于具 有同样 W +的立 
方体的大小 （ 阽择1 13.44). 4以 UH 明，对 Tft 球楔形块 
内选择的点 （ p t . 也， 0,) 这个球楔形块的体枳为= 
p\ sin tf> t Ati t . 

对于滅数 /( pj . fl ), 对应的黎曼和是 

S. = ^ /( Pl >, ^pl sin 4-, M Mi Aff, 

随着划分的范^趋近零，球楔形块变得越来越小，丐/ 

是连续函数时黎曼和具有 极限： 

liraS n = ^f{p,if>.0)(iV = J"/(p ， 中,办如 dift dfl 

在球面坐标中，我们有 

dr = p ] sin 中命 fi 中 d 柃 

为了求球面坐标中的积分，-般先对 P 积分.在卜'面小节说明求枳分限的过程.把枳分 K 域的泊; 
围严格限制在对于 z 轴的旋转体（或者其中..部分），对它们而言0和4•的积分限为常数- 
13.7.4 如何求球面坐标中的积分 

为了在球面坐标屮求空间区域0上的积分 

Ap .< S >.0 )dv 

t 先对 p 枳分，然后对巾积分，最后再对 e 积分.采取下列步嫌 - 

(1) 晶积分区城的 草图. M 出 K 域0及其在町平面上的投影 ft 的草图‘标明限定 D 的曲面. 



(2>求 P 积分限. fi 原点_ 一 条穿过 D 的射线 M ， 同正::轴构成角办同时 M 出 M 在叮平面 
上 的投影（称为投影 /■). 射线 i ■同正轴构成角 0- 随着 p 的增加， W 在 P = 辛， 》) 进人 0 ，在 



田 13.44 ft 球面坐标中 
di " = ^ 'p »in dd 

=p 2 #in 辛 （i p d 衫 
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小，的离开 fl . 这是 p 的两个积分限. 

(3) 求办积分限.对于任何给定的没，胂同正 z 轴构成的角4•从小变化到必 = 办 .这 
是必的两个积分限. "*■ 

(<*) 求 fl 积分限.射线当61从 0 = a 变化到 @ =卩时扫过这是 fl 的两个积分限. 

所以，积分为 

/Cp,<^,fi)p 3 sin dp d<fi 

例 s 求用圆 锥面中 = tt /3 从球体切割的••冰淇淋锥”0的体积. 

解这个体积是 /( p . 160 =1在 D 上的积分 
V - JJ p ! sin 巾 c(p dfl 

为了求计算积分的积分限，我们从画£1及其在 * j . 平面上 
的投影的草图开始 （ 见图 13. 45). 

求 p 积分限.从原点画一条穿过£»同 IHz 轴构成角 
小的射线再画 JW 在町平面上的投影 L , 使 i 冋正 * 

轴构成角 ft 射线埘在 p =0 进人 fl ， 在 p = l 离开0.这 
是 p 的两个积分限. 

求伞积分限.锥面<^ = 1^/3同正^轴构成角 tt /3 .对 
于给定的中可以从巾=0变化到必=甘/3.这是冰的 
两个积分限. 

求(？积分限.射线[当0从(?=0变化到 6 Utt 时扫过 / f . 这是 e 的两个积分限. 

所以，锥体的体积为 

V =! P !sm 中 dp 灿 d0 = f。f。jp^in ♦如邮 d 6> = [ ♦]、in 必邮相 = f: 广 ysin 小 邮 M 

= C l-i V03 4， C dff = C(-i + i) dff -h 2 ^ - f ■ 

例 6 —个具有常数密度 S = 1 的立体占据例 5 中的区域认求立体对 z 轴的惯性矩. 



图 13* 45例5中的“冰淇淋锥" 
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解在 a [角坐标中，这个矩为 

汴球尚屮标屮 - 


- fu 2 +/)仆 


W 此， 


X 2 + y = {p 9in <(> COH 9) 2 + (p sin 中 hlh = p.sirT 小 
/ i = JJ(p 2 sin 1 4f)p 2 8in <J> dp <\S = JJp'ir / 小 rip d<^ 
对 1 f 例 5 中的区域，这个矩变成 

=； J * 2 J I dp d(fp = J 2 | t s ^ n ^ ^ 


= -^-J 2 J ( 1 - cos 1 < fi ) sin 0 d 中 d 沒 =^" j " 2 卜⑼ s 少 + ^0 

W( - + + 1+ i-y) d6，= K'A de = i (2ir) =\2 


坐标变換公式 
从柱面坐标到直角坐标 
x = r cos 0 
y - r sin 0 


从球面坐标到直角坐标 
x -p sin cos 9 
y -p sin 杏 »in 0 
s =p cos <() 


从球面坐标到柱由坐标 
r -p sin (fr 

Z ~P COS 

6^9 


1 在三重积分中 clV 的对应公式 

dV = di dy dz = dz r dr dfl = /> 3 sin dp J<f» 

在下一节 _， 我们提出在柱面坐标和球面坐标 中确定 的更一 般过程 • A 然， 结果 将是相 N 的- 
习题 13.7 

在4题 1-6 中， 求柱面坐标中的 积分. /+2 = 4 为界和侧面以圆柱面/+/=丨为界 


1 . 广 f_ i^dzrdr d0. 2 . 广 / j^dz r dr dft 

J a JoJ-t J o J o J r J /3 

Jr ft f U /7-* 2 

5. J J J 3 di r dr d ^ + 

^ J J ( / sin 3 8 + 3 2 )di r Sr 6 $. 

° 迄今为止，我们所提出的柱面坐标的积分都取 
一般宁逋选择的积分次序，但是通常也可以用其他 
枳分次序，并且有时更容易 汁算. 在习题7~10 


中，求柱面坐标的积分. 

7. 广 Vdr dz dft 

9. J j 5 ( r 2 cos ! S + £ 2 ) r dd dr dj . 

10 . J ^ (r sin ^ + 1 )r dz dr . 


的区成 在柱面坐标中按下列积分次序建立给 
出0的体积的乇重积分： 

{ R)dz dr dOi ( b}dr dz d ^； { c)de dj dr. 

12. 令公是 下方以圆锥面 vV + y 3 为界和上方 
以撖物面 Z =2-/- j 1 为界的 区域. 在柱面坐 
标中按下列积分次序建立给出 D 的体积 的二重 
枳分： 

[»)tk dr d ^; { b } circtid 0; ( c)dfl di ( ir . 

13, 在下方以平面为界、侧面以阓柱面 r = 
为界和顶部以抛物面•- = 3/ 为界的区域上，给 
出求积分 


|[/(r,fl t j)dc r dr d|J 

作为累次积分的积分限. 

14. 把积分 

( + ’ 2 )& 心 d ’ 


11. 令 /) 是下方以平面 z=0 为界、上方以球面: t 2 + 转换成柱面坐标中的等价积分，并且求出结果 
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在>』通 [ 5-20中，对 T 在给定 KMZ) 上求 

积分 


11立累次枳分. 


^f(r t 8 t z)([s r dr 




】S. Z> 是正阓柱体，底部为呼平面内的圆 r=2 sin 心 
r 贞部位干 7，面^ = 4-：^ 内. 





16. D 是正岡柱体，底部为町平面内的阀 r=3<-w 6», 
顶部位 T 平面 j = 5-：t 内. 



n . D 是正柱体，底部为吓平面的心脏线 r = l + 
cobS 之内和 ® r = l 之外的区域，顶部位于平 
面==4内. 



1«- D 是正柱体，底部为 W 平面内介于圆 r = C ose 
和 r=2 cos 之间的区域，顶部位于平面 i = 
3 -r 内- 

19. /) 是棱柱体，底部为呼平面内以I轴及直线 
> 和太=!为界的三角形，顶部位于平面二= 
2 -y 内_ 

20. D 是棱柱体，底部为V平面内以 y 轴及直线 
.1=1 和 r=! 为界的三角形，顶部位于平面1 = 

2 -欠内. 







在习® 21-26 中，求球面坐标中的积分， 

21* | J J 3 p a sm <f> dp 

Ae . 

二， 1 — ㈣ 相. 

24, 厂 / 5 p 3 stn 3 ^ 4tfi dft 

25. I j 1 3〆 sin dp dift d0. 

孤 C [厂 C0S ^ V ；sin 攻知邮 dft 

前面的积分取球面坐标中一般宁思选择的积分 
次序，但是其他积分次序给出同样的结果，井且有 
时吏容易汁箅-在习題2 7 ~30中，求积分， 
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27. J 5 I p 3 sin dfl dp . 

28. J 『 J 2 p nin </> dtf 

29. f f Q f 4 ^ dp , 

30. 5/ Ain > 如扨邱. 

3 1 . 令翅 h 的区域.在 球囿坐标中用 r 列积 

分次序建立给出 /? 的体积的-:重积分： 
(a)<^pd<Mh ( b)d<j> i^i 

令£>是 K 方以 阓锥面 Z / 为界和 上 


方以平 z =〖 为界的又域< 在球面坐标中用 
下列积分次序建立给出£>的体积的7 « 
积分： 


(a)c^cl^dh ( b)d<^ dp dft 

在七题 33-38 中， （a) 求计算给定立体体积的 
球面坐标积分限， （b) 然后求积分. 

33. 立体在球面户=™卓和半球面 A0 之间 ■ 



34•立体下方以半球厂丨，：的为界， t 方以心脏 
线 P = 1 + COS 飧的旋转曲面为界 ■ 



35. 立体由心脏线 p = l-co& 中的旋转曲面包围- 


Mw 由 v 平面 从七鹿 35的立体中切割的上面部分. 

37. 钇体 K 方以球 ®p=2 c： w 办为界， L 方以圆锥 
ifdi = vV + / 为界. 



38. 立体下方以灯平面为界.«面以球 tfcp = 2 为 
羿， L 方以拥锚面 ♦ = 1^3为界. 



39. 在下列垩标中建立球面 p = 2的体积的 --茧 
积分： 

U) 球面坐标； tb} 柱面坐批； （c) 査角坐标」 

40 . 令0是第一卦限内 t 方以圆 锥面办 = ir/ 4 为羿 
和上方以球面 P =3为界的区域.把 B 的体积V 
表示成 （a) 柱面坐标和 （b} 球面坐标中的霣次三 
萸积分. （c) 然后求 1. 

41. 令 D 是在半径为2单位长的球体中用距离球心 
1单位的平面切割的较小顶盖.把0的体积表 
币成 （a) 球面坐标、 （b) 柱面坐标和 （c)S 角坐 
标中的累次三重积分. （d) 然后通过汁算其中 
一个三重积分求/>的体积 ■ 

42. 把半球体/+〆+/忘1, z 為0的惯性矩人表示 
成< 10柱面坐标和 （b) 球面坐标中的累次积分. 
(<0然后求人. 


在习题 43 -48 中，求立体的体钒 



45. 
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49 .球体与圆锥面 求球体 /) ««在圆锥面 0 =lr / 3 
与* =2 tt /3 之间部分的体积. 

50 ■球体与半平面 求球体 p « 0 在第一卦限内由半 
平面和 S = w /6 切割的 K 域的体积. 

S 1. 球体与平面 求球体 p ! g 2 由平面 z =丨切割的 
较小区域的体积. 

51 * 锥面与平面 求平面 i = l 和之间由 (H 
锥® 2 = v ^?" 包围的立体的体积. 

S3 . 圓柱面与抛物面求下方以平 1*^=0 为界.側 
面以圆柱面/ =1 为羿和 1:方以抛物面 z = 

+/为界的 K 域的体积. 

54■圓柱面与抛物面求 K 方以抛物面+/为 
界、侧面以 W 柱面^ = I 为界和上方以抛 

物*^=* 3 + / + ] 为羿的 区域的 体积. 

55. 环形柱与圃锩面 求由 W 锥面从 
环形柱 I = S* s +/在 2 切割的立体的体积. 

» ■球面与圆柱面 求位亍球面 V +/ +/=2 之内 
和柱面/ +/ = i 之外的区域的体积. 

S 7 .圆柱面与平面 求由圆杜面 V +/=4以及平 
面：= 0和 r + z =4 包 ffl 的区域的体积. 

*»■ ill 柱面与平面 求由 M 柱面 V 以及平 

面 Z =0 和 z +y + i =4 包的区域的体积. 

59. 由 M 物面隈定的区域 求上方以抛物面 z = 5- 
x 1 -/ 为界和下方以抛物面 z =4：^ + 4 r ! 为界的 
区域的体积- 

60•抛物面与圆柱面求上方以抛物面 z =9 -* 3 - 
/为界.下方以矸平面为界并 a 位于 m 柱面 
* 2 +/ = 1之外的区域的体积. 

61. 圃柱体与球面 求由球面 d + 〆 ff 2 =4 从困柱 
体/ +/笔 1 中切割的区域的体积. 

62. 球面与抛物面求上方以球面 d +/ + P =2为 
羿和下方以抛物面：： = /+/为羿的 K 域的 
体积. 

W - 求函数 /( r ， S ， i ) = r 在乎面 j = -[ 和 j = 1 之间 
以柱面 r = l 为界的区域上的平均值. 


M . 求函数 / U .0.:) •在以球 [ ftj 〆 +彡= 1( 这是球 
+/ + / = n 为界的球体 上的： f ■均值. 
求甬败 /( p >, e ) =/) 在球体 p 在1 i : 的平均值. 

66" 求函数 /( P , 办， e ) =/> cos 必在 I :.半-球体 ps £ I , 
0«4，^-^/2上的平均值. 

S 7. m 心 一个密度为 常数的立体下 //以甲-面*- = 0 
为界.[:方以圆锥面 rSO 为痄，铡®以 
圆柱面 r = l 为界 ■. 求它的质心 . 

68•形心求第一卦限内 h 方以圆锿义 1 + / 
为界.下方以平面为界和 * 面以圆柱® 
1 1 + /=4及平面_ 1 =0和/ = 0为界的区域的 
形心- 

W . 形心求 >；) 埋38中的立体的形心. 

TO . 形心求 h 方 W 球面为界■和下 "以 岡锥面 
为界的立体的形心. 

71. 形心求上方以曲面 f =4为界、«面以闽柱《 
r =4 为界和下方以: tj ■平面为界的区域的形心. 

72. 形心求由半平面 fl = - - n /3 , r^O faff - tt / 3 , 
^ 0 从球体中切割的区域的形心. 

73 . 圓隹休的憤性矩求底半径为1和高度为1的 
正圆锥体对 T 通过顶点同底面平行的轴的惯性 
矩.（取密度 5 = 1.) 

■ M . 球体的憤性矩求半径为<>的球体对 T -- 条直 
径的惯性矩.（取密度 S = M 

7 S ■圆锥休的®性矩求底半径为 0 和高度为 A 的 
E 圆锥体对于它的轴的愦性矩.（提 示： 把锥 
体的顶点置于原点并且以 z 轴为它的轴 .） 

7«•可变密度立体的顶部以《物面 z = r : 为羿， 
底邾以平面^=0为界，侧面以圆柱面 
为界.如果立体的密度为 （ a > S ( r , = z , 

( b ) fi ( r , 0 , z ) = r , 求它的质心以及对于^轴 
的懊性矩. 

77. 可变密度立体的下方以圆锥面 j = /7^^为 
界.上方以平面2=1为界.如果立体的密度为 
( a ) S ( r , e , i ) ( b )5(/-, e , z ) 求它的质 
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心以及对 r - z 轴的惯 n 矩. 

78,可 变密度 球体 以球面 为界.如果球体的密 
度为 （ a ) s ( p ， 中 D ( b ) Mp . 小，幻= 


术它对7、轴的惯性矩」 


79,半橘球体的形心 


明： 旋转 f 椭球体 


的形心位 T ：：轴 h 认底埔到顶端的 VB 处.取 
A = «的特例给出 个半 球体.因此，半球体的 
形心位 丁对称 轴上从底端到顶端的3/8处. 

SO . 圔推体的形心 iiE 明： lE 阓锥体的形心位 f 从 
底部到顶点路砼 L 的1/4处，（一般说来.阒 
锥体或者棱 tt 体的形心位于从*底的形心到® 
点路社上的1/4处 .） 

81. 行疆中心的密度 - 賴球状行星的半径为总 
质童为 V ，它的密度按球对称分布，在通向屮心 
方向上线性增加.如果这頼行毡在边界（表 面） 


的密氓为零.那么它的屮心的密 ; t A 多大” 

S 2. 行 軀的大 气质置 Wf : K ： 为 K 的球状行 M 的 

\ 抟中 / i 足 mm 表而 I . 的 
Am . ^玷海 f 面[.的大气密度，^适』〗: 常数. 
求行 m 的大 气质氣 

83. 柱面坐标中的垂宜平面 

( b ) um :扦 面光怵中垂 i ! t t t 轴的 f 肋 u 心― 
形的方 w . 

( biiiL 明：爭& r ) 轴的 f 面具有形式为「= 
6 「sr 0的方程 - 

84. (蠄习《83)在柱面坐标中，对 T 1 平面似+ ~ = 
「（< 〆 (])求形式为 r =/( tf ) 的方程 t 

M * 对称性在柱面 半标中 .你从形式为 r =/< d 的 
曲由方枵发现什么对称件？提出答案的理由 t 
». 对称性在球 tE ] 坐标中.你从肜式为 p =/( 办） 
的曲而方程发现什么对称性？提出答案的 
理由 


13.8 多霣积分内的代换 


这-•节讲述如何用代换方法求多重积分. Mft 单积分中一 
样，代换的目标是用更容易计算的积分代替复杂的枳分.代换 
通过简化被积函数、 K 分限或者同时简化两者来实现这个 
H 标. 

13. 8. 1 二重积分内的代换 

在 13. 4节讨论的极坐标代换是二 S 积分的吏一般代换方 
法的特例.这种方法把变童的改变表示成积分 K 域的变换. 



假定通过形式为 


m 卡） Lm+Jii 


x = g ( u . , t ) , y = h ( u . r ) 

的方程把咖平面内 的区域 C 一对一变换成 .rv '^面内的匕域心 
如图 13. 46所示.我们把 K 称为 C 在变换下的象， G 称为 R 的 
原象.对于定义 ft K 上的任何函数 / U ,)). 也可以视为定义 
在 C 上的函数 /( g ( u , r ), h ( a , v )). 那么， /( ir ) 在 /( 上的积 
分同 /( , Mu /)) 在 C 上的积分有何关系。 

答案 在于： 如果 L &和/有连续偏导数.在下面 
立刻讨论）只在弧立点（如果存在）为零.那么 

|/( i , y ) d * Ay = ^ f ( g ( u , v ') , h ( u , t ) ) I J ( u,t ) I du di ' 


⑴ 



笛！ 面 

图 13.46 代换 *= S («,0 和 


在公式 （1> 中以绝对值形式出现的因式 •/(«/) 称为坐标变换的雅 
可比衧列式，因德国数学家卡尔•雅可比得名.当区域 C 变换 
成时，它衡量变换对 C 中一点周围的面积扩大或者缩小多少. 


平面 

内 Kfi 上的积分变换 
成 ■«_ 平面内区域 C 
上的枳分 
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定义坐标变換戈= g ( u , v) iy = h(L 


的雅可比行列式为 


_ Su _ dv dx 

By 如谷 v du 


雅可比行列式也用 


人物传〖己 表示.帮助 e 忆式<2)中的行列式是如何从 _ t 和 

—~ —— -:- y 的偏罕数构造的.公式（丨）的推导足很 g 杂的. 

_ • - an：. 雅可& 通常属于岛等微积分学教程的酬.紐出不 

jar) Gustav Jacob Jacobi, 1804 一 1851 ) 作推导 

对于极坐标，我们以，和 e 代替“和 !；. 用; c = r™s 沒和 r = fsiTi6l . 雅可比 H ■列式成为 
I »x 3*1 

" _ _ t 办册 I I cos 0 - r sin e , .,—, 


W 此，公式 （1) 变成 
J /( i , y)di dj - = J/(r co 

= J [/( r co 


ff.rainSjrdr A 6 (如果 r 5=0) (3) 


这是在 13. 4 节中求出的公式. 

图 13. 47显示方程 * = r cos 6», r = r sin fl 如何把矩形 C ： 0« 

I ■: el , 0 se = eu /2 变换成 町平面 第一象限内以 V +/ = 1 为界的- 
四分之一圆. 

请注意，公式 （3) 中右端的积分不是在极坐标平面内的区域 
上对函数 /( r «» r sin 幻的积分，而是在笛卡儿啫平面内的区 
域上对 /( r ™s r sin 0) 同 r 乘积的积分. 

下面给出另外一个代换的例子. 

例1对于积分 



和 ™ 平面内相应区域上的积分求积分值. ___ L 、, 

解画出町平面内的积分区域/?的草图，并且确定它的边界 ' 

(见图 13. 48). 笛干 E 

为了应用公式 （1), 我们需要求变换所对应的™;平面的区域 ^ 13-47 方程^=^<^0, 
C 和稚可比行列式.为此，首先从方程 (4) 求解用 u , <;表示的 i , r = rsm 0 把区域 

). 例行代数运算给出 C 变换成/? 





然通过把这两个衣达式代人/?的边界//柙求 的边界 （ 处阁 13, 48}- 



m 13.4R }/^ x^ ti+ r. ) =2 『把 [< 域 <; 变换成 & 逆 t 換 

h = i2x-y)/2 r r = y/2 把 KM/f 变换成 Q 例 1 ) 


«的边徉的7方 W r 的边 VMhVKj 『“ HV 化简 A ; 的⑴ /) 作 

x - y/2 h +-»••=• 2t'/7 = r II * 0 

j 二 （ y / 2 ) + I tf *t = { 2i-/2 W I = f + I » 二 ■ 

y -0 2 p =0 -二 0 


变换的雅可比行列式 （ 冉次从 ) f ^( 5 ) 彳4到 ） A 

dx 

I 

处： 

I du 

I I 1 

|0 2 

现在我们具备了应用公式 （ 1 ) 所滿的-切条件： 

= [ f « I >/( hj ) ui “山 

2 J t «J ■=» 

= ^ J '( h )(2).1 ii -If = £[« 2 ] 

- J^dr = 2 _ 

例 2 求积分 J J /TTr ( t - 2^) 2 «1> ik 的值' 

解両出呼平面内 积分区 域的草阁. ii __ H . 确记它的 
边界（见图 13.49). 被积函数暗示采用变换公式《 = 
x + y ^ i ^= y - 2x . 例行代数运算得到 * 和 r 作为 U 和 t 
的 函数： 

x = f ~ J ' 7 = T + f (6) 

从方程 (6) 可以求 w K 域 C 的边界 （ 见图 13. 49). 






图 13.49 方 Si = («/3 )-(i 
r = (2 u /3) + (v/3 
域 C 变换成 K ; i 

u = x + y =-y - 2 

域尺变换成 C (例: 
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/f 的边羿的 V 方稗 

C 的边痄对应的 u 方枰 

化簡后方 W 


1 …丨 


U - 1 


^ =0 

卜； ： 0 

\ = u 


y =0 

t 十。 

… 2u 


方程 （6) 中变换的雅可比行列式为 

I Si 

JM = & ^ 

du fJf - 

府用公式 （1)， 我们求积分 的值： 

f [ ^/x + y (y - 2i) J rl/ i\x - \ f u' 2 } / I J(u y v) I dv du 

J O J 0 j „ = i)J ,= -2 c 

) dl _ du = 士/:叫 +0 

= + f ，( u ' +8 U ! ) d u = j ' y^da = |- ^]' = ■ 

13.8.2 三重积分内的代换 ° 

在 13. 7 节讨论的柱面坐标和球面坐标代换是种代换方法的特例，这种方法把〒重积分中 
的变量改变描 述成二 维区域的变换.这同二重积分的方法一样，只不过我们现在是处理三维 K 
域而不是二维区域.假定用形如 

^ , y = h{ii,v,w) , z = 

的可微函数把 u ™ 空间中的区域 G ，对一地变换成空间中的区域 D , 如图13, 50显示的那样. 
那么，可以把定义在及上的任何函数 F ( u . r ) 看成是定义在 C 上的函数 
F(g{u,v t w) t h{u,v y w) , k(u t v,w}) - H( u,v,U}) 






m k 儿 


图 J 3.50 方程 i = g ( ii T iMtO T / = /1(1^/)和允许我们把笛卡儿*^空 
间区域 D 上的积分变换成笛卡儿空间区域 C 上的积分 

如果 g,h A 有连续的一阶偏导数，那么厂(1,7^)在 D 上的积分同好在 C 上的积分的关系 
由公式 


J| F(x,y^)(h dj = J [/ /{ u.i',^) I J( u^v 7 w) I du dt; cW 


⑺ 
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火尔，公忒屮以绝对 tf{ 出视的闪义 AnuO 是濉可 It 行列式 

i\x ^x ^x 

rlrt ihf fiw 

" , flv flv dr 3U,VJ) 

Jiujwn = 2 」 〆 ■ = —— ■ — ；• 

Sn iti' dw (\{u T v ,w) 

f*J (iz fi2 

du Sv 

这个彳 | 、列戏衡 111 ：从 （ n.r.uO 乎 .fe 变换钊 (*,) .i) 时屮 … 点邻近的体积被 扩大或 荇浙小名 少 . 

(m/I.: •. 维的怙形 _ 杆，公式 （ 7) 屮的变 ht 变换公式的推 • 很尨杂的 . 

对 r 1 1: tfii 半 .W ,川 r , o :代替 ii , t; , 泌 . 从馆 k 儿也肀 iJjh+ ： (■[ ； wh' 

N 刊笛叩 I 的变换 山力， f fwm 

x - r rtm fj t y - r sin 枝* z 工 z A 

给，屮 , （ ttm 〖 3. 51 ). 变换的稚 nf 比行列式为 

flr H6 d2 I (：os Q - rsin (/ () j ~p L ~ ■〜〜 G 

J{r^,z) = 办菩亨 =sin 0 rros 0 0 / " *f) 

dr d(f «i£ . / 


也杏 I 

To ^\ 


公式 （7) 的对应形式为 

|T fX.T T Y T z)tljc t\y dz = ||//( rU I r I fir t\& rL 

s > *; 

1 r ^ O 时叶以取消式中的绝对值符 t 

对于球面坐标，用…由，枝代替从笛片儿空 
N 到笛^儿:^口空间的变换由方程 

x = p siti ^ <-os 6. Y = p sin 4> sin 0, z = p <.os 小 
给出 （ 见阁 13, 52 ). 这个变换的雅可比行列式 （ 参见 >』题 
17) 为 


公式 （ 7 ) 的对应形式为 


<^x 


Sx 


d<i> 





<H> 


ae 


dz_ 

ftz 

5 

d 小 



图 13+51 方程 v - rsin ^, 
= 4把立方体 C 变换成 Hr 
楔形体£> 


U F{x t y,z)dx dy <U = ^H(p，4>,6)p 2 \ sint ^ l 知邱 d 6 
我们可以取消式中的绝值符号，因为 dn 办在区间0在+矣17不会为负. 注；® 这是我们在〖 3 - 7 
节中得到的同-结果. 

T 面是另外个代换的 例子. 尽管在这个例子中可以宵接求积分，我们还是把它用来说明 
在简单（和相当直观）的情况下的代换方法. 

例3对 T 枳分 
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瓜 r (¥+ 含)… 





阁 13. 52方构; c =p «itl 诊™ s «， j. sin 办 sin : =/ , v,<s 必把 7 方体 （； 变換成球楔形体 O 


皮 /tj 变换 


II = (2i - y)/2 , ,. = v/2, «. = :/3 

和在空间相应 K 域 h 的积分求枳分值. 


解我 ffuBifd *12 空间中积分 1 ^.域》的 ^： ri , n \ t 确定它 
的边界（见图 13.53). 在本洌屮限定 K 域边界的曲®力平 iffi . 

为了应川公式 （7) ， 我们需要求变换的对应 《™._ [x；fct c 
和雅可比行列式.为 f 求出它们，荇先从方稃 （ m 求解用,, . 
^⑴忐示的 L y , 2. 例行代数运算给出 

* = u + 1>， y = 2t\ z - 3«' (9) 

然后把这-:个表达式代人 [X:M W 的边界方枵求的边界： 


1> 的边界的 h fi c 的边羿 s . J 敁的… v _ A -稈 化简 t , i 的 " 押 

x = y/2 u + 1' s 2»'/2 = c o =0 

x 二 { y /2 ) + I “ 11 . ; (2 i '/2 ) +1 = i+l ,i - | 

v=0 =0 I -0 

y = 4 U r :2 

i -0 3 *w =0 i 4 =0 

J =3 ___ 3h_ =3_ u - 1 


# 从方程 （ 9) 得到变换的雅 hi 比行列式足 


dx dx dx 
du fHf dUf 


= £ £ £ 


dz dz dz 
du . &v dw 


1 I 0 

0 2 0 =6 

0 0 3 



t = ^> = 21 



J =- 十 U$.v = 2 jc - 2 




现在我们具备了应用公式 （7〉 的一切 条件： 


ux : r ( ?£ f i+ +) diri ，* ii 

= /oioL^ U + 如） k( u ，，此 ）I 如 心 dw. 


ra 13, 53 


7/程 •《 = « + *、 ， ； 2 r , 
g 3 h : 把 K 域 f ; 变换成 i >. 
逆变换方程 u =(2 t - U / 

2, t . =)/2, ！* =£/：? 把卜： 

域£>变换成 f；(W3) 
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^ J j* 2 J (u + w) {6 )du dr dtif = 6| + uuj ] dy <Jw 

= 6 J J 3 (+ + ui^dw duf = 6^ J ^ + ru?J <1 k 7 = 6 J (1 +■ 2tv ) Hitf 


= 6 [ w ^ w 2 ]^ =6(2) - 12 ■ 

本节的 H 标是介绍坐标变换中包含的思想.对于坐标变换、雅可比行列式和多变量代换的 
详尽仑， M 好在学习线性代数后的高等微积分课程中进行- 
习题 13,8 


1. [ a ) 从方程组 

u ^ x ~ y , v = 2x + y 
求解用 U 和1 表小 的 z 和 r . 然后求雅 W 以 
行列式 aU ,； r >/3 U , t ») 的值. 

( bi 求 ir 平面内以 （ o , o ), ( i ，]> 和 （_, -2) 为 
顶点的7角形 K 域在变换 《=*- y ， 
2^+ yF ■的象.«出 m * 平面内变换后的区域 
的草吼 

2 . ( a | 从方稈组 

u x + 2y f v ^ % - y 
求解用表示的 * 和; r . 然后求 雅可比 
行列式的值. 

( b ) 求町平面内以直线 r =0, 

为界的 ； t 角形区域在变换《=* +办， * = 

: r 下的象.画出助平面内变换后的区域的 
草图. 

3. (») 从方程组 

u = 3i + 1y, v = x Ay 

求解用《和《表示的 * 和然后求雅可比 
行列式^>^)/3(1^ 1 ，）的值. 

(0丨求 V 平面内以1轴、 J ■轴和直线 = l 为界 
的三角形 K 域在变换 知 +2 y ， 

的象，出 m * 平面内变换后的区域的草图. 

4. ( a | 从方程组 

u - 2x -3y t v = - x + y 
求解用^和 u 表示的 i 和 r 然后求雅4比 
行列式 ahjVaU ') 的值. 

( b ) 求町平面内以直线 -3, ^=0, r = * 和 
y^x + l 为界的平行四边形区域《在变换 
-*+7 下的象-_出此平 
面内变換后的区域的荸图. 

5. 通过对 * 和 y 直接积分求例1中的积分 

JT ㈣ . 

证实它的值等于 2. 

6. 利用4鼷1中的变换， 对 于第一象隈内以直线 


y = -2x +4, y- -2x +7, y=x-2^\y-x + i 
为界的区域厂求积分 

^{ 2 x 2 - KJ - r)dx d > 

的值. ^ 

r 利用 3 中的变换，对丁第一象限内以直线 
y = -(3/2 )x + l , r = -(3/2) i +3, v = -( l /4 >i 
和广 i ( l /4)* + 1 为界的 K 域尺，求积分 
|(3% 3 + \Axy + Sy 2 )^ Hj 
的值 i K 

ft . 利用习® 4 中的变换和平行四边形区域求积 
分的值 . 

J 2 (i - y)dx dy 

9. 令 / f 是 V 平面第 象 限内以双曲线疗=丨，^ = 

9和直线 r=L 为界的区域1利用变換 

jc = u / r , y = uv(u >0, r >0) 把积分 

f(Vf + 

重写成 在此平 面内相应区域 G _ L 的 积分. 然后 
求在 C 上的此积分值. 

10. ( a ) 求变換 J = u , y = 班的雅可比行列式，并且在 

似，平面内睡出区域 G : l ^ u ^2, 1在 ur 耷2 
的草图. 

( b ) 然后利用公式 （1) 把积分 

变换成在 c 上的积分，并且求这两个积分 
的值. 

11. 橘圚板的《性极矩一块密度为常数的薄板覆 

盖 ij •平 面内以 #6圆 * Vo : =1, < i >0, 
6>0为界的 K 域.求板对原点的一阶矩.（狭 
辛：利用变换 i = 心 y = 6 r sin ft ) 

12 ■椭圆的面积通过在 v 平面内以椭 HUVa 2 + 
// i 2 =丨为界的区域上对函数 / U , y ) =1积分， 
可以求出这 个椭® 的面积直接求这个积 
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分霱要用 F 角代换，求这个积分的…种比较简 
单的方法是利用变换 ■¥ = y ~bv ut 

面的®盘心上求变换后的积分.用 
这个方法求捕阏的面积. 

13. 利用习翅2中的变换求积分 


宁间中相应区域的体积. 


的值，通过首先把它写成在即平面内一个 K 域 
G i : 的积分. 

14. 利用变换： t = u +(1/2)!^, r = 1J 求积分 

fxr^ i(2x -^ ,u ' ,,26x ^ 

通过??先把它 w 成在 w 平面内 - 个区域 c j . 
的积分. 

15- 对 TT 列变换求雅吋比行列式 au ，： r )/ au ， r ): 

(a) * = u cos v, y = u sin tf； 

(b) ^f = u sin v i y = u cos l. 

i 仏对于下列变換求雅可比行列式 a < n 2)/ 
d(u,v,w ) : 

(fl)i - u CCS tJ t y = u ain v, z = tv- 

( b )*=2 u - l , r = 3 r -4, z -( 1/2) (w -4). 
n . 求相应雅可比行列式的值，证明从笛卡儿# 
空间到笛卡儿¥空间的变换的雅可比行列式 
是 〆 ain ft 

18* 萆积分中的代换怎样才能把单定积分的代换 
看成区域的变换？在这种情形雅可比行列式是 
什么？举一个例子说明. 

W . 通过对\ y 和^积分求例3中的枳分. 

M 球的体积求椭球 

J + 旮 +f = 1 

的体积 ■ (提示：令； tstrn , y = bv ， j = ott . 然 

第 13 章 ft 习指导问题 


L 的 枳分. （提示：令 *=««， y =bt\ 
然后求_空间中相应 K 域 .1 .的积分）. 
12 - 令 D 是在 IJ3 空间中由不等式 

I « * ^ 2, 0 e *r 5 S 2, 0 « I 

定义的 K 域.应用变换 


和在空间中相应区域 C 上积分求积分 


23. 半 橢球体 的形心假定结果是半球体的形心位 
于对称轴 h 从底部到顶瑚的3/8处，通过变换 
相应的积分证明， f - 拥球体 


的形心位 Tj 轴上的从底部到顶蝈的 3/ S 处. 
(你可以不用求任何积分完成这个证明 .） 

2A 圔柱宪我们在 6. 2节学过如何用圚柱壳方法 
求旋转体的 体积; 即当曲线 y =yu) 同*轴之间 
从^到6(0 < o < 6) 的区域绕 j •轴旋转时，产生 
的旋转体的体积为 /(*)(>*. 证明：用- J 重 
积分求体积给出同样结果.（提帝 ：用柱 面坐标 
表示变化的 y 和二〉 


1. 定义二元函数在坐标平面内的有界区域上的二 
重积分. 

^怎样把二重积分作为累次积分求值？累次积分的次 
序是重要的吗？如何确定积分限？举出一些例子. 

3. 怎样用二重积分计算面积和平均值？举出一些 
例子. 

4. 怎样才能把直角坐标中的二重积分变换成极坐标 
中的二重积分？作这种变换为什么可能是有价值 
的？ 举一个例子， 

5- 定义函数 /( md 在空间中有界区域上的三重 
积分 k 

怎样求直角坐标中三重积分的值？如何确定积分 


限？举一个例子. 

7-怎样用直角坐标中的二重积分和三重积分计算体 
积、平均值、质貴、矩和质心？举出一些例子 - 

8* 怎样定义柱面坐标和球面坐标中三重 积分？ 为什 
么有人町能宁應用这两种坐标系之一而不用直角 
坐标计算积分？ 

9, 怎样求柱面坐标和球面坐标中 的三重 积分？如何 
求积分限？举出-些例子. 

10* 怎样把二重积分中的代换表示成二维区域的变 
换？举一个计算实例- 

n - 怎样把三重积分中的代换表示成三维因域的变 
换? 举一个计算实例. 
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第 13 章实习习 H 


- 4 屮， 

AimytMt 

_,十,枳分 k 域的穿 sum 求 

，. /■ L yr ilx Hv 

2./:£，、!—. 

j*' 2 广 /W 

3» J j ^ _ r t tis dt. 

4 - 07一 d ，.. 

胧 5 中， 

_ 出积分 K 域的 草阳， 片 1L 

川相反的枳分次 firm 艿价的积分. 然后求 两个枳 

S. f 广… lb _lv. 

/TT 


r i 1 

7 .〔 

8. ^ J* 2x i\y i\x. 

越 9~I2 屮. 

求枳分的值. 

9. J , 4 ™ ( x 3 )cLt H>. 10. J 2 j e* ： rk i\y\ 

"+JX 玲 

l2 _0d 


13.直线同抛 tt 线之间的面轵求町 f - 内由线 
>=2* + 4和抛物线 .r = 4 - / 包闱的 K . 域的 


14. 以《线和 M 物线为界 的区域 的面积 f-rfri 
内右边以抛物线 J _ = / 为界' 左边以 j |[ 线1 + 

} =2 为界和 [., 方以 t ■[线 为羿的形” 
K 域的 面枳. 

15. 在》物面之下 的区逋的体轵求相 抛物面 Z = 

/ +/之 F 和 ffi * r 平 ffi 内由线 V =1, * = 0 
和； （+ y = 2 包 ffl 的角形 K 域之 t 的空间 K « 
的体枳. 

16. 在抛物柱面之下的区域的体积求在抛物 ttitt 

之 F 和在 *). 芊®内由抛物线 J =6-■^和 
|‘!:线 v =^ 包 ffl 的 K 域之 h . 的空间区域的体积- 
i ' KJjggn 和 is 中.求 / u ,7) 在给定区蜮 
!1 的平均值. 

17. ft 第•象 限内以 Jl 线 i = l , >_ = 1为羿的庄方形. 

18. 在第 .. 象限内的四分之阒名 1- 

在题19和20中，通过变换成极坐标求积分值- 




vTTTT 2 ih ilr 
/ r ^ {] + X 2 + 〆 广 


- a : 


In (jr ! + >" + l ) di dj, 


21 .在双纽线上积分 作由 W 纽线 （V + r 2 ) 2 - 
ly -/) = o 的一个 坏包围 的区域 h 求函数 
f(x,y) = 1/( 1 +* 3 + v = )' 的积分 .， 


22. ftT 列 K 域卜.求闲数 / U ,. r > = 1/(1 +* 1 + 

的积分： 

U ) 三*形区域以（0,0)， （_.«). U .乃）为 
m 点的^角形： 

< b >*_ 象限巧平曲的第…#限. 
ftdtau 3-26 中，求枳分的 fft . 


23. f I f <‘《s (i + _，. + i>*lx <K <b. 

-Ir -! 2 -In ' 

24. I f [ < fir ih - < b . 

Uu J i *< * 

25. J I l t\y <Lt. 

26 . j 今 d，dz flt T 


27 . 体积求侧而由 tt 面叉 =_ r 他 > + - tt /3 ^ V ^ 
tt /2、 顶部巾平面^ = -2x 和 r 方由 tv 护曲包 m 
的榷形域的体 m . 


;= -2 j 



28. 体积求 I .方以阆柱面 j = 4 - 为界 i 侧 IM 以 
mnMx- -4 为界和 k / jw . v 平由为界的 
;厂体的体积. 



29. 平均值求两数 /(w.:) -3U « 在第 

一卦限内以坐标平面 和平面 1 =丨， J 厂] 
为界的长方体 h. 的平均值， 

30* 平均值求 p 在球体 p 在 a (球面坐标）丨:的平均值- 
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31从柱面坐标 射1 角坐标和球面坐标把积分 


err 


变换到角半标.采圯积分次序 tbtk 办， 
lb ) 球闹坐标. （ c ) 然后求其中〜个积分的值. 
3 Z 从直角坐标到柱面坐标 U ) 把积分 


a -/i-a2 .(*2 * t 7> 

变換到柱闻坐标. （ b ) 然后求新积分的值. 
33. 从董角坐标剷球面坐标把积分 


f dzdj-dt 

J-,J yrTJJ /^ T；r J 

变换到球面坐标 ： （b) 然后求新积分的值. 

34 ift 坐标、柱6坐标和球面坐标对于承数 
f{x,y,z) =6 + 4 r 在第一卦限内以锥面£ = 


■/^ 7 , tt 面* 5 +/ =〖和坐标 f . 面为界的 
K 域 卜-的 积分，在 （■) 直角坐 fe . ( b ) rt ® 坐标 
和 （ C ) 球面坐标中写出累次-电积分， ( d)BS 
通过计算其中一个-:重积分求积分值. 

35. 从柱面坐标到直角坐标对于积分 


rm 


sin 0 i-o» e)z 7 ik dr de 


建立在直角坐杯中的等价积分.把积分次序安 
排为先对 J 积分，再对 _ Y 积分，最后对，积分. 

36. 从直角坐标 S 柱面坐标一个立体的体积为 




dz dy dx 


{勾 通过给出构成立体边界的曲面方程描述 
立体. 


(b) 把积分变换成柱面坐标中的积分，但是不 
求积分值. 


37. 球面坐标与柱面坐标对〒涉及球形区域上的 

'重积分.为了计算上的方便，并 1 H 总 是箝要 
用球面坐标.某些计箅町能用柱面坐标更容易 
完成.一个恰当的例子，就是用 （ a ) 柱面坐标 
和 （ b ) 球面坐标求 1-. 方以球面 + / =8为 

羿和 F 方以平面 z =2 为界的 K 域的体积. 

38. 求球面坐标中的/,求上方以球面 (9 =2为界和 
下方以锥面中 = < ir /3( 球面坐标）为界的密度5 = 

!的立体对 I 轴的惯性矩. 


3»_ '■厚 届”球面的愤性矩求以半径 0 和6( 0 <6) 
的同心球面为界和密度 S 为常数的立体对一条 
直径的惯性矩. 


4».苹果的憤性矩求由球面坐标曲面 P = 1-™ 也 
包围的密度6 = 1的立体对： r 轴的憤性矩.这个 
立体是绕 z 轴旋转附图中的曲线产生的. 



41. 形心求在 *) •平面 内以宜 线 1 = 2, r =2 和 ® 
曲线* y = 2为界的•■三角形”区域的形心. 

«■ 形心求在•平面内界于抛物线/ + / - 2 v = 
0和直线 * + 2 r =0之间的 R 域的形心. 

43. «矩求在* y 平面内 Wj ■轴以及直线和 
r 为界的密度为常败 i =3的二角形薄板对 
原点的惯性极矩. 

44•祖矩求密度为常数 S = 3 的矩形薄板对兴中心 
的懦性极矩： 

(■> 薄板 Up 平面内的直线±2, r = i 1 
为界； 

(bl 薄板以 ij ■平面 内的直 线 1= ± a , j. = 土* 
为界. 

(提 示： 先求 f,. 然后利用 /, 的公式求/了，最 
终把二者相加求匕）. 

«. 憤性拓求薄板 对:* 轴的惯性矩，薄板 * 盖 
平 tfi (内 U〔0,0), (3,0> 和（3, 2 )为顶点的三角 
形 K 域， 其密度 S 为常数. 

«•可变密度板求 ty 平面内以直线± I, > 二 
±1为界的正方形薄板的质董和对坐样轴的- 
阶矩，如果板的密度 SU,j_) =/ +/ + 1/3. 

47. 可变密度板求 v 平®以直线 ;r = 土 1 . j = ± 1 
为界的 TE 方形薄板的质量和对坐际轴的一阶 
矩. to 果板的密度 S(U) =/+/ + 1/3. 

«- 具有相同 a 性矩的三角形板求底边位丁轴 
的区间 [0,6] 上和顶点在; £ 轴卜方的直线 ？ =>1 
上的密度 S 为常数的三角形板对X轴的憤性矩. 
正如你将会见到的那样，三角形顶点处在6线 
上什么位置并不重要-所有这样的三角形对X 
轴的惯性矩相同. 

49■形心求极坐标平面内由不等式 0« r! g 
3， -ii/3s：e 莓 ir/3 限定区域的形心. 

50. 形心求第-象限内以射线= 0和61 = tt /2 以 
及岡 <■ = I和 r = 3为畀的区域的形心. 
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51. ( a ) 形心求极肀标 f 」血内价厂心脏线 r = 

I 内部和阆 r =1 外部的 K 域的形心- 

域的草阁，并且在革闬屮趄乐出形心 ■ 

52. ( a ) 形心求极坐标平面内由不等式 0< r ^«， 

- a 名投赛 a (0 < a ^ Tr ) 限定的区域的形心 『 
形心4 «-^ r 时怎样移动？ 

( b )__4 i 对 Ta =5开/6的区域的草 W ， 并邑在 
阁中眭示出形心- 

第13章补充和提离习题 

1. 沙堆： 二重《分和三■轵分沙堆的底部*盖 
町平面内以抛物线/ +r = 6 和直线 r =* 为界的 
卜:域.沙堆在点 U . y ) 之 h 的高度是把沙堆 
的体积表示成 （》) 二車积分和 （》>) •:重 积分. 
( c ) 然后求沙堆的体积. 

2. 半 球形碗中的水 在半径为5 cm 的半球 形碗中 
注人离碗口差3 cm 的水. 求麻中水的体积. 

3. 两个平面之间的圆柱体区域求脚柱体* : +/« 
1位于平 ifi ) 1 = () 和 i+y + i = 2 之间部分的体积. 

4. 球面和«物面 求上方以球面 J 为界 
和下方以抛物面 J = / + /为界的区域 的体执 

5. 两个 抛物面 求方以抛物面 J = 3 为界 

和卜 -方以 抛物面+2/为界的 R 域的体机 

6 . 球面坐标 求由球面坐标曲面 p =2 包围的 
k 域的体积（参 a 附阁）. 



7. 球体中的泯穿过球体钻一个圆柱形洞，洞的轴 
是球体的直径.球体剩余部分的体积为 

V = 2f:m 山 d* dO 
U) 求洞的半径和球体的半径- 
( b ) 求这个积分的值. 

8. 球体和柱面求用柱面 r-3 sin (9 从球体 r J + = ； ^ 
9中切割的材料的体积. 

9 . 两个抛物面求由抛物面 -d 1 +〆和 ： = (/ + 
/ + 1)/2包围的区域的体积. 
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53. 证明： 荇和 r = y •则 

f ‘Y( x - } .y)d) ili = £ 〆”-—/( u ^ }i)u ,li 

54. 为使 

J •厂 = X 

黹数 〜6, r 之间必须满 M 什么乂系 v (提 
令」 I =«a + 决和 i =yi+6r, K ■中 （o5 办 ） 3 = 
ac - b 1 . T ax + Ibxy + ry : = j 2 + ('.) 


10. 柱面和曲面 ：=砂求第一卦限内 介丁杵 面 
r = l 和 r =2之间以及 F 方以 v 平面为界和 J. 
方以曲曲 r =呼为羿的 K 域的体枳 ■ 

11. 求积分 



的值，< 搓示： 利用关系式 
e — = 

构成_■重积分，并且通过改变枳分次序求积 
分值 .） 

12. (») 极坐标通过变換到极坐标，证明 

(x 2 + r 2 )dt dy 

=In a - 
其中 a>0, 0 <^ < tt / 2 . 

{b} 用相反 的积分次序重写笛卡儿坐标的积分 i 

13. 把二霣积分化筒为单积分通过改变积分次序 * 
证明可以把下面的二重积分化简为单积分： 

fJ ^ r > A 0 didu = £(* 

同样，可以证明 

£ j * o |^ e - l -' 1 /( t ) ( Ud u df = f 0 (I 

14. 变換二重积分*#常 》 积分限带变量积分限 

的多重积分，有时可以改变成具有常数积分限 
的积分-通过改变积分次序.证明 
!/(*){£«(*- yi / C ^ dr )^ 

= J /( r )( J g(^ - 

=-f0/ (u 

is. 使《性极矩达 a 最小值一块密度为 # 数的薄 

板覆盖 *7 平面的第一象限内以 （0,0), 
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( o ,0) 和 （ o , l / a > 为顶点的_ :角形 区域 . a 的什 
么值将使板对原点的惯性极矩达到最 小值？ 

»*. 三角 形板的 愴性® 矩求密为常败5 = 3的以7 
平面内的 J ■轴以及 fl ； 线 y =2* 和为押的 
角形薄板 对原点 的慣性极矩. 

H. 平衡 犧的* 量和憤 性极矩 惯性轮的平衡锤的 
密度为常数I,其形状是从节径为 n 的阒中由 
距离中心为 Hb < a ) 的弦切割的小 M 缺.求孓 
衡锤的 质量以及它对惯性轮中心的惯性极矩+ 

说飞*的形心 /K 平 面内介 T _ 抛物线/ = 
-4 U -]) 和/ = -2 U -2) 之间的飞镡形《域 
的形心. 


19. 求积分 

£6°■心， 21 ♦ At 

的值，其十 a 和6为正数， 

= / frV ' 
l«V, i 3 x 3 < 

20- 证明：在矩形 JK 域^ 上积分 

的值等 T 


F ( x i <y< > - f"U 0 ,;y, > -厂 (*■ ， j 0 ) + F(* c ,j 0 ) 

21. 假定 /U,;0W 以写成^的函数和 J ■ 的 S 数的乘 
积，即 /( ： « ， 7) = f( ； OC(_ T ). 那么/在矩形 
fl ： r ： s ： r=srf 上的积分也 iij 以用公式 

|/(*, r )-W = (fF(x)dx)(^G(y)dy) (l) 
当 & 乘积汁算.论据是 

( 水 ( 咖 ) 办⑴ 
= { ， ( c ( j ){^( ； t ) d*)dr ( i .) 
= £ ， (|^f( r )At)C(j)d7 (iii) 

= (£ f ( j ) dt )^ C ( r ) d r fiO 
(3) 给 (^, 从第（ 0 步到第（ ;0 步的推理 - 

与应用公式 （ 1) 时，它可能是一个节省时间 
的算式 . 用它 i 十算下列 积分： 

(•>) 乂九 e*cos y dyiix-, ( c ) -4 - d * dj . 


22. 用 fl ./ 表示函数 


報 = Ut i + Hj 方向的 导效. 

(») 求平均值求》,/在由^线 * + =丨 从！ T 平 
面第•象限切刺的 •: 角形 K . 域 f •.的 f ■均 fil 
(*0平均值和形心讪 明： 通常情况卜_/3,/在 
V f '® 内 '个 KM h . 的 f ■均等 t - n./fi 
这个 K 域的形心的衍. 

23. nmi 的值 r 闲数 

r (*) = I ' \\t 

把阶乘喊 数从佧 负瞥数扩允到 k 他文数.在微 
分方程理沦屮特別重要的 数足 

r ( y ) = J /""'- 1 -= f a j <\< a ) 

(*) 你苻尚未作 13. 4 竹的 - USS 31. 现(1: 来作这 
mm , 证明 

/= - f 

[ b ) 在公式 u ) 中代人）二 / f , mi 

「( +) =21 = /tt 

圆形板上的总电荷在十径为 fl 米的阒形板 
1：. 电荷的 分布为 

fr ( r ,8) =如（〗 - hn 幻库仑/米 : （ J t 为 常数） 
在板上对 a 积分求总电荷 

25+抛物型面量计一个器胍的形状为从7=0到 
z = ]0 英寸的抛物面 + /的罔形. 汁划在 
器 nut 作刻度使其成为雨量计.在器皿中同1 
英寸兩罨对应的高度是多少9 M 3 英寸雨量对 
应的高度是多少 v 

26* 人進卫里抛物面天线镉的储水董人造 UM 抛 

物面X线锅的宽度为2米，深度为1/2米.它 
的对称轴从垂 S 方向倾斜30。」 

U ) 在直角坐标中建立给出抛物面天线锅储水 
最的三重积分，但是不计算积分值■(提 
示: 设置坐标系使抛物面天线锅处于 14 标准 
位背”而水平面是傾斜的 .）（ 注意：枳分限 
不是“优美的 

< b ) 使抛物面天线锅不能保存水时的最小倾斜 
度是多少9 

27. 令是半径为1的直立半圆柱体的内部，半岡 
柱体的端面悬在原点之上1单位的位置 t 它的 
柚是从 （0,0.1) 到* 的射线，用柱面坐标求 
积分 


yu ") = 


kr : + .- 2 ) ~^dV 
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的 W . 

28. 超体积我们 G 妗学4过 ，£ l 也是数 5线（ • 
维空 N ) J -. Kfa ][ n ,6] 的长度， d 4 是 
(.二 维空间 > 内 K 域的 ffi 积, |l d V 是平空 N 
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( ■:维空 M ) 中 1<域《 的体积，.这 种 if ■算方 式外 
以继续加果 C •是巧™空 C«K m 维'令「《1)屮 
的 K 域，耶么 f I 的"超体有 V +. 运 fil 你的 

推广能力和空间的笛 R 儿坐#系，求__:维 
爭位球^ + + / + 〆 = I 内部的 ffi 体枳. 



第 14 章向置场中的积分 


概述在这一章，我们把前面 E 章处理空间曲线、向量函數， 偏导教 以及多重枳分的思想结 
合起来，建立线枳分，向量场和面积分，为自然料学和工程技术提供强有力的教学工具.迕枳分 
用于求力沿一条路径运动所作的功，以及求具有可变密度的佥羈线的质釐.面枳 分用 于求流沐 
流过一个曲面的速串‘我们还要介绍把这几种新工具联系起来的几个重要定理，同时提供用它 
们解决数学计算和实际应用 问题的 见解. '* 

14. 1 线积分 

为了计算置于空间曲线位置的细杆或金属线的质童，或者求 5 J 变力沿这样的曲线所作的功. 
需要 提出一 种比第5章的定义更为一般的积分概念.我们需要求在曲线 C 上而不是在 KN 
[«， H 上的积分.这种更一般的积分称为洩枳分（不过用“曲线”积分可能更贴 切）. 我们在给出 
空间曲线的定义时，记住好平面内的曲线只是2坐标愤为零的特例. 

假定 /(*, y , i ) 是要在处于/定义域内的空间曲线 

r(t) = g(i)i + Ht)j + h(t)k , u ^ t ^ b 
J : 求积分的实值函数 / 沿曲线的值由复合函数/(心）， 

W 0.*(<)) 给出.将要进行的积分是这个复合函数 
对弧长从<=<1到 （ =6的积分.开始，先把曲线划分 
成有限的《段子弧（见图 ]4. 1). 典型子弧的长度为 
Av 在每段子弧中选取.-点并且构 
造和 

5 n = g ■/"(' 山 

如果/是连续函数，并且/,6>有连续一阶导数，那 
么这些和当„增加和长度 i Sl 趋近零时趋近一个极 
限.这个极限称为/在曲线上从（ I 到6的线积分. 

如果曲线用一个字母例如 C 表示，积分记号为 

J r /( x . r , 2 ) d. t ( Y 在 c 上的积分”） (1) 

如果 》■( t ) 对于 a ^ f ^ b 是光滑的卜$是连续的并且不会为 oj ,就能在积分式 （ 1 ) 中用公式 

s (0 = \ d-r (在 11.3 节公式（3> 中取 I 。= a > 

把 ds 表示成 d s = | v ( i ) | d (. 于是我们可以按下式氺/在 C 上的 积分： 

, h ( t ) , k ( i ) ) I v (() I di 

请注意，最后这个公式右端的积分只是通常的（单变量）定积分，像在第5章定义的那样. 
其中我们是对参数 t 积分，公式正确地求出左端的线积分 fft ] 不 管用什么参数 表示. 只要参数化曲 
线是光滑的. 



把曲线「(<)划分成从 t = (t 
到 < 的小弧.典型子弧 
的长度为 




如何求线积分 

求连续闲数在曲线 C 上的积分的步驟如下： 

(1>求曲线 C 的一个光滑的参数表淆 

r(t) = g(t)i +k(t)k ， a^t^h 

(2> 按照 

J /(x ， r，:)ds = |/(^( 0 .A( 0 ,i( 0 ) lv(<)U« 

求积分. 


( 2 ) 


如果 / 取常数值 1 , 那么 /ffiC |_的积分给出 C 的 
K 度. 

例1求函数 /(mO = * - 3/ + J 在连接原点和点 
的线段 C 上的积分（见图 14 . 2 ). ^ 

解我们选择线段 C 可以想到的最简单参数表示： 
r (0 = fi + y + tk , 0 ^ ^ I 

r : 个分量具有连续的一阶导数_并 § JM () 丨= li+j + AI = 

/P + l 3 + 1 1 =办不会为 0 . 所以这个参数表示是光滑的， 

/在 C 上的积分是 

J f( X ,y,z)ds= (公式 （2)) 

= - 3r + 0 #d( = #|'<2[ - 3 ^)^ = V? [/ 2 - (* ]^ = 0 ■ 

14.1.1 可加性 

线积分具有这样一种有用的性质，如果曲线 C 是由有限的曲线段 C ,， C ; ，…，首尾连接 
构成的，那么函数/在 c 上的积分等干/在各个曲线段上 
的积分 之和： 

| /ds = J / J.t + j / J* + ■ ■• + ds ( 3 ) 

例 2 图 14 . 3 显示从原点到点 （ 1 ， 1 , 1 ) 的另外一条路 
径，它是线段 C , 和 q 的并集.求函町 U . J •，: > =*-打 2 +: 

在上的积分. 

解我们选择 G 和 C : 可以想到的最简单参数表示， 

检査进行积分的速度向景的长度： 

C 1： r(0 = t i + ff. O^^l; lvl= /FTF=^ 图 14 ' 3 例 2 中的积分路径 

C 2 : r(0 = i +/ + iJt, 0 ^ t ^ 1 i \v\= /O 1 + O 1 + 1 1 = 1 

用这两个参数表示求出 

J f { x y y , z)ds = J / U ，)， i)dj + J ^/(*， riZ)<U (公式 （ 3 )) 

= pXu , 0 ) v^df + J/(l , 1 , 0 ( 1 )^ (公式 （ 2 )> 

= J " V - 3( 2 + 0 )及出 + J :0 - 3 + f )( l)df 




阁14.2例 1 中的积分路径 
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= vT [ 2 - + [ ( 2 ^ 2t ] 0 = -f-y ■ 

义 F 例1和例2中的积分，请注意件事情，第一.只要把相应积分曲线的参数表示的分最 
代人/的公式，枳分就变成对 i 的标准 积分. 第一 . /在 C , UC , 上的积分，通过在每段曲线上对/ 
积分并 M 把结果相加得到.第如果 （:是 C , 和 q 的并集，/在 C 上的积分和/在 C , UC , 上的 
积分具有不同的值.如果改变连接两点的路抒，沿两点路杼的积分谊可能改变. 

14.1.2 质置和 矩的计算公式 

我们来探讨像螺旋弹簧和金厲线这样一些沿空 M 光滑曲线分布的质量问题.这种质缳分布 
用密度函数每单位 K ： 度的质童）描述.这时，弹*和金厲线的质馕.质心和矩用 
表 14. 1中的公式计算.这些公式也适用 f 细杆.这些公式的推导类似于 6. 7节的公式推导. 

_ 表 14.1 位子空间光潘曲线上的繼雄»簧1细杆和全厲线的*麗和矩的公式 

( I ) ** 


( H ) 对 Sfe 标平面的 一阶矩 

(ilil tt 心的坐标 


M <« = S(x,y.2) 捂在点 U,_y,r) 的密度） 

W” = J f I S dj,dj. «„ = J ( ; 6 dj 


i = »„/». y = M_/», z = ,W„/.« 

( iv ) 对坐标 M 和其他宜》的《性蝰 

L = f r (r 1 + t ! )s di, i, ^ (i J + i : )s d,, /. = I u ! +t 3 )s Jj 

't = Uix.y.z)= 从点 U ， r ,r) 到*线 t 的斯 *[) 


注意，表中的质量元 dm 等于 S ( b , 而不像在表 13. 1 
那样等 fSdh 并且积分是在曲线 t ： 上的积分. 

例 3 — 把位于 V 平面的半圆 y +z 2 = l , 上的 

细长金属弓，底端的密度大于弓顶的密度（见图 14.4). 
如果在弓上的点 U , y , 4的密度是 S (*. y ,::) =2- z , 求弓 
的质心. 

解 我们知道文=0 和; ^ =0,因为弓处于 p 平面内， 
而其质童对 Z 轴对称分布.为了求 i , 用参数方程 

尸 U) = (cos t)j + (sin OJt, 0 ^ r ^ TT 

表示圆.对于这个参数表示， 



y 2 ^ \,z ^0 


m 14.4 例3说明如何求可变密度 
的岡形弓的质心 （Ci ITL ) 


Iv ⑴ | ‘ 7(S' + (S) + (S = v 7 (0) J + <- S in0 3 + (co S 0 2 = 

于是表 14. 1 中的公式给出 

財， j , ds = J (2 - s)ds = J (2 - sin 1 )di 二 2tt - 2 
M - = / / Sdi = //(2 - =〔( ain f) ( 2 - sin ()^ = J (2 sin z - sin^)^ 




3 - TT 

4 tt -4 
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第 W 章 


取两位小数的质心是 （0, 0, 0. 57). 



1- r {0 =U + (i - t ) j ， 

2. r ( t ) = i+j + tk t -1 幻 el * 

3. r (() - {2 coa t)i + (2 sin t } j , 0 A 

4. r ( i ) = ti ，- 

5. r ( f ) =ti +tj + tk , 0 甚 t 这2， 

6. r (0 =^/+(2-2 t ) k , 

7. r ( t ) + 


12. 求沿曲线 r ( t ) = (4 coa f )i + ( 4 sin t)j + 3 ti r 
-2 ti ^^2 it 的积分 



13. 求函数 /(： t ,_>■,:) = i + r + J 在从点 （1> 到 
(0, - l , i ) 的直线段上的积分. 


8. r( 0 - (2 cos + (2 ain 0 灰， O^fJS-ir. 

9. 求积分 

1^(* +j)ds 


14. 求函数 / U , y ,:) =#/(/+〆 在曲线 
r (0 = ti + y + f *, 1 笑 t 在 》 上的积分， 

15. 求函数 /( irw ) =*+Vr 在围 14. 5 a 中给出 


其中 C 是从点 (0 T 1 f 0) 到 （1,0,0) 的直线段 ' 的从点 (0,0,0) 到 （ M ， l ) 的路径 

y =l-f ， j ， 0. C t , r(0 = h + £ 2 j\0 ^ ^ 1 

10. 求积分 C 2 ： r ( f ) = <+/'+ fJt T 0 ^ t ^ 1 


j (x - y + s - 2 )ds 

其中 C 是从点(0，】，1)到 （1，0，1) 的直线段 ^ = h 

r = l -t, 之 =1 ， 

11 . 求沿曲线 r (0 =2 ti + tj + (2-2 t ) k , 0在【迄1的 
积分 


t 的积分. 

16. 求函数 =x + J }- - z 1 在图 H . 5 b 给出的 
从点 (0,0,0) 到 （ M , I ) 的路径 

C L: r ( t ) = tJt, 0 ^ l 

C 2 ； r ( t ) - tj + t , 0 ^ ^ 1 
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向责场尹的相分 


<h ' = ti +j + k . 0 ^ i ^ I 

丄的 积分. 



阁 14. 5 习题15和 W 中的积分路径 


17. 求通数 - (x +> +s)/{x 2 4^ +z 2 ) 在路 
^ r{t) = ti + tj + tk, Ocrt 矣 fA 上的积分， 

18. 求函数■在® 

r ( i ) = (a rofl ()> + (a sin l)*T 0 ^ t 2« 
L. 的积分. 

在习题 19 〜 22 中，求函数/在给定曲线 C 上的 
积分. 

19. /( j,_r) = x 3 /y, C ： y = x 2 /2 t 0^Jt<2. 

2Q,f(x t y)=(x+y i )/ /TT^, C :r =//2 从点 

(l,1/2) 到 (0,0). 

21. f(x f y) ^x + y, C ： / + /=4在第 象 限内从 
点 （2,0) 到 (0,2), 

22. /(\y) =^-j, C： ^ +/ =4 在第一象限内从 
点 (0,2) 到(及, A). 

23-金厲线的质置求位于曲线 r(t) =(F+ 
2戌，上的金属线的质童，设金属线的 
密度函数为 fi = (3/2) f , 

24. 弯曲金 JI 线的质心金厲线位于曲线 r(i) = 

-\)j + 2 tk , - la 各1上.它的密度为 5(i t 
Yf =) ^\ 5 / yri . 求它的质心 T 然后一起胸 [ 出曲 
线和质心的草图. 

25. 具有可变密度的金厲线的质量求位于曲线 

r ( r ) = j 2 ti + j 2 g ^(^- t 2 ) k t 0幻矣 1 上的细金属 
线的质貴，假设它的密度为 = [ b)d = \. 

26. 具有可变密度的金厲线的朗心求位于曲线 

r ⑴ = U + 2 tj + ( 2 / 3 ) t ^ k , 上的细金厲 

线的质心，假设它的密度为 S = 3 v ^T7. 

27■金羼环的惯性矩一个圆形金属环位于^平圊 
内的阓^+/=一上，其密度 S 为常数.求金 
属环对 z 轴的懊性矩. 

28* 细长杆的愐性矩一条细长的密度为常数的杆 


位 厂戶 平曲内的线段 r ( f ) =(/ + (2 -20*. 0^ 
t - 求杆对-个半标呼面的惯性矩. 

» .两 条常 败密度 的弹簧一条密度为常数 S 的丼 

簧，位 T 蠔旋线 

r(f) = (cos 0^ + (sin t)j + tk, 0 ^ f ^ 2 tt 

b 

(丨)求：- 

< b ) 假定另有条密度为常数 S 的弹簧的长度 
是 （ a ) 中殚簧长度的两倍，并 II 位于0 
4 tt 的问样 蠘旋线 L . 你 m 料长弹簧的/,和 
短押簧的 L 相同还是应当不同？通过计算 
长弹簧的检賒你的预料. 

30•密度为常轚的 金羼钱 密度为常数的金厲 
性位于曲线 

r ⑴ -( i ™ Oi + < ( win *)j 

+ {2^2/3)t^k, 0 赛 t 免 1 

上. 求[和 /,. 

31•例3中的 金厲弓 求例 3 中金属弓的 & 

31 具有可变密度的金厲《的质心和憤性矩求位 

沪曲线 

fit) - ti + t iri j + ^ Jt , 0 ^ f ^ 2 

上的细金厲线的质心和对土标轴的惯性矩，假 
设金属线的密度为5=1/(| + ])- 

计算机探究 

在 > J ®33 〜 36中，用-神 CAS (计算机代数系 
统）执行求线积分的 F 述处理 步*: 

( a ) 求对于路径 

r ( t ) = g { t ) i ^ h ( t ) j ^ k ( t)k 
的孤长元山 = \ v ( t ) Id /. 

( b ) 把被积函数 

f(gU)^h(i)MO) Iv ⑴ I 
表示成参数 【的函 数 t 
U ) 用正文中的公式 （2) 求积分 jy 山. 

33. f{x t y,i) - +30i 3 + 10 ^； 

r(0 =rf + (V + 3f 1 Jt 1 0 汾赛 2 」 

从 /( w ) = yi 十 ^ +5^ ； 

35 - = x 在 - ; 

r( 0 = ( cos 2r)(' + {sin 2( )j + 5tk, 0 幻甚 2tt 

3*>/W ， :)=(l+H' 

r( 0 = (t-os 2t)i + < sin 2t)j + t i/2 k^ 0d 在 2 甘 . 
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14.2 向量场 、功、环流和通量 


引力和电力都具心方向和大小.它们由在它们的作 m 范 w 内每..•点的向 M 表/，这吟 a tt 
产 生一个 向量场 .仵 这..节，我们讲述如何用在向《场1.的线积分计算移动物沐通过这种场所 
作的功.我们还要讨论速度场，例如表示 流体在 苏流动 K 域内的速度的向枏场，叮以 m 线枳分求 
流体在流动 K 域内沿曲线成者越过曲线流动的速平、 


14. 2. 1向量场 

«定在平面或者空间区域内充满流动的流体，像空 
气或水.流体由大量的质点组成.在任意瞬间.一个质 
点具有速度 v. 在给定的（同一）时刻，在不同位置的这 
些点的速度可能不同.我们可以想象在流体的毎个点上 
附着一个速度向最.代表在那个点的 ffi 点的速度.这样 
一种流体的流动是向量场的例子.图 14.6 显示空气流 
过风洞 中的翼面产生的速度向童场■图I 4 . 7 显示水通 
过一段缩小的渠道流动时沿流线的速度向*的向量场. 
向量场也同像重力这样的力有关（见图 14.8). 以及同 
磁力场、.电场和单纯数学上的场有关. 



[fll4.6 W 洞中绕典面流过的空 H 的速度向 ft 



RI14.7 在缩小的渠道中的流线，水在渠道的狭 
窄地段加速且速度向董增加长度 


1*1 14.8 重力场中的向量指向 
提供场源的质心 


一般说来，向置场是一个函数，它对其定义域中的每个点賦予一个 向童. 在空间中的'维定 
义域上的向量场可能具有像 

F(x,y,z) = M{x,y,z)i + N{x,y,z)j + P(x,y,z)k 

这样的公式.如果分董函数对，々，尸是连续 S 数， 向董场是连* 的 i 如果每个分童函数是可傲 
函数，向量场是可微的.二维向量场的公式可能像 

= M(x,y)i + y{x,y)j 

在第11章我们遇见过另一类向量场.空间中一条曲线的切向量 r 和法向量 " 构成沿曲线的 
两个向量场-沿曲线 r ( t ) 它们可能具有像 

中）=/(0< + giOj + h ( t)k 


这样的公式. 

如杲在纯量函数的层曲面的毎一点附着函数的梯度向童 ▽/, 我们得到曲面上的=-维向 
量场.如果在流动流体的每个点附着一个速度向量，就有定义在空间区域上的三维向量场.这些场 
以及其他的场在图~图 14. 14中说明.为了画出这种场的草图，挑选出具有代表性的 M 域点 




向 i 场中的积分 
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叱.卟 ㈣ 出附 / f 4:它们1:尚的向 Ptfti 的箭头 uK : 圮端头邢附到求向数的点 I .. 


A 


作 114. 4抛射体运动的速度 
向最 v(0 构成沿轨 
道的 向录埃 


fU.y. z} = c lfe. 

m i4. io 曲面 /(uvo^c 
h 的梯度向置 v/ 
的向#场 



M u . [] 在民阓忡形管迫内流动流 
体的速度向 

的尾珐在吓平向内.又 
部在抛物面 z 



m U. 12叮平面内点的位罝向垣的径向场 f = 
d+)i. 汁意，习惯卜.把箭头的尾端 
而不是头部 N 在求 F 的点 

14.2.2 梯度场 


m i4 r 13 tv 平向内肀位向坫 

F -yi + v')/(f ； + V 1 ) 1 3 
的环形场或者 1 ■旋转场，这个场 
汴原点尤定义 


4 微纯请 值函数 ft —点的梯度向鼠给出函数最大增加的方向.一种重要的向 a 场是由闲数 
的全部梯度构成的场1 


定义珂微函数 / U ， r ， d 的梯度场是由梯度向鼠 


例1假定在宁间区域内每一点的温度由 

r = 100 - T ： ~ r ! - 2 - 

给出，并&尸(〜：》^)定义为7'的梯度.求向量场 f . 

解梯度场 f 是场 F = V 7"= -2 W 、2 汰 ■ 

在空间中的每一点，例1中的 向量场 F 给出温度增加 最快的 方向.它既不是一种力场，也 




风速，米奶 



0 2 4 6 8 10 12 14 16 + 

图 14.14 美国宇航局的海亊卫星用雷达从世界洋面上获取的3500000处 K 速脚童数据：箭 i 
显 TPW ■向；它们的长度和顔色等值线指示风速（注意格綾兰岛南部的强风 畢〉 

14.2.3 力沿空间曲线作的功 

假定向童场丨 + •/ + P ( x , y , z)k 代表空间中遑布于一个区域的力（可能 

是重力或一种电磁力），并且 

r(t) = g(l)i + h(t)j + t(0*, « * 

是区域内的光滑曲线.由力沿曲线移动物体作功的公式的建立，受到我们在第 6 章推导由力沿直线 
移动物体作功的公式的间样推理的启发，那里大小为 M *) 朝向沿*轴上一个区间的连续力所作功 
的公式为丨=我们把曲线划分成小段，应用（恒力 ） x (距离）求功公式逼近力在毎小段 
曲线上所作的功，再对结果求和逼近力在整个曲线上所作的功，并且用通近和在划分的曲线段越 
来越小和数目越来多时的极限计算这个功.为了求这个取极限的积分应有的准确值，我们按通常 
的方式划分参数区间 [ a . 6 ]， 并 ft 在每个子区间 [ H ,] 内取一点〜 [«,*] 的划分确定（我们说 
‘‘导出"）曲线的划分，其中 h 是位置向最 r ( A ) 的頂端, i 〜是曲线段的长度（见图1 4 . 〗 5). 
如果 f , 表示 力场/ '在曲线上同对应的点的值，八表示曲线在这个点的单 位切向 量， 























































南量场中的初分 
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ffl 14. 15 [ n , A 」 的毎个埘分导 出曲线 r ( f > = «(0<‘+ D ) + *( t )* 的-个划分 

那么尽是 t= Ci 时 F 在 r 方向的纯童分量（见图 l 4 . 16) .由 F 沿曲线段 ，作的 功近似 
等于 

(力在运动方向的分童>>< (移动的距离 ） = F r T ^ s t 
力 F 沿曲线从 t = a 到 f =6移动物体所做的功近似等于 

^ F t - r t A Sl 

当 [«, M 的划分的范数趋近零时，曲线的导出划分的范数趋近零而这些和趋近线积分 

定义由力 fm + /y +«在光滑曲线 r ( t ) 上^ r = a 到 （ = (> 移动物体作的功为 ~ | 

w = f b F-Ti s (1) | 

用这个积分计算的数值的符号取决于当 f 增加时曲线遍历的方向.如果颠倒运动的方向，也 
就颠倒 r 的方向，并且改变 f . r 及其积分的符号（见图 14.17). 



图 14.16 放大图14 15中的曲线段匕尸^，显示曲 图 14.17 由力 及作的 功是纯 s 分童/7•在 

线上在< =&的点的力和单位切向量 光滑曲线上从 .4 到 fi 的线积分 
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表 14.2M 承公式 （1)中功 枳分的 6 种表示形 式> 虽然公式不一样，是它们 计算 M 样的功 ■ 
在表屮， 

r ( t ) = g ( t)i h { t)j + k ( t)k = xi + )j + zk 

是光滑曲线， 

df ^ d( = 1 + 

dh j + dk k 

是它的微分. 


襃 14. 2 表示功轵分的 6 神不同形式 

功汉 

说明 


定义 

o 

ft 凑的傲 分形式 


扩«到包含也；强《参*^和速度 
向薰 dr/tii 


强两 f 的分置函数 


简化 r 的分* 

J^Ar + zvclr 十户 Ji 

消去!^*常用形式 


为了求沿光滑曲线的功积分，采取面三个 步骤: 
(11 求力 F 在曲线上作为参数 t 的函数. 

( 2 ) 求 dr/dt. 

(3) 求 F 士/山从到 （ = (> 的积分. 

例2求由力 

^ = Cr - * 2 )i U - / W + (* - )* 

在曲线 

r(t) = (f + (V + i 3 k, 0 ^ ^ 1 

上从点 （0,0,0) 到 （1,1,1> 作的功（见图 14. 18) ‘ 

解首先求 F 在曲线上作为 t 的函数： 

F = (y - a 2 ) i + (z - / V + (i - 2 ： )fc 
= (t 1 -( 2 )i + (i 5 -t^j + U-t^k 



闬 14. 18 例 2 中的曲线 


然后求 dr /山： 

芋 = 4" (« + O' + = * + 27 + 3* 2 * 

d( d( 

最后求 f . dr / dt , 并 ii 求从 （=0 到 f = l 的 积分： 

ir.^ = [(i } - ( 4 )j + (; - / 6 )t] -(f + 2ry + ^t 2 k) 

=( t 1 - t 4 )(2 t ) + (t - i 6 )(3 t ; ) = 2(* -2 t * +3 t 3 - 3(' 

所以 ■ 1 , q 

功 =£(2,* + 3 r 3 -3 i *) d ( = [y ( 5 -|-( 6 ^ 60 _ 




向*场中的积分 
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14.2.4 速度场的流量积分和环流 

偎定 F 代表流体流过一个空间 K 域（例如潮汐海湾或者水力发电机的涡轮腔〉的速度场.仵 
这些环塊下 ， f . r 沿 lx : 域内曲线的积分给出流体沿曲线的流置. 


定义如果<0是连续速度场 F 的 K 域内的光滑曲线.流体沿曲线从到,=/>的流量为 

汍童 =/ l f‘rdi ( 2 ) 

这种情形的积分称 为流量 积分.如果曲线是闭环， 流嵌称 为闱绕曲线的环流. 

--------- 

氺流最枳分的力-法和求功积分的方法相 M . 

例3设流体的速度场为 F = xi + ^^ yk 求沿 蠏旋线 

r(£) = (cos 0* + ( sin t)j + tk t 0 ^ r ^ tt/2 

的流嫩. 

解 先求曲线上的 F : 

F = xi + zj + yk = (cos £)/ + y + (sin 0* ( r(t) 上.欠， cos z ^ y = sin i) 

然后求 dr/d/： 

f = ( - sin i)i + (coa t)j + k 


最后求尸 •（ dr / d £) 从 f = 0 到 r = f 的 积分： 

= (cos 0 (- sin 0 + (t)( cos 0 + (sin x)(l) = ， sin f cos r + t cos f + sin 文 

所以， 


流置 =f , 厂■盖山 =J 0 ( - 3in t ros t + t cos t + sin t)dt 

=[ CJ r + tsin, r = ( 0 + f)-(T +0 ) = f'T 


例 4 求场 
闱绕岡 


- y)i +々 


r(i) = (cos o* + C sm f)y T 0 ^ ^ 2 tt 

的环流. 

解在圆上， 

^ - - y)i + xj = ( cob f - sin 0* + (ros t)j 

奈 =(-sin /)i +■ (cos t)j 

于是 

F - sin t cos t + sin J ( + cos 2 ; 

af ^ - y - 

给出 胃 ' 

环流 =£ F ■盖 df = ( (1 - sin ( cos ()d( = [(- ^^ 厂 = 2ir ■ 

14.2.5 穿过平面曲线的通置 ° 

为了求流体流进或者流出巧平面内由光滑曲线 C 包围的 K 域的速率，我们计算流体的速度 
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场在曲线指向外的法向 M 方向的纯*分量厂 "AC h 的线积分.这个积分值是 F 穿过 C 的 遥量. 
通量在拉丁文中躭是涑 量， 但是许多通董的计算完全不涉及运动‘例如，如果尸是电场或者磁 
场， F . n 的积分仍然称为场穿过曲线 C 的通董. 


定义如果(:是邛平面内连续向量场 f = 

C 上指向外的单位法向最， f ■穿过 C 的通最 公式为 


-/ vu . jOj •区域内的光滑闭曲线，》足 


F 穿过 C 的通董= / c F * 


(3) 


请注意通遣和环流之间的区别. f 穿过 C 的 
通量是 F 在向外法线方向的纯董分童 广11 对孤长 
的线积分. f 围绕 C 的环流是 F 在单位切向董方 
向的纯童分童对弧长的积分.通量是 F 的法 
线分童的 积分； 环流是 F 的切线分童的积分. 

为 r 求公式 （3) 中的积分，从求曲线的光滑 
参数表示 

x = g (, t ) , y = h ( t ) , a 矣 f 矣 A 
开始，这个参数方程当<从《增加到 6 时恰好描 
绘曲线 c 一次，我们可以用曲线的单位切向量 r 
同向量 t 的向 S 积求单位向外法向 M «. 但是在 
rxt 和 kxr 中应选择哪一种次序的向量积？哪 
一种向童积是指向外的？这取决于当》增加时遍 
历 c 的方式.如果按顺时针方向经过 c , fcxr 是 
指向外的；如果按反时针方向经过 c , Tx * 是指 
向外的（见图 14. 19〉.通常选择这是 
假定经过 C 时按反时针方向运动的选择.这样一 
来，尽管在公式 （3) 的通童定义中弧长积分的值 
不依赖于遍历 C 的方式，但是我们在推导求公式 
(3) 的积分公式时假定按反时针方向运动. 

用分量表示， 

"— = MU ' 

如果 f = MU , r ) i + 〜<*，?■)•/,那么 

F-b = ^ 



ra i 4. i 9 为 r 对町平面内当 t 增加时按反时针 
方向遍历的光滑曲线 C 求指向外的单 
位法向量，我们取"对于按 
煉时针 方向的运动，取 "=* x；r 


AW )| 


因此， 


| F-Jid* = J - = I Mdr - JVda 


我们在上面的积分号上加一个小的有向圆圈作为按反时针方向围绕闭曲线 C 积分的标记■为 
了求这个积分，用 t 表示 W ， dy , A 1 和 d » 并且从到 （ = (» 积分.我们在求通量时无需知道《 


或者心 




向量场中的积分 
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计算穿过矽平面内光滑闭曲线的通量 | 

F 的通量 = Mi + 少穿过 C 的通竃 zfwdy-ZVdi (4) : 

可以从任意光滑曲线的参数表示 x =系（（） ， y = h{t) , 求这个积分，这个参数表示在/ 

从《增加到 A 时恰好按反时针方向描绘曲线 C 一次‘ \ 


例5求 F = U- r W + W 通过邛 平面内岡/ + / =1 的通董. 

解参数表示 r <0 =( cosf ) i + + (ain 0/， A 恰好按反时针方向描给这个阑 一次. 因此， 
可以在公式 （4) 中用这个参数表示.从 

M - x - y = cos i - sin / , dy = d ( sin 0 = cos t dt 
/V = x = cxi « f ， 6 x - d{tos t ) = - sin ( df 

求出 

通贵 = 办 -/V h (coai - sin t coa t + t-os ( sin f ) d (( 公式 （4) > 

-!>“ = 1： ¥ 出 = U — 竽(•” 

F 穿过圆的通量为 TT . 由于答案是正数.穿过曲线的净流 M 是向外的.向内的净流董应由取负值 
的通 M 给出. 

习题 14. 2 

在习®】 -4 中，求函数的梯度场. 

L /( HJT ) = (*: +/ 十？ ）' 

I f ( x , y , z ) ^ Ln s/x +/ + j 2 t 
3* 足 Uu ) = 〆 - lit + > J ). 

*■ = iy 4 jt + ». 

5- 给出呼平面内具有如下特性的向置场公式 f = 

+ 向原点，其大小同从 

(*，/)到原点的距离平方成反比.（这个场在原 
点无定义 .） 

6. 给出呼 平面内具有如下特征的向置场公式 F = 

M { x , y ) i + N ( x , y ) j .. 在点 （0,0), F =0； 在其他 
任何点 （ a , fr ), f 同圆/ + / =« : + i : 相切井且 
指向顺时针方向，大小丨 fl = 

在题7〜12中，求由力 F 在从点（0,0,0> 到 
( 1， 】 ，1) 的下列每条路径上作的功（见图 14.20 )r 
(典）直线路後广 ⑴= ti + tj + tk t 

曲线 #&^ C 2 : r (0 = U + t 2 j + t * k , 0 纪甚 1. 

(幻从点（0,0,0)到（1，1,0)的线段&跟随从 
点 （1，1.0) 到 （ l ， l T 〖） 的线段 Q 的路径 
C 2 U C A . 

7. F = 3ti+2^>4z*. 8. F= [ \/{x 2 + 1) U 

9 - F =^ i -2^ + Jyk . 10. F = xyi + yy + xsk . 

11. f = (3 i 2 -3 r ) i +3^+ it . 

12. f = (y + ,?)( + ( a +J )y + ( x + y ) jfc . 



在习题 13〜】6 中，求由力 f* 在 I 增加方向在曲 
线上作的功. 

13 - F = xyi + yj -yzk ； r(t) =ti +t 7 j + tk, 

14. F = 2yi ^3xj + (,t + v)Jt； 

ril) = (cos 0* + ( sin ；)> + (;/6)*, 

15, F = d+xj+yki 

f{ 0 - Cain 0* + ( cos f )j + ik, 

16* F=6^i^/j + \2xk- 

r(t) - (sin t)i + (co»t)j + (i/6)*, 0 幻妄 
17_ 求沿曲线 r = * : 从点（ - 1.1) 到 （ 2,4 ) 的积分 

dt + (j + y)dy. 

18. 求依反时针方向环绕顶点为（0,0)，（1,0>, 
(0,1) 的 ri 角形的积分 f (a - y)di + (je +y)dv. 
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19. 对 . T - 向董场 F = A -)7 ‘水沿曲线文 =〆 从点( 4 . 2 ) 
到（1， - I )的枳分 T <k. 

20. 对 T 向廬场 f 求依反时针方向沿苹位 

M 从点（1,0)到 (( M ) 的枳分 

21. 功 求由力 F = ;^ + ( 7 - *)_ /在 i [线〗1从点 
0,1) 到（2,3)作的功. 

22■功求由= (*+ v ) 5 的梯度在依反时针 
方向环绕从点 （2,0) 到它 A 身的 WU : + 〆 =4 j -. 
作的功. 

23. 环流与通置求场 

F , - xi + yj 和 F 2 -- yi + xj 
环绕和穿过下列每条曲线的环流和 通嫌： 

{ a } [ A ] r ( 0 = (cos t)i + (sin t ) j 1 0 ^ i 2 iri 
( b ) 拥圓 r (') =： { cosi , t)i + (4 t)j T 0 ^ t ^ 2 tt . 
24* 穿过圆的通堡求场 

F , = 2 x 1 - F z - 2 xi + (x - y)j 

穿过圆 

r ( t ) - {a coa t )i + (ri flin t )j y 0 ^ t 2 tt 

的通量. 

在习题 25-28 …，求场 F 环绕和穿过闭半闽路 
径的环流和通量，这条路径由半阓拱 

f[ (0 - (a c:oh t)t + (a 9 ,in t)j f tr 

和跟随的线段 

r 2 ( r ) = ii \ - 

组成. 

25- F^xi+yf 26, F-x^i + fj. 

27 . F = 28, F = -yi + x 2 j . 

29 . 流置积分求呼平面内速度场 f = 

V 沿下列每条路径从点 到（- 】 川 

的流 S : 

{ ajM ^ +/ = 1的1：半部分： 

( b ) 从点（1，0)到（ -1,0) 的线段； 

U ) 从点（】，0)到 （0,- 丨）的线段跟随从点 
(0, -1)到（ -1,0) 的线段 t 

30. 穿过三角形的通置求4题29中的场 f 向外穿过 
顶点为 UA ), (0,1), ( -1,0) 的三角形的通置. 

3 L 纒旋场绘制螺旋场 


v ^ T 7 

(参 见图⑷ 13) 以及它在闽/ +/= 4 上的典甩 
点集的水平分量和垂直分 S 的图形+ 


32. 径向场绘制径向场 

F = xi + yj 

(参见图 14. 】2)以及它 在圆/ +〆 =L 上的典型 
点集的水平分量和垂直分量的阁形了 

33. 切向 置的扬 

ta) 求砂平面内具有如下特性的场 G = P ( x , r)i ^ 


(?( x iy )jt 紐何点 (rj.fr) #(0,0), G M 大小 
力 J ： F7W 和间阓 / + r_W 相切的中位 
向 a, 并 a 栴向反时针方时（这个场在 
(().0) 无 Z 义 ■) 

(b)G^im 14. 13的蠟旋场1"有何艾系？ 

34. 切向置的场 

{aj^n f 面内 M 如卜特什的场 G “PU.rH + 
Q { T , y ) j ： 在任 何点 ( l &) GMM 

阆/ + /= fl ; + A 2 相切的申位向镢，并〖I指 
向颐时针方向. 

(b)G 同 m M. 13屮的*旋场 F 心何爻系> 

3 5 . 捆向原点的单位向量场求叮平而内具打如 K 

特忭的场 F = .\f{x,y)i + ,VU t v)J_: 4 : 待个焱 
( jT j)^(0 t 0), F 是指向原点的中 HA 里 ■ (这 
个垓在 (0,0) 尤定义 J 

36. 双“中心"场求 n f_ 面内 fWl 如下特忭的场/ "= 
\ f ( x , v) I + Mx f y ) j ： 在每个点 （D ) ★ 
(0,0) T f 指向原点，并 tIU) I F I是从点 U， 
V)到原点的距离^ (b) If 丨㈣从 U. r ) 到原点的 
距麻成反比，（这个场在 （0.0) 尤泣义 ■) 

在习既37~40中， F 足流体流过一个空间区 

域的速度场 t 求沿给定曲线4 1增加方向的流暈- 

37. F; -4xyi^Syj+U ； r(i) ^ti+rj^k t O^f^Z 
風 F = X 2 i + yzj + y i k t r ( t ) =^ tj +4 tk f 

J9. F ^( x - = ) i + xk- t 

r ⑴ =(tos i )，+ (sin t ) Jt , 

40* F= - yi ^^^2 k ； 

r ( 0 = ( -2 cos 0^ + ( ^ Oj + 2tk . 

0^^2-jt. 

41 .钚流求 f = 2*i+2 冷十 2 r * 环绕由下列二条 Ettl 
线组成的在，增加方向经过的闭路径的 环流： 

■: r(f) = (fios 0» + t»*n t)j + tk t 0 ^ t ^ ti /2 
C 2i r(0 =；+ (tt/2)(1 -OA.O ^ 1 
C i： r{t) = li + (l - t)y> 



42 -零环流令 C 是平面 2* +乃同 Iffi 柱面 
? + 。12相交的椭圆.不用求线积分*直接 

证明场 f W + ij+dt 闱绕 C 在两个方向上的环 
流都 是零. 

43•沿 曲线的流量 设/^=；^_ w 是空间中流 




向量场中的积分 

体的速 度场. 'M\^[.my=x 2 和平 p 6 ij = * 的交 
线从点 （ o , o , o ) 到 （ i T 】 T i ) 的流 ] st (提 示：用 
作为参数 d 



44.梯廑场的流量求场 f = 沿下列路衧 

的流 ih 

fa ) 沿从上方看的顺时针方向闱绕七 M 42中的 
曲线■斷. 

( bl 沿从点 （ I , u ) 到 （ 2 T I ， - I >的线 
45-功与面积假定/(0是 K 间 ft h 的町微 
正倚 闲数. 令 C 是路砼产⑴=“/⑴ y , 
b, F = y i . 功积分 

/，. 办 

的值同以 < 轴和/的 ra 形以及直线 t = a ^ (= t 
为界的 k 域的面枳之间存在任何关系吗9 
46. 由大小为常数的径向力作的功质也沿光滑曲 
线>_ =/( * ) 从点 （ 《 ,/( U >) 到 （A T /( i )) 运动.使 
质点运动的力的大小为常数 I 并且总是指向 
离开原点的方向.证明这个力所作的功为 
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/广抓 =*[(*: + _):广 

-(«: + au )) : )_” 

计*机探 K 

作匀题47 中，川-种 tAS( 汁》机代数系 
统）执 fT K 列处 J1 步骤，求由力 f &给定跆 ff |'作 
的功： 

㈤对 }: 路衿 r<i) = g( I )i + /■(!>) + 灸⑴* 

(b) 求沿这条路砼的力 f: 

(cl 冰积分 . df. 

47. F ^x/f + 3x(xy +2)j- r(l) = (2 ™ ()f + 

(rt】" t)j, 0^f^27T. 

仇 ^ = i + ，⑴ ，" + (sin f)y. 

O^^TT. 

49 ■厂 =(v + yz ros xyz )i + (x 1 + xz con xyz)j + (z + 
cos xy-)ki r(t) = (2 ins 0< + (3 sir /)/+ 

k' 

SO. F = Ixyi - v 3 > + : « 1 *; r(f) = - ti + 

3r *,] 在 f 莓 4 ， 

51， f = (2r + ,iin j：)r + ( z 2 + ( 1/3 ) ros y)j + x * k - 

= ( sin f )i + ( ros t )j + (sin 2t)k, - tt/2^^ 

tt/Z 

H. F = ( + ^x 3 y + Jr* : r ⑴ =(MS 1) f + 

(sin t)j + (2 ain J ( - I )* T 0^(«2ir. 


14.3 路径独立性、势函数和守恒场 

重力场 f 是表示作用在置于场中物体上的 K 力的向量场.在 車:力 场中，作用于质量为„的物体 
上的重力由 F = M 给定. [u] 样，电场丑是空间中的向董场’表示作用在置于场中的带电质点的电 
力‘在电场中，作用于带电的物体上的电力由给定.在重力场和电场中，移动包含质童或 
者电荷的物体从一点到另外一点，所作的功依赖于物体的初始位置和最终位置―一同在两个位置之 
间所取的路径无关，在这一节，我们讨论具有这种性质的场以及同它们有关的功积分的计算 
14. 3. 1路径独立性 

如果4和 B 是空间中开区域内的两点，由在 D 上定义的场 f 移动质点从 到 B 所作的功 
J>‘d/ ■通常依赖于所取的路径.然！对亍某些特殊 的场功 积分的值对于从/到 s 的所有路径是 
相同的. 

定义令 f 是定义在空间中开区域 a 上的场，并且假定对于 d 中的任何两点 a 和移动 j 
质点从4到 B 的所有路抒上作的功■是相 同的- 那么积分 j"f，dr 是独立子路径的，并且场 

F 在 D 上是守恒的. 1 
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守但一阔来源于物理学，在物理学中它是指在场中保持能被守 m 原理. 

作实际应用中通常满足的可微性条件 F ， 我们将址明. f 是保守场.当 a 仅当它是一个纯 
肩数/的梯度场，就是说， 4 PL 仅与对十某个/有尸=町汴这种悄况下，闲数/有一个特殊的 
名称. 

I 定义如果 F 是定义在 D 上的场,汴且对 f »上的某 个闲数 = ▽/. 那么/称为 F 的： 

I 势函数 -___ _ 

电势是一个纯最函数，它的梯度场是电场.电:力势进一个纯*函数.它的梯度 场造屯 力场. 
等等.我们将会枒到，一 M 求出一个场 f 的个 势成数 /. 就能在 F 定义域上两点 A 和之 M 的 
任何路杼上求所有功积分.这种积分由公式 

J^F-dr = ^ V/*dr = /(«) -RA) ⑴ 

给出. 

如采把多元闲数的梯度 ▽/ 想象成像一元闲数的导数 /' 那样的甬数，那么可舂出公式 （ 】 ）MM 
微积分基本定理的公式 

=/((-) -/(«) 


类似的向 S 微枳分的公式. 

守 恒场还有其他重要特 ft . 例如，说尸在0上是守悄的.同说 F 围绕0屮每条闭合路径的 
积分为零等价.为使公式 （]) 成立.关于曲线、场和定义域的某些条件必须得到满足.下面我们 
来讨论这些条件- 

14.3.2 关于曲线、向置场和定义域的假定 

为了使下面的计算和推导的结果有效，对于考虑的曲线，曲面、定义域和向童场的性质必须 
作某些假定.我们用定理陈述的方式给出这些假定，并且如果不另作说明，提出的假定也适用于 
例子和 习题. 

我们考虑的曲线是 分段光滑的. 像在 11. 1节中讨论的那样，这种曲线由有限段光滑曲线首 
尾连接而成.我们将要 讨论的 向量场 f 的分 童具有 连续的一阶偏导数- 

我们考虑的定义域是空间中的开区域，所以0中的毎个点是完全位于 D 内的某个开球的 
中心（参见 12. 1 邗）. 我们还要假定 D 是连通的.对开区域而言，这意味着在 D 中的任何两点可 
以用一条位于区域内的光滑曲线连接.最后，假定0是单连通的，这表示 D 中的每个环可以在 
不脱离 D 的情况下收缩到 D 中的一点-例如， 平面在 挖去一个圆盘后的二 维区域 就不是 单连通 
的. 在这个平面中，围绕圆盘的环不能在不进入挖去阖盘所遗留“空洞”的情况下收缩到 一 点. 
同样，如果在空间中挖去一根无限长的柱体，剩余的区域0不是单连通的.围绕柱体的曲线不 
能保留在区域 D 的内部收缩到一点. 

连通性和单连通性是不同的，每一种特件不蕴涵另外一种 特性. 可以把连通区域想象成连 
成‘‘一片”而单连通区域不带任何■•有空洞的环' 整个空间本身既是连通的也是单连通的. 
图 14.21 说明某些这样的性质. 

注意 如果我们提出的条件在尙用环境中不成立. 那么本 章导出的某些结果可能无效•特 
别是，本节后面给出的守恒场的分量检验法对于非单连通的定义域是无效的 - 

14.3.3 守恒场中的线积分 

梯度场 F 是由微分纯量函数/得到的.一个 N 微积分的基本定理类似的定理给出求梯度场的 





向量场 中的私分 
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阁 〗4 .21四种连通 K 域： 在 3 )和丨0中. K 域是单连通的；在…和⑴中， K 域不是 
卑连通的，因为曲线（^和0' ; 不能在包含它们的 R 域内部收缩 到一点 


线积分的一种方法. 


定理 1 ( 线积分基本定理} 令 C 是在平面内或者空闽中连接点4和 £( 的光滑曲线’ 儿且 
由 r(f) 给出.令/是可微函数，具有在包含 C 的定义域上连续的梯度向量 f = V/ 那么 
// - dr =/(fl) -AA) 


像微积分的基本定理一样，定理1给出一种求线积分的方法，这种方法无需求黎曼和的极 
限，或者直接用 I 4 . 1节的方法求线积分.在证明定理1之前，先举一个例子. 

例1假定向最场 F = V / 是函数 

的梯度场■求由 F 沿连接点 （ 1，0,0)和(0,0,2> 的光滑曲线 C 移动质点所作 的功. 

解不需要直接计箅线积分.应用定理1，看出由 F 沿连接这两点的任何光滑曲线 C 移动质 
点作的功是 

=/( 0 , 0 , 2 ) -/( 1 . 0 . 0 ) =-^- -(- 1 ) =-|- ■ 

—顆行星具有的重力，以及同带电质点相关的电力，两者都以例1中给出的场 F 作为模型， 
其间相差一个依赖于测量单位的常量. 
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弟 i 4 聿 


定理1的证明假定4和只是 K 域/>中的两个戌 ， G r (() = f ；{ t ) i + h ( t)j + k ( t ) k, … （h 
足仵£>中连接4和》的光滑曲线.沿曲线 C ,/ Mf 的可微味数 . )t H 

(关于 ”,⑴ wo .: “⑴的链式 法则） 

= v/, (S /+ S y+ S*) =V/, S = (W ^ jF = v/) 

内此， t 

f F - dr = 厂 V-JtU = ( f t <li = f ( g ( l ) Mt ), k (0) J 1 =/(«) -/ M ) ■ 

所以， i 定理 l 看在知 道函 ic / 后.梯度场 /^ V / 的线积分 M 茛接汁算 的. 然界屮 
出现的许多重要的向童场确实是梯度场.从定理1推出的下述结果，说明任何守 W 场都足这种类 
沏 的场. 所以，守惧场沿光滑曲线的线积分的值仅取决 +曲线 的两个端点. 


定理 2( 守恒场是梯度场丨令尸 = 冲 + PA 是向董场，它的分童在空间中整个- 个开！ 
连通区域0上是连续的.那么， f 是守 恒的肖且仅当 F 是可微函数/的梯度场 ▽/. _! 


定童2表 明：/ ^ = V /,.当且仅气对 f 区域《中任何两点4和 B 线积分的值独于 W 中 
连接4和 ii 的路径. 

定理2的证明如果尸是梯度场，那么对十 M 个可微函数/有 F = ▽/, 而定理■证明 ^ F’dr = 
/(B) -/ M ). 线积分的值不依赖于 C 而仅取决于它的端点/!和凡所以线枳分是 独立干 路径的 . f 满 
足守恒场的定义. 

另一方面，如果 f 是守恒的.我们可以在 P 上定义一个纯*函数/如下：在《中挑选一点1片 
且设置 /M ) =常数 k 然后定义 /(s) 等于 /M) +]■/■々,其中（:是从X到 B 的任意光? ft 路径.注 
意 /(B) 不依赖于 C 的选择，因为 f 是守饵 的. 在这种情况下可以证明/^ = V/.但是我们在这里省略 
这个更高深的证明. ■ 

例 2求由守恒场 

F = yzi + xtj + xyk = V(xy:) 

沿连接点 4(- 丨，3,9> 和 S ( 1 ,6, - 4) 的任意光滑曲线所作的功. 

解取 /(*， r , z ) 我们有 

{F = W 

= f(B) -f(A) (定理 1) 

= ㈣ (“ Ur ”: li =( l )(6)(-4) - (-1)(3)(9) 

=- 24 + 27 = 3 ■ 


定理 3 ( 守恒场的闭环性质）下面两个命题是等价的 
(1) 围绕/>中的每个闭环 f F-dr = 0. 

在 D 上是守恒的._ 


I 


由<1>推导 (2) 的证朗我们要证明，对于 D 中的任意两点^和 S , f . dr 在从 A 到 B 的任意 
两条路径 C , 和（: 2 上有相同的积分值.我们改变 C : 的方向构成从 S 到4的路径 - c /见 
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®1 14. 22). 把 C , 和 - Q 合成个闭环 C . 由假设， 

| F-dy - J F-dr = j F-iir + j F-dr = j F'dr = 0 

因此 ， f * dr 在 t , 和 C : 上的积分给出相 H 的值，注意，线积分的定义表明，改变沿曲线的方向 
将改变线积分的符号+ 

由 <2丨推导 （1) 的证明我们要证明 ， f . dr 在任意闭环 (:上 的积分为零. ftC 上选取两点4 
和相它们把 C 分成两段： C , 从 d 到/?,后接从 fl 返问到 X (见图 14. 23>.十足 



围〖4.22如果从 J 到有两条路径， ol 以改变 WI4.23 如果点和 fl 在一. 个环上，吋以改变其屮 
S 屮一条路径的方向构成一个环 _-段环的方向构成从到 fl 的两条路径 


下面的阁解概述定理2和定理:？的结果： 

在 D h F = V /« 在/?上 F 守恒2在0中的任何闭路径上 • dr = 0 
这里提出两个问题： 

(1) 我们怎样知道一个给定的场 f 是否守恒？ 

( 2 ) 如果■确实是守恒的，如何求势函数 /( 所以 f = V /)。 

14.3.4 求守恒场的势函数 

守恒场的检验法 如下： 


守恒场的分量检验法 

$F = . W (*, y ,： r )/ + / V (*, ： r ， z ) J ‘ + / ) ( ； l , r ,_ t )； fc 是连通的和单连通的定义域上的场，它的分量 
函数具有连续的一阶偏导数-那么， F 是守恒的，当托仅当 

SP = aiV dM = SP = dM 


证明：若 f 是守恒的，则式 (2) 成立存在这样的势函数/,使得 


因此， 


F-Mi,Nj,P k ， f x i + f r J^ k 


dy dy \ dz* dydz 

= - (连续性蕴涵混合偏导数相等） 
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式 (2) 屮其他等式的证明是类似的. I 

证明的后半部分，即证明等式 （2) 蕴涵/■■是守佾的，是7节中讨论的斯托克斯定理的 -- 
个推论，并11箱要假定 F 的定义域是单连通的. 

一5知道/?是守 悄的. 通常我们需要求 F 的势 闲数. 这就需要从方程 V /= f 或者 

U 卜过 k = Mi + Nj + Pk 

ax dy J &z 

求解 / 我们用下面的例+说明，通 过对」 个方稈 

^ = W . h h) 

i\x d : 

求枳分来完成这项丁.作. 

例3 iat 明 

F = (e'tros >■ + yz )f + (*: - i-'ttiti v)y + (+ ；)i 

是守恨场，并 H . 求它的势承数. 

解对 

M = eVos v + VI, ；v = x: - f'sin V, I 1 - .xf + i 
应用式 <2) 的检验法.并 且计算 


这些等式共同表明存在一个函数/满足 ▽/= F . 

我们通过对方程 

= e*oos y + )^, ^- = x: - c'sin r, ^- ■= x\ * z ( 3 ) 

dx ' dz 

积分求 /. ft 第一个方程中保持; > ■利 z 固定，求它对1的枳分，得到 
f(x,y,z) = e' ( ros V + xyi + y,;) 

仵其中把积分常数表示成 .V 和的闲数， W 为它的值在 .V 和 ； 改变时可能改变.然后从这个方探 
汁算6//办，并且把它同方程 （3) 中的3//扑对比.这样给出 

- e'sin >■ + II + ^ = - c'sin v 

所以扭/办 =0. 因此， g 单独是 J 的函数，并且 

f(x ， y ，£、 - e'cos y + xn + h(z) 

现在从这个方程汁算#/也，并且把它同式 （3) 中办/由的公式对比‘这样给出 


我们有 F 的无穷多个势函数，对于每个 c 值有一个函数. 
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例4证明 f=(2；c- 3 )<_-«；/+( cos r )* 不是守恒场' 

解 应坩式 （2) 中的分最检验法.并 R 盘接 求出 

% = ^ C™-) =0. $ =. 底(-:)=-， 

这两个偏导数不相等，所以 F 不祛守愷场.尤箱作进一步检验. ■ 

14. 3.5 恰当術分形式 

正如我们 ft 下--小节和以后会宥到的那样.把功积分和环流积分表不成在 14. 2节提出的•.微 
分”形式 

dr + N (I v + /• (1 ； 

纤常是很方便的.如果; M iU+/Vdy + P ( l2 塔 -- 个闲数/的全微分.上面这样的积分很容易汁裨 
对于那种悄形， 

di + /V 七.+ Z 1 (b = ^ cix + ^- dv 4 'f i\z = Wf-t\r 

= /( fl ) -/(.4) (定 J ? M ) 

于是 

j"d/ - /(«) -f(A) 

同单变憊可微函数的积分完全-样. 4 

定义任何表达式 __ __ ' 

M ( x , y , z)Ax + + P ( j , y , i)di 

是一个微分形式.一个微分形式是怡当微分形式，是指对于空间定义域 Z) 上的某个纯 ft 函数I 
/,在整个 D 上有 

Af ck + ； V dj + /* ds = d.t + ^ dj + i; = J/ 1 

Hx dy bz J ! 


请注息，如果在 £> 上財 （ k+Wdy + P d : = ( i /， 耶么 F = ,Wf + A )’+ « 是 / 在 /> 匕梯度场-反 
之，如果 F = V /， 那么财也+〜办+户心是恰丐微分形式.因此.恰当微分形式的柃验法和 f •是 
守恒场的检验法相同. 


撖分形式 M dx + iV 办 +/* 也恰当性的分*检验法 

微分形式 W 士 +W dy + /* di 在连通定义域和单连通定义域上是恰当的，当旦仅当 
§P ^ SJH dM = dP d!V = dM 

Bz' dz ~ dx" dx ^ Sy 

这同说 F^Mt-^Nj + Pk 是守恒场等价. 


例 5 


的值 . 

解 


证明 y <b+d y + 4 dz 是恰当微分，并且在从点 （l，t,l) 到 （2J, -1) 的线段 ]： 求积分 
I jdt+ardr + 4 dz 

J (I 丄 n 

令 Af = y , N = X, P -4, 并且应用微分形式恰当性检验法： 


f=° = ^ f=° = f- n 






这些等式说明 +* Hy +4 d 2 是怡'丐微分，所以对子某个 FS 数/, 

ytix + xd> + 4dz = d/ 

积分的值为 / u , 3 ,-丨）-/(], 1 ， a 
我们对方程 

^ = 也 =, t 也 =4 

dx yi dy 如 

积分求 / 达到柑差个 常数. 从第一个方程得到 

f{x^y,z) = xy + g(y,z) 


第二个方程表明 


K - X+ ^K = X 


或 


扭_ 

dy 


W 此， 广 单独是 z 的函数，而右 

f(x,y,z) = xy + h(z) 


方程 (4) 中第二个方程表明 

^=0 + ^=4 或 h(z) = 4z + C 
d2 dz 


( 4 ) 


所以， 


/(x,y\z) = xy +4i + C 


所求积分值为 


/(2 T 3 t - 1) -/(1丄1) = 2 + C - (5 + C ) = -3 


习题 14. 3 

在^翅 1 〜 6 中，哪些场是守恒的，哪些场不 
是守恒的？ 

1, F -yxi^xsj xyk, 

2. F = (y sin z)i + {x sin i)j -¥ (xy cos z)k. 

XF^yi + (x+t)j-yk. 

4. F= -ji 十从 

5. F=(z^y)i+sJ+(y + x)k, 

6 + F = ( e*cos y) i - ( e^sin y)j -+ ik. 

在习题 7- l 2 中，求场 F 的一个势函数 / 

I. F = 2xi + ^xj+4zk. 
n,F^(y+z)i + (x+z)j + {x+y)k. 

9. F =^ i 2 l ( i +^+2 xk ). 

10. f = (y siii + C* sin z)j + (xy cos z)k. 

II . F=(ln *+3 ec 3 (^ + r ))< + 

( 咖 2(1 ”) + 右卜 7^7*. 

12 - jr= r^v , ' + (r^7 + 7r^?7) >+ 


13- f 2x dx + 2ydy + 2z rl:. 

^ iO.O ,oj 
fVS.O.. 

14. f yz dx + xz d > + rb * 

J H.l.2) 

15. f 2 xy dx + ( j z - z 2 ) H> - 2\z d;. 
J (0.0.0) 


f {0 ,l Ij 

17, [ sin y cus * x At + cos y sin x i\y + dz . 

J (l,U,0i 

在习题 13 -22 中，相义的场虽然不垦定义在镲 
个空间炉上，但是它们定义在单连通区域上.并 ii 
珂以用分量检验法证明这些场是守恒的 t 对丁每 个 
场求一个 势函数 ，并且像在例5中那样求 积分- 


19 - J : 


2 cos y <tr + (上.- 2 x sin > 十 dr [ 
+ + 2 z In r d;, 

(2 x in y - ) T)di + ( ^7 - jdv - v > tb . 
丄 dx + (丄 - Jcir - 


在习题 13-17 中，证明积分中的撖分形式是 
恰当微分形式+然后求积分 * 


2^ cU + 2y dy -*• 2 j dr 

x 2 +? 
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23- 霣作例 S 求例 5 的积分 d* +* dy + 
4 山 ：求从点（I ， I . 丨 ） 到 （ 2，3, - I >的线段的参 
效方构，芹 fl 求 F W + 沿这条线段的 

线积分 ■ fll 于 f 晃守饱场，积分是独立予路 
拉的. 

M. 沿连接点 （0,0, ( 1)和(0,3, 4 )的线段 t 求积分 

j ^lix + yz dy + ( y 7 /2 ) tk 

路径的 独立性在4勘25和26中，证明积分 
的值 不依赖 T' 从点 .4 到 fl 所取的路径. 

15. J i ! til: + 2 j-Hr + 2xz dz. 

26. f x tix + * li ? 

在七越 27 和 2a 中，求 f 的 -- 个势函数. 

27. F = 

),1 y>Q\^ 

2S* F= (e l ln v)( + ( ^ + am s^j 4 {y cos j)*. 

29 . 沿不间路的功求由 f = +#+(/+*)> + 
^ 在从点 （I .0,0)到（ 1，(M ) 的 K 列路径上作 
的功： 

(aj 线段 ^ = 1, r = 0, 0 矣：矣 h 
(bj 嫌旋线 r(z) = (oua 0* + (sin t)j + ( i / 2 - n ) k , 

<> 名 i 莓 2 tt ; 

(c) 从点 （l T 0 T 0) 到 ^(KO) 的 r 轴眼随从点 
(0,0,0)到（|，0,])的抛物线 1 = /, r .o. 

30. 沿不同路径作的功求由 f = fr " i + (； ae^cos W + 
( e 〆 1 + sin ) )A 在从点 （1，0，1) 到 （】 j /2,0) 的 
下列路社上作 的功： 

(a} 线段丨=1 ， y = Ttt /2 , i = 1 ^ 0 在（在 1; 

(b| 从点 （] ，0,1) 到原点的线段 t 跟随从原点到 
( Utt /^0) 的线段； 

(0从点（1,0, ] )到（1,0.0)的线段，踉随从点 
◦ /，(^到原点的:^轴，再踉随从那里到（1， 
价^川的抛物线”似 2 /^, Z=(K 

31. 用两种方法求功积分 = C 是吁 
平面内从点 （-1,1) 到 （M) 的路径，由从点 
(-U) 到 (0,0) 的线段跟随从点 (0,0) 到 （1,1) 的 
线段组成.用 F 面两种方法求功积分 dr : 

(a) 求组成 C 的线段的参数表示并且求< 积分； 

14.4 平面内的格林定理 


<b) 用 /<^) =r y 作为 F 的势确数. 

32. 沿不同路径的积分沿 v f. 面内的卜 列路抒 C 
求积分 J" cos y 6x - y tIv ： 

(<0 从点 （10)) 到 (0，1) 的抛物线 >={.v- I) ? ； 

{bl 从点 （-1,7T) 到 （1,0) 的线段； 

(c) 从点 （ -【,0)到（].0)的*袖. 

(d) 吊状线 r ⑴=< ros'Oi + (sin J 0y, 0^f^27T h 
依反时针方向从点 （），0)N 到 （ I ,0). 

33. (a) 怡当微分形式如果微分形式 

( f ? r Z + 2 czx)^x + r(At + €Z ) rlv 
+ (ay 2 + CX 2 )dr 

是恰 1 与微分形式，常敎 0 .fr.r 有何关系？ 

(b) 掸度场场 

F = ( )■】+ 2czx)i + > ( bx + cz)j 
+ {y + )* 

在 6 和 r 取什么值时为梯 度场？ 

34_线积分的梯度假定 F = V/ 是守饵向鼉场， 
并 a 

证明 

35. 作最小功的路径要求你求-条路径，使力场 
F 沿路径在两点之间移动质点所作的功为最小. 
你的任务是快速计*证明 f ■是守恒场.你应如 
何冋答？提出答案的理由. 

36. 揭示性试»你通过试验发现力场 f 沿路径 q 
从.4到 B 移动物体所作的功.仅为沿路行 q 从 
X到移动物体所作功的.半 .对丁 F 町以得 
出什么结论？提出答案的理由. 

37. 由恒力怍的功证明：由恒力 + f Jt 沿托 
何路径从4到 S 移动质点作的功为 W^F-m 

38 . 重力场 

(«) 求重力场 

F ^-CmM (乂； O (C.m.:W 为常数 > 

的一个势函数. 

(b) 令 /■, 和 P, 是距离原点3,和巧的点.证 明：由 
( a ) 中的重力场从 A 移动质点到 匕作的 
功为 



如果/^是守恒场，那么我们知道对于一个可微函数/有 / r = ▽/, 并且可以在连接点, 4 和 S 的任 
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意路径上按 _[ F - dr = f ( B ) - f ( A ) 1卜算功积分.在这-节，我们利 i 一种积分方法 U 不是守树场 
ll.f 川干汁算平 SI 内的闭曲线 r 上的功积分或荇通憊枳分，这个方法以格林定理著称.使我们能够 
把线积分转换成在由 C 包闱的区域上的 __-tm 分. 

W 沦以流体流动的速度场展开.因为这种场荇易观察.们是，格林定理适用于仟何向*场，㈣ 
对场的任何特定解释无 Jt. 只耍定理的假设得到满足 - 


14. 4. 1 散度 

对 f 格林定理，我们需要用到两种新概念.第...种概念足向最场在一点的散度，物理学家和 
程师们杳时把它称为向 S 场的通量密度.我们从下述途径获得这个概念 ■ 

( Sii £ F(x,y) = Af (*, y)f + / V (*, yX / 是流体在平-面内流动 u , v + 4 y ) 

的速度场，其中 W 和/ V 的一阶偏导数在区域況内的毎个点是连 J - 

续的.令是 K 内的―点,/!是一个顶点 ftU . r ) 的小矩形 ， A J 
.4 及其内部整个位 _ f / i 内（见图 14. 24). 矩形的边平行于坐标 'j 
轴，长度为 if 和 Ay . 流体穿过底边流出矩形的速率近似等于 
F(x,y) - ( -j)^x = - jV(x,y)An 
这是在的速度在向外法线方向的纯童分量乘线段的长度 - 
例如,如果速度以米每秒为单位，流体流出的速率将以米每秒乘 
米为单位，或者以平方米每秒为单位.流体在其他 <边的向外法 
线方向穿过各边的速韦可用同样方法估计.总之，我们有 


U T >) 厶： U ， Ax . y ) 

m 14, 24 定义向霣场在点> 
的散度（通置密度）的 
矩表 


流出速率 顶边: 

底边 

右边 

左边 


F { x,y + Ay ) *jAx = N ( x,y + Ay ) Ax 
尸 (M) .(_))&= - ^ r Cx f y)Ax 
F{x + Ax ^ y ) - I'iy = Af (* + Ajc ， r ) Ar 
F ( x , y )^(- i)^y = - M ( x , y)Ay 


综合两对相对边的速率给出 

顶边和 底边： + Aj ') - ! V { x , y ))^ = Ar )4* 


右边和左边： （WU +A*, y ) - M ( X , y))Ay = (g Ax)ir 


把上面这两个近似公式相加.得到 

穿过矩形边界的通貴 =■ (^ + ^)a*Ar 
现在用 A*Ar 相除来估计矩形的每单位面积总通童或者矩形的通置 密度： 


穿过矩形边界的通量 
矩形面积 


\ ax dyf 


最后，令和 Ay 趋近零定义 F 在点 u,y) 的通量密度.在数学中我们把通童密度称为 f 的散 
度-敢度用符号 divF 表示，读作' *F 的散度”或者 “dlvf”. 


定义 


向童场 F 1 = M + /vy 在点 U ,：>•) 的散度为 


div F 


^ + ar 


CD 


在直观上，如果一种气体在点 U u .r s ) 嘭胀，流线将在那里发散（因此得名 K 并且由〒气体 
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将流出闱绕（％，：)0的小矩形， f 在的散度将取 正值. 如果气体收缩 [ fif 非膨胀.散度将取 
负值（见图 14.25). 





气体在点 



m 14.25 如果气体在点（々,&)膨胀*流线 a 必士:值散 度； 如果气体收缩，散度取负值 

例 1 求 F ( x t y ) =( x 2 ~ y)i + (衧 -/)y 的散度. 

解 利用公式（〗>: 






2 x ^ x - 2 y = - 2 y 


14.4.2 绕轴 旋转： 旋度的分置 

对于格林定理，我们需要涉及的第二个概念是加何度社叶片轮在平面区域内流体流动中_ _ 
点的旋转.这个概念对于流体在不同点如何环绕 ㈣ 区域垂直的轴流动给出某些观念.物理学家 
有时把这个 ㈣ 为向童场 f 在-点的环;£密度.訂得到它， u.'n At U + A …加 
我们回到速度场 '* --- 


f (: t,y) = M(x,y)i + !\'(x,y)j 

和矩形 A 把这个矩形重新画在图 14.26 中. 

F 围绕4的边界依反时针方向的环流是流体速率沿这四 
条边的和.对于底边，流体速率近似等于 

FU，jO - <Aj = M(x,y)^x 

这是速度向童在切向童 f 的方向上的纯敏分董同线段 
长度的乘积-流体沿其他边依反时针方向的速平.用间样的方 
式表示.总之，我们有 




+ A . T , > ) 


阁 14.26 定义向童场在点 
U , r ) 的旋度（环 
流密度）的矩形 


顶边：+ Ay) . ( - I ) Ar = - M{x ,y + Ay) Ax 
底边： F ( x t) ) *iAx = M ( x tJ )Ax 
右边： F(x + Ax ,j) *jAy = /V(jt + Ax^y) Sy 
左边： F(x,y) -( -j)Ay = - N(x ， y)^y 
对于两个对边的速率求和，得到 


顶边和 底边： - { M { x^y + Ay ) - wu.)) )Ai « - AjJAx 

右边和 左边： （/V(：c + ir，j ) - Mx t y ) )Aj ^ Axjij 

把最后这两个近似等式相加，再用 At 相除，给出对干矩形的环流密度的估计： 

围绕矩形的环流 d 逆 
矩形面积 ^ dx ~^ 

令和 Ay 趋近零，确定 F 在点 U. T ) 的坏浼密度 f 





776 


第幸 


平面环流密度的正方向.是当在町平面上从（垂直的）单位向量*的顼端朝下苻时.围绕垂 
逬轴旋转的反时针方向（见阉 14.27). 环流值实阽 .[： 是我们将 ft 14.7 节定义的更一般环流向* 
场的 Jfc 分世，这种场称为向 M 场 F 的旋度.对于格林定理而 A ， 我们所箱要的仅仅是这个*分 
缓， f 的旋度用符表示， 

插 ft 轴 抽 




阳 14. 27在+吋压缩流体在平面区域的流动中.旋度的 A 分最度量流体在 
-点的旋转的速率；在反时针方向旋转的点匕旋度的身分致为止 
值，在顺时针方向旋转的点卜_旋度的 A 分量为负值 


定义向貴场 + 在点的旋度（钚流密度）的&分量是纯童 ! 

(ourlF)-* = ⑺： 

dx dy 


如果—片薄水足环绕: t ). 平面内一个区域流动，在水中的点放置一个小叶汁轮，使其 
轴垂直于; tr 平面并且同 * 平行，那么水在点 （*<),?■<>) 的环流或者旋度的 fc 分量1给出测定小叶片 
轮以多快速度旋转和在什么方闷上旋转的一种方法. 

例2求向童场 

F(x,y) = (^ - y)i + (xy - y ： }j 

的旋度的 fc 分量. 

解利用公式 （2): 

( urlf ).* ~ ty ixl - y) = ? + 1 " 

14. 4.3 格林定理的两种形式 

格林定理的一种形式表明，在适当的条件下.向量场穿过平面内簡单闭曲线（见图 I 4 . 28 )的 
向外通量，等千向量场的散度在曲线所包围区域上的二重积分，请回忆节中式（ 2 )和 
式 （3) 的通量公式. 

O C^) Co 

简申曲线 简单曲线 #简单曲饯 

图 14.28 在证明格林定理时我们区分两种闭曲线，-种是不自交叉的简单闭 
曲线（例如圆 >,另一种是非简单闭曲线（例如8字形曲线） 
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定理4 (格林定理的通量-散度形式或法向形式）令 C 是•平面内包闱 K 域 rt 的分段 1 
光滑的简单闭曲线‘令 F = A « + /\/是 M 和 A 1 作包含 ft 的幵 K 域内具介连续一阶偏导数的向嫩 1 
场.那么 F 穿过 C 的 A 外通歎等于,1卜 f 在由 C 包闱的 K 域《上的一.®积分： ， 

| f • n lit = - /V(k = |(^p + I") dj Ay <3) 1 

_ 向外通置 散度积分 i 

- - -- - -- * __, 

格林定埋的另外一种形式表明，向 M 场围绕简单闭曲线依反时针方向的环流， 是向 撤场的 
旋度的 fc 分馕在由曲线包_的 K 域上的二敢积分.请回忆 I 4 . 2节中定义环流的公式 （2). 

定理 S {格林 定理的环流-旋度形式或切向形式 } 令 C 是在町平面内包围区域的分0 
光滑的简单闭 曲线. 令 F = Mi ’+ W 是《和在包含 / f 的幵区 域内具有连续一阶偏导数的向續 1 
场.那么 F 环绕 C 依反时针方向的环流等于 （ cur l F ) . Jt 在 fl 上的二重 积分： 

^ F - rd , = + /Vdj = (4) 

反时针方向的环流 旋度积分 


格林定理的这两种形式是等价的.把公式 （3) 应用十向童场 G , =.Vi - 咐. 推出公式 (4); 把公 
式( 4 )应用于向童场 G ; = -M + 叫，推出公式<3). 

例3对于向 M 场 

F { x , y ) = (x - y)i + xj 

和以单位圆 

c ’： r ( t ) = (coa t)i + (sin t ) j 7 0 莓（矣 2 ir 

为界的区域 /?, 证实格林定理的两种形式. 

解我们有 

Af = cos * 一 sin ( ， cLv = d ( cos i ) = - sin t df 
/V : cos f , dy = d(sin 0 = cos t d / 

f - x , ^=-1, ^=1. ^ = 0 

相 办 y dx dy 

公式 (3 > 的两端为 

I Af dy - iV d * = (cos ( - sin () (cos ( d () - ( cos 0 ( - sin J d () = ^ coe ^ d ( = ir 

署(管 + 尝)心 I。 +0>dxd f ^ | d * = 单位因内部的面积 =tt 

公式 (4) 的两端为 " ' 

^ M dx + /V dy = ( Ceos ( - sin t )( - sin ( d () + (cos () (cos f d () = ^ ( - sin f cos t + l)dJ = 

J ( 普 - 普） dj ： dj = J[( I - ( - 1 ) )(Lt dj = 2 J di dy = 2 tt ■ 

14.4.4 利用格林定理求线积分 凡 敦 

如果通过用首尾连接若 T 不同曲线段的方法构造闭曲线 C , 那么求（:上的线积分的过程可能 
是冗长的， 因 为需要 " i 十算许多不 N 1 的积分.但是，如果曲线 c 限定一个适用格林定理的区域/?， 
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邶么我们可以利用格林定理把环绕 c 的线枳分变换成在上的二重 积分. 

例4求积分 

^ xy dy - /d* 

戌中 C 足由 a 线 s = l 和 y = l 从第一象限切割的正方形的边界■‘ 

解我们可以用格林定理两种形式的每一种把线积分变换成正方形上的一歎积分‘ 

(1) 用法向形式公式 （3) :取 /M=*r，/V = r ，并且以 C 和 ft 作为正方形的边界和内部 KM. 

给出 , , 

=|(r + 2 r ) d,dr = (|)r ^ = ([ 3 ^ C d? = t 3y = T J； ]„ = T 

(2) 用切向形式公式 （4) : 取和 < V=W , 给出 N 样的 结果： 

十 _ /tU + = |fcy - ( - 2y) )dj：d’ = ■ 

例 5 计箅场 F(*,;r) =*i+yj 穿过以直线; ±1 和: T= ±1 为界的正方形的向外通童 ■ 

解用线积分计算这个 通量* 要求四个积分，对于正方形的每条边求一个枳分.用格林定 
理，可以把线积分变换成一个一.重积分.取」 W= 3 ，iV=y 3 , 以正方形的边界为 C. 正方形 的内部 
为我们有 

通童 = f F-i» 山 =^ M dy - iV da: 

= a^iy ( 格林定理） 

=j J ( 1 + 2 y ) (li dy = I [* + 2 xj J dy = J^( 2 + 4^)dy = ^2v + 2y. j , = 4 ■ 

14.4,5 对特殊区域的格林定理的证明 

令 C 是巧平面内光滑的简单闭曲线，它具有这样的特性，平行于坐标轴的直线同曲线的交 
点不超出两点.令 K 是由 C 包围的区域并且假定 W 和它们的一阶偏导数在包含 C 和 K 的某 
个 开区域 的每个点是连续的‘我们需要证明格林定理的环流-旋度形式： 

Jtf tk + jV dj - = Jf ( ^ _ ( 5 ) 

图 14. 29 显示曲线 C 由两段有向曲线 组成： 

C, ： y - fi(x) ^ o ^ * S A . C 2 - y = /； (i) , b ^ x ^ a 

对于 n 和之间的 任何; c , 可以求 3好/办 对于 / 从 _ r =/, (*)到7 =/:(*) 的积分，并百■得到 

]' = M (*./ 2 t *)) - «(*,/,(*)) 

于是可以求这个表达式对 * 从 a 到纟的 积分： 

^^ y dx = -«( i ,/,(*))]<!* =- - fM ( x ， Mx))ax 

=-j flf dt - J W di = - 4 W (Lr 


因此 


十对如 n 卜 办 


(6) 



向 t 场中的积分 
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公式 (6) 给出我们需要的公式 (5) 的一半结果.通过首先求^/把对*的积分，然后对 y 的积分， 
如图 14.30 暗示，推出另外一半结果.这显示阐 14. 29的曲线 C 分解 成了两 段有向曲线，一段足 
C； : x = gl { y ), d ^ y ^ c , 另外一段是 C; : I=g; ( r ), c ^ y ^ d . 这个一 .® 积分的结果逛 



m 14. 29边界曲线 C 由和 C , 组成， 14. 30边界■曲线（：由曲线 C ', 和组 

t ’, 是 r = y ; (*) 的 阁形， C 2 是 成， C ' ■是 x = iT ,( y ) 的图肜， 

7=乂“）的图形 的用形 

对公式 (6) 和 （7) 求和，给出公式 （5). 证明完毕. ■ 

格林定理对于更为一般的 区域也 成立，像图I 4 . 31 和图 14 32所示的区域，不过我们在这¥ 对 
这个结果不予证明.请注意，图 14-32 中的区域不是单连通的. K 域边界上的曲线是有方向的.当 
按图中所示方向遍历曲线时，区域 fl 始终处于左侧. 采 用这个约定，格林定理对于非单连通区域成立. 



图 14. 31格林定理适用的其他区域 m 14. 33格林定理通过沿所示边界的 

积分可以用于环形区域 

虽然我们是在呼平面内提出格林定理，但是这个定理适用于空间中包含在一个平面内以曲 
线 C 为界的任何区域 fl. 在14,7节将会看到.格林定理这种更一般的形式如何表示在 K 域/ (上 
的二重积分. 

习题14, 4 

在习题1 -4 中，通过求公式 （3) 和 （4) 两端对于 3 .f = 2«-3 W -. 4. F = -^yi + xy % 

场 F = M + ( Vj ‘的积分，证实格林定理的结论.在每一 在习题5 ~10中.利用格林定理对于场尸和曲 

种情形，取圓盘 / i : ^ +y 和它的边界困 C : r (!) = 线 C 求依反时针方向的环流和向外通置. 

(u cos，)i + (a sin f)y, 0 汾在 2 tt 作为积分区域 ■ S . F = (x -y )i + Cy - 

1* F = - yi -> rxj . 2, F = yi . C : 以 ； t = ◦， ；t = 1 ， y = Q . j 二 1 为界的正方形 [ 
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6* F = (x 2 +4y)i + ( j ； + / )7； 

C ； 以 ; d, t= 0> r = 1 为界 的正方形 - 

7 . F = ( / - V)i + U 2 +r )Ji 

r ； lu ? = 0 . p 3, r : 角肜 ■ 

8. F^ix + y ) i -( r ; + y ] )>; 

C: 以厂 t), * = 】， ： m 为界的 ：角形 ■ 

9. F = ( x ^ 十(文 +〆*:，《 y ) j \ 

C t 双纽线 / = t( 〜 加的心坏. 

tO.F=(tan +ln {x 3 +y 1 )ji 

C ： 由极半韧不等式 1 忘 r 笔2, 0 矣定义的 
K 域的边界『 

11. 对于第一象限内由曲线和 r = x 包闱的 K 
域，求场叫 i+/j 围绕区域边界和边界I依 
反时针力向的环流和向外通# ■ 

12. 对于第-象限内由直线 fir/2 和 m/2 切剂 

的正方肜 K 域，求场 F=( + 

围绕区域边界和边界 [-依 反时针方向的坏流和 
向外通童 

13. 求场 

f =卜 - y ^ j ) ， + ( e 、 |an_ W 

穿过心脏线 r = rt(l +⑶ b fl ) • a >0的向外通 it 

14. 求场 

F = (” 〆 ln _ r )“ UYy )> 

围绕上方以曲线1 = 3 为界和下方以曲线 

7 = / + 1为界的区域边界依反时针方向的环流 ■ 
在4题15和16中，求由力 f 移动质点依反时 
针方向环绕给定的曲线一周所作的功> 

15. F^x^i+Ax^ji 

C : 第一象限内由*轴和直线 i = l 以及曲线7 = 
V包围的“三角形”区域的边界- 

16. F^(4x-2y)i-^{2x-4y)ji 
C ： m(x-2) 2 +(y-2) 2 ^4. 

在习题17 - 20中，应用格林定理求积分 ■ 

17. + x 2 i]y ) ； 

c： 以; t = o〆 + y = 1= o 为界的三角形 ■ 

IS. ^(3r tk + 2i dr)； 

C； Q ^ r ^ ain ^ 的边界 ■ 

19 . 子 ( 6 y + x) 6 x + {.y + 2 i)d/ ; 

C , m ( x -2) 2 + (r-3) 2 = 4. 

10. i ^{2 x + y 1 )^ + (2 xy + 3j^v； 

C： xy 平面内格林定理成立的任何简单闭曲线- 
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用格林定理计 算面积 如果町平面内的简申 
闭曲线 C 种它阑住的区 faft / f 满址格林定理的 假设. 
那么 k 的面枳 m 

I 栴秣定理面积公式 

I k 的面积= 4 十一 -.>. 心 

L — — -— — — ■ -- 1 

给出.助 WfKT . 由公式 （3) 反推 ， 徘到 

K 的 iftifi ! = |dj J * = J(y + f) t,v ,Ll 

* K 

- ^y- x dy ^ 

在七题 21 ~24中，用 L 而给■十,的格林 七理面 
fM 公式求 Ell 曲线包阐区域的尚机 

21. [R|r(f) - (« ()1 + (fi sin t)j y O^f^2-n. 

22. ffilffl r( 0 = (ci ros f )i + ( 6 sin t)j t 0sS/^2tt + 

23. 星状线 r<r) = (+ ( ^in ? 0j > 

24 - 曲线厂 ⑴ =A 十 （ {(V3) -Oji d ] (参 

见附图）. 



25* 令 C 是一个区域的边界，格林定理在「< 域七成 
立.利 m 格林定理求 积分： 

[a) +系（.>)办. 

( b ) ^ itr dx + hx d y (々和 A 为常数） 

26. 只依雜于面积的积分证明：围绕任何正方形 
的积分 

jp jfy 5 di + {x 2 } + 2j)dr 

只依糗干正方形的面积而 同它在 V 平面内的位 
罝无先 

27. X 千积分 



向量场中的枳分 


7 S 1 


&紐 么 特殊性 "捉 出芥案的那山. 
28. 又丁枳分 


斤作什么特殊忡？抝出芥案的珂 f 1 1 , 

^9- 把面积作为线积分 i « h 打向内以 
分段光 滑的苘中闭曲线 C 为哗的 K 域 ，则 


30* 把定积分作为线积分 假定仆负 闲数 _v=/U) 
办区间 有迮续的阶偏# 数. 今 C 是V 
平此内 K 方以 z 轴为界、 [■_ 方以/的 m 形为界和 
两侧以 lY 线 t = " 和= &为界的 K 域+ hH 明 


31- 面积与形心设/?是 v 平而内以分段光滑的简 
中闭曲线 C 为界的区域，今」彳娃/?的面积 ， i 
是 ft 的形心的 J 坐标.证明 

= ~^ X y cLt = y jx:d' - xy Ax ^ Ax 

32 ■惯性矩 令匕是 J 题 3 ] 中的区域对 v 轴的惯性 
矩 . iiE 明 


^ i J rly = - <U = 士十 J 


格林定理与拉普拉斯方程假设闲数/(*，_> )存 
在全部所需的导数并且足连续的 . if 明：若 / 
满足拉普拉斯方程 

dx By 2 

则对于格林定埋适用的所有闭曲线 C 有 

樣〜£办=。 

(逆命 M 也成* ■.: 竚这个线积分忸为零，则/满 
足拉普拉斯方程 . ） 

34. 达 到鼉大 值的功在砂平面内取向为反时针方 
向的所有光滑的简单闭曲线中求…条曲线，使 
其由 


沿曲线所作的功达到最大值. 

(提示 ： （furl f )+* 在何处为出值？） 

35- 带多 个空洞的区域格林 定理对 于带有 限个空 
洞的 K 域 / f 成立，只要边界曲线是光滑的简单 
闭_线，并且沿每段边界积分时保持 KS 枳分 
路径的左边（参见附图）. 



( a )^/ u , r ) - In t + , ; ) , c y - mx - + v ' = 
求通坻积分 



< bl 今 A ' ^xy 平面内不通过 <0.0) 的任何光滑 
的简笮闭曲线.应用格钵定理证明 
卜 ."dj 

U 釘两个 oj ■能的值，取决 T ( o . o ) 是 ft : K 的 
内部还是在 K 的外部. 

3*- 本迪克松准则流体在平谢流 动的龙 线是流 
体个别质点经过的光 m 曲线.流动的速度场 
向 ftf = . WU. r )i + , V ( I ,_ v > y _ 是流线的切向 
ft . ilHW : 若流动出现在单连通 K 域（没行 
制或缺失点的 K 域）《内.并 R 在整个 R 卜. 
■ W .+'/ O , ft 内没有闭介的流线.换 

句话说.流体的质点在 K 内 6 会心闭合轨 
线.判別不存4闭介轨线的准则: tf , +兄 >0 
称为本 迪克松准则. 

37. ii * 公式（ 7 ),最终完成对于特殊 K 域的格林 
定理的 ii 明. 

38. 守恒场的旋 度分置 关于守愤的二维向 # 场的旋 
度分最， nf 以得： | i 什么 结进？ 捤出答案的理由. 

计算 杻探究 

在题39-«中，用一忡 CAS ( i 卜算机代数 
系统）和格林定理.求场 f •依反时针方向闱绕简甲. 
闭曲线 C 的环流.执行 CAS 的下列榛作步驟： 

| a | 绘制; t _ v 平面内 C 的围彤； 

(«>> 确定格林定理旋度形式的被积函数 

\ ^ ^ / 

U1 从 u ) 中的 m 形确定（二重积分的）积分限. 
并求环流的旋度积分. 

39. F = (2 x -y)； + ( x+ iy)j. c ： dill ^4 4^ =4. 

40. F = (2 r ' C , 椭岡香 + 专 =| . 

4 L F = x 't> T i + (c\n x + 2x)j； 

C : 位于 > = 】 +/ 下方和 )= 2 上万的区域的边界 i 
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42. r = +4^1 n yji 

(：■ 以 （0.0), (2 1 0>和（0,4)为顶点的_':角形. 

14.5 曲面与面积 


我们 l ! 约用 s 种不同的方式定义 J " f - ifti 内的 曲线： 

(1|敁式形式 .v =/(-0 

( m 隐式形式 f ' U ,. v )=0 

( IH ) 参数向鏺形式 r ( t ) =/(()< * g { t ) j . 

对十空问中的曲面我们有类似的 定义； 

(1) W . 式形式 ^ -/^. v ) 

( H > 隐忒 形式 Hx , y , z ) =0 

( till 也有一种参数形式.以两个变童的向*函数给出曲面上一点的位置.在这一节我们 i'f 
论这种新的定义形式，并用应用这种形式获得 作为一 歌积分的曲面面枳. 


14.5.1 曲面的参数表示 

令 

r ( u , v ) = j \ u , v)i + g ( u , v)j + b ( u , i：)k ( 1 > 

是定义在 w ， 平面内一 个区域 尺上的连续向量函数，片-且 
在 fl 的内部上是一对一的 （ 觅阐 14. 33), 我们称 r 的谊域 
是由/■定义的或者描绘的曲面&方程 （1) 和和定义域 fi 
一起构成曲面的参数表示.变董 u 和 t 是参数. K 是参数 
定义域-为简化讨论，取 K 为用不等式 
定义的矩形.要求 r 在 fl 的内部上是一对一的，保证 S 不 
交叉.请注意，方程 （1) 是问三个参数方程 

I = /(it,u) , y = , z = ft(u，t;) 

等价的向量方程. 

例1求圆锥面 

I = 0赛 j 吝 1 

的参数表示. 

解本例用柱面坐标提供参数表示.在圆锥面上，典 
型点 （* ，: TP ) (见图 14 . ^ 4 )的坐标为 * = r cos = r sin fl , j 

= v /^ T 7"= r , 其中 0 赛 fSl , 0= S 9 赛 2 tt . 在方程 （ l ) 中 
取1^=^, 给出参数表示 

r ( r , e ) = ( r fOS e)i + ( r sin 0 )j + rk , 

0 « r « 1 , 0 ^ 0 ^ 2 -tt 


- 常数 


;_；!_ 常 K 

(»>.») 


^ 参数衣 Y: 



ra 14.33 曲面的# 数彤式 把曲面 
S 表示成定义在区域 If 上 
的二元向量函数 


这个参数表示在定义域及内部上是一对一的，不过在 ft 的边界上不是如此 • ■ 

例2求球面/+/+? = a 2 的参数表示. 

解球面坐标提供我们所需要的表示.在球面上典型点 （*， y , 2 )(见图 35) 的坐标为* = 
a sin 4> rtw 8, y = a sin sin 0, z — a cos ( f >, 其中 0 名 (fi 甚 tt , 0 备 6 笔 2n. 在方程 O ) 中取 “ = 

，.，= e 给出参数表疋 

r(tfi,e) - (a sin oos 0)i + (a sin <j> sin 0)j + (a cos <(>)*, 

OScff ^ TT , 0 ^ 0 ^ 2 -n ■ 




[冬 1 14. 34例！屮的 |州悱向 W 以吲扑向 PH H .35 例12屮的球曲 _ 〖 f 以川 球向 

肀标给出参数 U ^ 怀给十,％数灰+ 


例3求阑 t j ; 向 

,r 2 + { v - 3) 2 = 9 t Q ^ z ^5 

的鲁数 

解作夸!:向染缸屮.点 U , r ,：0 的唯标 %} x ^ 19, > = r sir . H , z = : 
( r -3 ”=y l .的点（见阁 14.36) T 其 // 稈和 - T > 平面内扑 ^ ；H：Jff ,. 

时侦 部的极//稃相|"’]: i ' 

.r 十 （ V 2 - 6 _ r + y ) 二 9 

r 2 - 6r sin 6=0 { x 1 + v 1 =「：.>= r ^n 0) 

或 

r = 6 sin 9, 0 莓&在 tt 

W 此，柱面 l . 典咁点的坐标为 

a = r ros S - ti Htii H ros 0=3 sin 20 
y = r win 6 = fi sin : ^ 


对 T 肫 H : 血 r 


汴方程 （ I ) 中取给出参数忐示 

r{6.z) = (3 sin 29) i + (6 sin : ^)y + zk t 
0 名卩 <TT. 0 ^ z ^ 5 
14 5.2 曲面面积 

我 fN 的 n 标足求计算苺 T 1 参数丧示 


W4 


阁 11 36例 n 中的尚 m : 面可以川 扦而 
乎:标给出参数表木 


r(ii,j ) = /( tt,v)i + g(n,v)j + h{ u y v)k, a it ^ h, e ^ t ^ d 
的曲 tfns 的面枳的 二® 积分.为厂我们打算实现的构造，要求 S 足光滑的1光附性的记义涉及 r 
对~和 r 的偏 导数： 

r : H + &j + & k 
u fiu du du du 


逆 = ^ ; + ^ ; + ^ 

: U' JL. f ^ ^ 


定义在曲面的参数表 / 下 

r{u,v) = /{ u,r)i + g{tt,v)j + k{ u.i^k 

中，如果偏导数 r „ 和&是连续的 T 并 旦在参 数定义域内部上不会为零向 M , 那么曲面是光 滑的. 





光滑性定义中 C xr, 不会为零向董的条件，意味着 r_ 和。是非零向童，并且这两个向童不 
会在同一条直线上，所以它们总是决定一个同曲面相切的平面.我们在定义域的边界上放宽这 
个条件，但是这样并不影响面积的计算- 

现在考虑中的一个小的矩形加-,它的边在直线！* =« 0 , u=“ 0 + A“，t- = i» 0 , «=%+△«上 
(见图 14.37). 的每条边映射到曲面 S 上的一段曲线，而这四段曲线共同限定一个 •■曲 面面 

积元” Atr„. 按照图中的记号，边《 = 4映射到曲线段 C,, 边 u = 映射到 C 2 , 它们的公共顶点 
(〜^^映射到/%. 



图 14.37 uv 平面内矩形面积元 AA „ 映射到 S 上的曲面面积元 

图 14. 38显示厶0"„放大后的图形，向纛 I'.U。，％) 在 P D 同 C, 相切.同样， r.Uo.h) 在匕同 
C : 相切.向童积在/>„同曲面正交.（这里开始用到 S 是光滑曲面的假设.我们必须保证 
r u x !■〆(). ） 一 

下面用切平面上以向童 Au r, 和 Aoc 为边的平行四边形通近曲面面积元 Ac •(见围 14.39). 
这个平行四边形的面积为 

| Au r u x At； !•„ [ = Ir. x I-, Au 加 V 2 ) 

uv 平面内由矩形区域构成的区域尺的一个划分，导致曲面 S 上由曲面面积元构成的一 
个划分.我们用公式(2> 中的平行四边形的面积通近每个曲面面积元的面枳，并且把这些面 
积加在一起获得 S 面枳的 通近： 

^ | r. x rJ Au Au (3) 



田 14.38 曲面面积元放大后的图形 B 14- 39由向置 iu r •和加 r •决定的平行 

四边形通近曲面面积元 t^r m 
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与 Aii 和加独立地趋近零时，面积元的数門^趋近 ® T 血乂和 r t 的违续性保证式 （3) 屮的和趋 
近：虽积分 


在区域 W 上的这个 '.电积分定义曲 lirf . S 的面积. 

定义光滑曲面 

r(uj/) = f{u^v)i + g( a, v)j + hi u ,j)k t ti ^ u ^ b w c ( v ^ d 

的面积为 




用曲面面积微分 dcr 代转 | r u xr 」 d U di S 坷以简化公式 (4) 中的积分.曲面面积微分类似 
于 It. 3节中的弧长微分 d ? . 


参数化曲面的面积微分 


dcr = I r x /■ I du d *' 


曲面面积的微分公式） 


例 4 求例1中的圆锥面的曲面面积（见图】 4+34). 

解在例1中，我们求出了岡锥面的参数表示 

r{ r t 9) = (r c；ns 0)i + (r mul ff)j + rk . 0 ^ r ^ 1 * 0^6^ 

为了应用公式 (4)， 首先求 rx %: 


$)j + (r cos 2 沒 + r sin 2 0)i 


T B + r 2 ^\n z 8 + r' = - v'2 r 


=f f I r T x I dr d& (公式 (4) 取 w = 厂 . ！，， 

= f o I 心 dtf = / dtf = (2^) = ttVT 平方单位 


例 S 求半径为*!的球面的面积 + 

解利用例2中的参数 表示： 

= (a sin 办 cos tf)i + ( a sin 由 sin 0)j + {o cos 4>)k, 
0 耷步笑 u ， 0 ^ ^ 2tt 

对于 qxq ， 我们得到 


h (j) cos 0 a cos <j> din 6 - a sin (f), 
iin sin S a sin <l> ms 0 0 | 

2 tf> cos 0)i + ( a 2 sirT(f) sin 0)j + (rt%in <o^ <i>)k 





= 


2n't\0 - 4nn ! 平力 H) 


这个坫果同我们熟知的球尚尚枳公式相符. 

14 . 5.3 隱 式曲面 

曲而泠常丧水成闲数的 W 曲而粜☆.山 

F ( W ) = <■ 

这样的力-桿描述. K 中 f 圮某个常数.这柞的 WHt ! 面不川 W jt 的昝数 
这种隐式曲面，例如忭电场或荇茁乃场中以等势 ffu 的 形式出 
观，阁1 4. 40 ». 示■块这样的曲 W . 对 r _ 这种曲 tft [，可能很 
难求出函数 /.«,/! 的 W 式公式.借以把 Itttlfl (表 <成 
r( ii,u) = f(u,v)i + n{u,!：)j + ii ,r )* 

的形式.现在我们说明如何汁算 隐式曲 尚的 UU 枳傚分 <匕. ' 

阌1 4. 40 W 水•块&式曲面 S ， 它位丁-它 卜而的 f [fn ‘‘彩 
子 _’ K 域之上.曲面 由 / r 稈 fu . l ；：) 定义 ，血 P 娃 h _ l 平 M 

面 K 域 ff 止.交的单位向 hb 找们假定曲 tfiifi 光滑的（厂 M 叫微 J^k 

的 . vf 4: . S 【:不为零# HM 賴的 ） ， M 时 Vf ，㈣ ， 所以 
曲面不会 1*1 折叠. 

假设法向 W P 是单位向 W ft - 所以 M 14. 40屮的 K 域/ ( R 
于灯平 面内.依据假设，这时在 -S l-.^Vf . p = Vf ■ i = 

F ^ O . 高等微积分有个称为隐喊数定理的定理，指 Hi 这忡 m 14.40 
惝况 F S 是笫个可微闲数 Z = A U , . r ) 的罔形 ，械然不知道函数 
W x , y ) 的 W 式表不 . 用 U = . V 和，' = v 定义# 数. 十坫 
z =h{ it, ti) . .H. 

r( (i,t ) = in* + vj + h{u.i)k (ft) 

给■屮，曲面 S 的鲁数表我们利用公式 (4) 求 S 的面积. 

讣算 | ■的偏导数，得到 

r = I - + 处 ■ Jt 和 r, = J + ~ * 

- .?» 1 dv 

对 F (: r . y ,;;) 应用隐式微分法的链式法则 （12. 4节定理8)，其中 * = “ 


40 7刻会 ft 到，今:间中曲 

ifif . S 的面枳. 吋 以通过 
ft 坐碎平 面内 - S 的垂 B 
投影或“影子” .1: 求相 
X 的二 * 枳分来计苒； 
单位向 ftpNf -® 正 i 


把 ft 的这两个偏导数代人』 


由向 a 积的例行 U - 算求出 


向量场中的积分 


7H7 


N 此，曲向向积微分山 

tier - 


■ y ^ r / + k 0 ) 

^ + = y : 

VF r 
Vl^p {P ^ k) 


VF 

VF-k 


给出. 

如果不用 p 而川 p =j 为 s r ,# o 时平而义的向 fit =;为5 l-i 

匕 #0 时同 p 平 fif 正交的向佾，我们得到类似的 u 算结果.把这岬結果 M 公入（ 4 )结 A 起來.就 
给出下面的•般公式. 


隐式曲面的面积公式 

在闭冇界平 si 区域/;上.曲面 On -，） =「的面枳公式 a 

曲面面 ® = (7) 

讳中 pMM/i it : 交的中位向量.并 £!■▽/■' -^^0. 


这样.曲面面积是 VF 的值除以间 R 正交的纯钕分域的值 ft K 1'_的二 ft 枳分. 

曲 rf 的面积公式 (7) 是在两个假定下得到 的： 仵整个 fl LVF -p^o, JHivf 足迕续的 .W 
足.只要公忒中的积分#在，我们就把它的值定义为油面>， =^-：KM« I.的部分的 Ifil 
积 .（ 卜|!忆-卜' 假定投影是■对的 .） 

例6求从抛 物面/ +/ - z =0 的底部用平 | SU =4 切 ; 

荆的曲面面积. 1 


解_出曲面 S 和: t r 平面内在它下面的 K 域 K 的草 
闬（见阌 14.41). 曲卤 .S 是层面 F(x,y,z) =x : + r ： - 
;:=0 的一部分， 《 是町平面内的阓盘 i 3 +}_ : S 4. 为_广获 
得同 fl 的平面止交 的苹位 向量， SI 以取 P = k . 

汴曲 tfrii : 的任何点 （ Hz )， 我们有 

F(x,y.z) = I 2 +_v 2 -i 

VF : 2xi +2yj -k 

|VF| = /(2x} J + (2 t) 2 + C-"0 T 

= Ax' + 4/ + I 





|Vf -p I = I Vf.*| = I - 1 I = 1 
在区域 K 内， t W =<!* dr . 因此， 


图〗 4.41 这个《物面是例 6 中汁 算的面 ft 



=,+ 4j" + I <Lt dy 
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=£ /4 r 2 + 1 r dr ( 极 坐标） 

= 广1>，“)叫> = Ch ^ - i )^ = f ( i 7/ T 7 -n 

对于在呼平面内的 K 域《上 J =/< J J ) 的围形，曲面面积公式为 

々 = | 7/!+/!+ 1 A dr 

(参见习题49 ~ 55.) 

习题 H . 5 


在习题1 -16 中，求曲面的参数表示+ (存在 
多种求曲面参数表示的正确方法，所以你的答案可 
能同本书始出的答案不一样 . > 

1. 抛钧面 s 名 4. 

2. 抛物面 z 多 0. 

3•圓锥平截头圆锥面 z = 在第一卦限内 

介于平面 z =0和 z = 3之间的部分. 

4 . 圆锥平截头两锥面 z = 2 vV + y : 在平面 
和 i = 4之间的部分. 

5 . 球形*由圆锥面7?"^7从球面/+/+ 
^ =9切割的顶盖. 

6•球形*球面=4在第一卦限内介于 
町平面 和圆锥面^= v /? T 7" 之间的部分. 

7. 球形带球面 * s + 〆 +/=3在平面2=方/2和 
*= - v 5>2 之间的部分. 

8. 球形盞由平面 -2 从球面/ + /=8切 
割的上丰部分. 

9. 平面之间的抛物柱面由平面*=0, * = 2 和：= 
0从抛物柱面 ^=4-/ 切割的曲面. 

W . 平面之间的抛物柱面由平面 z = 0, ^ = 3和 
y = 2 从抛物 柱面； rzj 切割的曲面， 

11■圓柱形带圆柱面 〆 +/ =9在平面 * =0和 
* = 3之间的部分. 

12■圚柱形带圖柱面+/=4在呼平面之上介 
于 平面广 -2 和 ;r = 2之间的部分. 

13> M 柱®内的傾斜平面平面: t + r + z = l 的以下 
部分： 

(8)在画柱面 1 2 + /=9的内部； 

(1>)在岡柱面/ + ^ 5 =9的内部. 

14. 圓柱面内 的角斜 平面 ^® I - r + 2 z = 2 mvi 
下 部分： 

(幻在圆柱面* : +/=3的 内部； 

( bl 在圆柱面/ +;; 2 =2的内部. 

15. 圆柱形带圆柱面 U -2) 1 +/ =4在平面 j -0 


和 T =3之间的部分. 

16•圓柱形带圆柱面 r : + U-5) : =25 ft 平面 * = 
0和 * = 10之间的部分. 

在衫@17-26中. WW 参数表示把曲面的面积 
表示成一_鼋积分.然后求积分.（存在多种建 立积分 
的正确方法，所 U 你得到的积分 nl 能同本书给; li 的 
答案不一样.但是，它们应具有相同的值 .） 

17. B 柱面 内的傾 斜平面平谢）_ +厶=2在岡柱面 
* 3 +/=1内部的部分. 

1»•圆柱面内的平面平面 * 在阒柱 tttV + 
/ =4内部的部分. 

19. 圃锥平戴头圆锥面：，2 // + 7■在 f 面：= 2 
和 z =6之间的部分. 

M . 圆锥平截头圓锥面在平面 z = t 
和* = ^之间的部分. 

21- B 柱形带圆柱面* 3 在乎而：=1和^ = 
4之间的部分. 

2Z 圆柱形带圆柱面/ +1 3 = 10在平面 ；r= -1 和 
r=l 之间的部分. 

23. 撇_形盖由 ffl 锥面 ■/? T7 从抛物面 
:=2-?-〆中切剌的顶盖. 

24. »物形带抛物面+ 〆 在平 = l 和，= 
4之间的部分. 

25. 锔下的球面由圓锥面 i = ■777/ 从球面^ + 
/+/ =2切割的下半部分. 

16.球形带球面+: 2 =4在平面 -1 和 
z = 之间的部分. 

间参败化曲面相切的平面在参数化曲面 

r(u t v) -/{ u ,v)i +g(ti 1 v)j + h{u,v)k 
上一点屮, ％)* 发 ( Uo ,0， 的切平面， 
是通过 同在匕 的切向量的 
向*积向量為） xr t U，h) 正交的平面.在 
习题 27-30 中，求在 P 0 同曲面相切的平面的方 
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裎， 然 G 求曲面的笛卡儿方程，扑 ft —起给制曲面 
和切 f 向的 

27 . 圆锥面阓锥面 

r(r,tf) = (r ms + (r «in 8)j + rk ,r ^ [)■(] 在 莓 2 

作对应 T ( rJ )=<2, TT /4) 的点巧(及 ， j H 2). 

M . 半球面字球面 

r(<^*tf) = {4 mu 4) t：m ^)r + (4 sin <i> sin 8)j + (4 ftw 
0 名必忘 tt /2 . 0 ^ 2 it 

在对应 7*( tM ) = ( tt /6, tt /4) 的点 f^{.j 2 j 2 XJyh 

29. ffl 柱面岡社面 

r(d,z) = (3 .^in 2(9)( + (6 sin 2 ^)j + zi t 0 莓衫石 ir 


花对叫 - (tt/3,0)! 
OH 参见例 1). 

30 . 抛物柱面 抛物柱面 


2 tt 是从 xj f 面到曲面上 .4 r ( «, t _> 的角 
(参 叱附 阳）. 注意， / U ) 度*沿腚转轴的 
^n, 客(幻度置痒旋转轴的距典. 


在对应丁 U ， r ) ，（〗，2)的点匕（〖，2, -!), 

(W 旋转环形面（坏形壳）是在空间中 z 平而内 
绕 2 轴旋转 - 个阆 c 获得的（参见附图） 
加果 C 右半径 r>0 和以 d0,0) 为圆心， 
址明环形面的参数表示为 
r(H,i._) = ( (R + r fiw «)rt，s v)i 

+ ((/?+ r cns u)3in v)j -K ( r sin u }h 
其中0在《赛和 0 备 i ^2 n 是阁形中的角. 

( b ) 证明环形面的面积等 T A ^^ 2 Rr. 


(b) 求绕 x 轴旋转曲线 ^v = . _v^0 所得曲面的 
参 数表示 . 

33.(>) 補球面的参数裹示冋忆捕岡 4 + g = I 的 

ti " 6 

参数表吊 I =(1 cos V = 6 sin 0, 0^^<2ir 
(见 3 5 节例 nK 利用球面坐知中的角 P 
和喰证明： 

r ( ^.<^) = ( « ^os 8 cos <ft)i + ( b s\n & ros )j 
+ (r sin t^)k 


( b ) 写出捕球面面枳的积分< 识是不求积分值. 

34 . 单叶双曲面 

| a ) 求单叶双 (tfj 面/ + y : -Z 1 =1 的参数表示. 
阓/ +y = r J 相关的角0以及同双曲闲 
数/ =1 相关的双曲参数《作为参数. 
(提禾： cosh 2 u - sinh 2 u = l .) 

{ b } 把 U ) 中的结果推广到双曲面4 + \ _ 


32 .旋转曲 面的参 数表示 假定#数化曲线 

c : (/ u )/ u )) 是绕^:轴旋转， 其中 

0, 


'， v ) - f{ U)f t { g{u Jtys v)j + (^( u)sin t>)k 
是所产生旋转 曲面的 参数表示，其中0在 1： ^ 


抵（续习题 34) 求同双曲面/+/ — r : =25在点 
(\， 0) 相切的平面的笛卡儿方锃，其中 
4 +yl = 25. 

36. 双叶 jR 曲面求双叶双曲面 = 1 的 

参数表示 T 

37. 求由 f 面 £ 二2从抛 物面^ + v : - z =0 切割的曲 
向的面积1 

38-求由平面：= 2和：= 6 从抛物面切 
割的抛物形带的面积. 
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^\x=2-y 2 的拄面从 r + 
2y +2, = 5 切斛的 K 域的 而杉1 
氺曲 【 fil / - 2 ^ 0 位丁町平 An 内以 S 线，=万， 
V =o fli r =^ >；界的：介 I 形之部分的 mi 
； jt|ilufii r -2> -2* =0 f ^/. \ xr f I *1 J 内以 K 线 
.=2, ? - o + ii >=. v 为界的尔形之 imymm- 
求山_锥向： = v ^-^ + z : x 2 

叻剖的 m 盅的 ifnf 儿 

水由 mn . 面从 f - m ^= rx(r a 常数）切割 的椭 n 
? +r 2 =l 的面机 

求拥枰面/ = I 位丁平而 I = ± 1/2和/二 

*1/2 之阆的 h 參部分的尚积1 
他物面 X 二4- 〆 位丁 rz 平 ifli 内阏坏 IS 
/ +?在 4 之 I . 部分的 [ fti 枳. 

求屮平 rfifr = o 从抛物面/ + r 十？ ‘2切割的#1 
血的 面积. 

求曲面/ -2 ln ^+ / TTj - gO 在町平面内 iF : 
力形 /{: 1 0名2, Oqsl 之卜.部分的面积 ■ 
求曲而 h >/3 +2 y a/3 -3 r =0 在矽平面内 lE 方形 
Ri O ^ jc ^ L , O^y^i Z L 部分的面秩 t 
显式曲面的面积如果 S 是由函数== 
U ) 定义的曲而，/在 q 乎面内一个完整 K 域 
存迚续的阶偏导数（见囝〖4.4 2)> 那么 S 也是忒 
F(x y y,z) =/{x,y ) -J 的层曲面 =(X 取 

= 交的单位向轚， P 是给出 

Ivf |= \/J + fJ-k] = // 兄 ： t 
IVF^j= \(/J + /J-k)-k\= |-1 I- 1 
呻向 ==/(a jO 




4 ^ I Tv^ F pl 41/1 = f ^/'+/： +1 Jr(8 


N) 样，光滑曲面*=/(>^)作;^平面内1<域/^之1: 
的 rfti 枳为 

“ J //；+/；+ I drdz i9) 

圯滑曲 面 > =/(*^)在 《 平面内 K 域 H U Z I:的曲枳力 

^ = I v //；+/; + I <U <k y 10) 

在 4 趙 49 ~54 中，利別公式 （H) M 10) 求曲尚 
的向积. 

49* 由平向：=3从抛物 + r 蚨部切割的曲 rfrii 

50. 由 F f 而从抛物面;^ = I - / - /的 h 弈子 U 別 
的曲齓 

51. 网1锥曲 ; - , i T 77 mxy f 血内的阏？ + /=! 
和拥阀+4/ =36之间的 [?< 域之I的部分 - 
(议 示： 利川儿何公式求 K 域面赛 

52. 由第-卦限的界平面从平向2】 + 卜+3:=6 W 

割〃角形.用 '种 ■算面 m, -t 

面枳公式. 

53. 由平面和>。_6/3从托血）-=(2/3): 1: 在 
第卦限切荆的曲由. 

54. 平幽 v+:= 4 位尸由地物线 x= 4 从心平向 
内第 象限 切割的 K 域之I:的部分. 

55. 利用参数表尔 

r{x,y) = xi + yj +/{x,y)k 

和公式 （5) 推导公式 （s) 中对 f-d P 的二歌 m 分 
公式. 

56. 令 S 坫 [1] 光滑曲线） =/U )， "运:決 I轴旋 
转徇到的曲面，其中 

(a)Ll 明：向量函数 

r( x w d) - xi + /( >)ros ^7 +/( ^ ) sin 9 k 
是3的参数表¥,其中0是绕^轴的旋转角 
t# 此附囝） 
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14.6 面积分与通量 

为 r 计算像流体穿过穹曲形状的薄膜的流娥或苒作川丨:降落伞的向上力这样的量.我们霜 
要求函数在空间中的曲面上的积分.这种面枳分的概念珐在曲线上求积分的线积分概念的推广. 
14 . 6 . 1 面积分 

例如，煆定有一片分布在曲面 ‘S 上的电荷，由函数 G’u,y.!；) 给出在 s 上每个点的电衔密度 
(每单位面积上的电荷量）.那么，我们可以用下而的方法把分布在 S 上的总电荷作为.-个枳分 
来计算. 

像在 14.5 节_那样.假定曲面 S 以参数形式 

r ( u，tO =/( u t v)i + g ( u , v)j - i - k ( u , v ) k , ( u , v ) e R 
定义在 ™ 平面内的 K 域 /f 上.在图 14 37 中，我们已经见过 ff 的一个细分（为简单起见考虑的细 
分为矩形）如何把曲面 S 分成面积为 

Ao - Ui „ 存 I r B k r r \ du dr 

的对应的曲面元或者拼片， 

当我们在 13.1 节定义二重积分作细分时，对曲面元拼片用某种颃序编号，以 A(ri , 
iA， …， Atr„ 给出它们的面积.为了建立在 S 上的黎曼和，我们在第 * 个拼片中选取一点 
h，A), 用面积 Ar 乘函数 C 在这个点的值，然后把这些乘积加在一起： 

g C(i, 

依赖于在第 A 个拼片中对点 （ it ， h ， Zl ) 的不同选择，我们可能得到这个黎曼和的不同值. 然后当 
曲面拼片的数目增加以及它们的面积缩小为枣时.取黎曼和的极限，这个极限只要存在，就把 G 
在曲面 S 上的面积分定义为 

Jc(i, y ,i)do - =巧笔 (l) 

注意，这个积分定义同二重积分的定义 （13. I节）和线积分的定义 （14.] 节） 类似. 如果 .S 是分片 
光滑的曲面， C 在 S 上连续，那么可以证明由公式 （1) 定义的面积分存在. 

求面积分的公式取决于用参数方式或者显式方式描述曲面义像在I 4 . 5节中讨论的 那样. 

计算面积分的公式 ' : 

(1) 对于用参数方式定义为/ "(u,!；) =/( u , f)i + g ( u , i)j + h ( Ul v ) k , U，D) e 的曲面5， i 
以及在 S 上定义的连续函数 G ( x , y , z ), G 在 S 上的面积分由上的二重积分给出： 

^ G ( x , y , z ) d <7 = ^ G (/( u , v ) , g ( a , r ) , h ( u r v )) I r, x [ du (2). 

f 2} 对 f 用隐式方式以 = c 给出的曲面5，其中 f 是连续的可微函数，如果 S 位 j 
于它下方坐标平面内的闭有界阴影 K 域之上，连续函数 C 在 S 上的面积分由它在上 的二） 
重积分给出： i 

Jc(* ；rt i)d<r = IC(x,y, 2 ) M (3) | 

其中 j» 是同 ff 正交的单位向量,并且 Vf ! 


公式 （1) 中的面积分在不同的应用领域有不同的含义-如果 G 取常数值1，积分给出曲面 S 
的面积‘如果 C 是取曲面 5 形状的壳体的质量密度.积分给出壳体的质量， 
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例 1 求 f ；(*， r ， 2 ) = . r J 在阀锥面 z = A T ；y , i .- 的积分. 

解 利用公式 （2) 和 14.5 作中的计算步骤，得到=4> 和 


|Vdtr = f" \ (r ! cos : e) (-J2r)<ir dff (x = r cos 0) 

-Jl I r 3 cos 2 0 dr d(t = ^- dS = ~- + -i- sin 2ff] = ■ 

面积分具有其他二屯积分的 M 样特性，例加，两个函数之和的积分等于它们的积分之和，等 


等.积分 K 域可加性的形式为 


^ C dcr 



G dtr + …+ 


J [ G (Icr 


惫思是如果把光滑曲面划分成有限个非交叠的光滑拼片（即 
是说，如果 S 是分片光滑的），那么函数在曲面^上的枳分等 
f 在拼片上的积分之和 ■ 因此，函数在立方体曲面上的积分是 
它在立方体上各个面上的积分之和.为了求闲数在龟壳曲面上 
的积分，我们一次求在一片龟甲上的积分，然后对结果求和， 
例2求 c ( ir,d 在由平面戈 ： 1 ， y = i 和：从 
第一卦限切出的立方体表面上的积分（见图 I 4 . 43 )- 

解我们求 A x t y , z ) =xyz 在立方体六个侧面的每个面 
上的积分，然后对结果求和.由于在三个坐标平面的侧面上 
xyz = 0,在立方体表面上的积分化简成 



I 例 2 中的立方体 

侧面 d 是在 xr 平面 内的正 方形 K 域 o ^ x<\ t o 在 rd 上的曲面 = 对十这个 
曲面和区域， 

P ^ k, V/= k, 丨 7/1=1， I = 1 

^ = r^i ^ = T dl ^ =Axd y 

xyz = ^j(1 ) = xy 


并且 


1^^- dy = ( j^y d* d r = j a fdy 

对称性表明，在侧面忍和 C 上的积分也是 1/4. 因此， 

FT . 1113 

J = T + m 


14.6.2 定向 

我们称光滑曲面 S 是可定向的或者双侧的 T 如果可能在 S 上定义一个随位置连续变化的单位 
法向量场 n . 可定向曲面的任何拼片或者子曲面是可定向的‘空间中的球面和其他闭光滑曲面 
(包围立体的光滑曲面）是可定向的.按照约定，我们在闭曲面上选取指向外的法向董《‘ 

一旦选定了 n , 就说曲面已经定向，并且把曲面及其法向 童场* •合称为有向曲面.在任意点 
的向量 n 称为在那个点的正方向（见图 ^ 4 . 44 ). 

图 14.45 中的默比乌斯带是不可定向的.无论从何处开始建立连续的单位法向童场（在图中显 




向* 场中 的积分 


示为图钉的钌尖），以所示方式绕曲面连续地移动向世，将以它 出发时 的反方向回到起点.在那个 
点 向釐不 能同时指向两个方向而向量场乂必须是连续的.我们得出不存在这样的场的结论. 


ffl ]4 .44 交 faj 中的光 W ■闭曲 
面是 "『定 向的，向 
外电位法向量定义 
每个点的正方向 

14. 6. 3关于通置的面积分 

假定 f 是在有向曲面 s 上定义的连续向童场，而》是在曲面上选定的单位法向董场.我们 
把在 S 上的枳分称为 f 在正方向穿过 s 的通童.因此，通*是 f 在 b 方向的纯量分上 
的积分. 


定义二维向童场/ ; ■在》方向穿过曲面 S 的通量公式是 ： 

通量= Jf-b dcr (4) I 



阁14. 4 5 为了构 造默比 3 斯带.取条矩形纸带 
十心端作次扭转， 然衍把 纸带两 
端粘貼在-起，使 a 与<：和 i 耩合 ； K 
比4斯带*不可 定向曲 面或单餚曲面 


这个定义类似于二维场 F 穿过平面曲线 C 的 通量. 在平面内（ I 4 . 2节）.通量为 


j F~n d.! 

这是 f 在曲线法方向的纯量分最的积分. 


如果 f 是三维流体流动的速度场， F 穿过 S 的通量是流体在选取的正方向穿过: S 的净速率, 


在 14. 7节我们对这样的流动作更详细的讨论. 

例3求向外穿过抛物柱面 y =;e ! ， 

0^== S 4 的通量（见图 14.46). 

解在抛物柱面上， r =^ 2 . i = 1,所以自玲有抛物柱面 
的参数表示 

r{x,z) - xi 4 x^j + tk, 0 C a ^ 1, 0谷：名4 

两个切向最的向量积为 

|l 2文0 = 2xi 

lo 0 1 ! 

从柱面指向外的单位法向量是 

' r ^ r ^ v^n 



图 14.46 求穿过抛物柱 
面表面的通量 
(例 3) 





在柱面上，所以向量场为 

F = yzi ^ xj - zk - + ^/ - s z k 

㈥ 此， 


=((^)(2^) +(幻（，1) + (-?)(0)> 


2x y z -: 


F 向外穿过柱面的流貴为 


■P ‘ " 如 = 0: ' r ， r, 1 如4 • /5FTT 如如 

= { ( <2l， ' _ * )dldj = ([士 lS_ + I; 0“ iT {i ~ l)dl = T (l - ,)： ], 


W 


⑴ 


如果 S 是层曲面 ir (*. ry ) 


的一部分，那么《可能取两个场 

…「^7 

I Vgl 

之中的一个，这取决于哪一个是喜欢选择的方向.对应的通量是. 

通董(公式 m 和 （3 D 

= fj>. d AA 

例4求 F = ^+? t 向外穿过由平面：>：=0和 * = 1 从 ■- 

圆柱面/+/=丨， z 3：0 中切割的曲面 S 的通童. 

解在 s 上可以从 g (*, r ， z ) =r +/的梯度计算的外 
法 向童场 （见图 14. 4 7)是 

2yj + 2zk 


(5) 


⑷ 




Ay + 47 


V '，'.. 1 | 

J0 ^ I 

/ ( I . \.{>y 


图14, 47计算向董场向外穿过这个 
曲面的 通量； 阴影区域 
的面枳为 2( 例心 

(在 Si / ^ z 2 =\) 


^ p = k t 乂有 

dcr = r^iu 114 = 

由于在 S 上*3=0,在上式中可以取消绝对值符号. 

在曲面上的值为 

F-n = (yv + ;: ! 幻 -(y/ + 癔 ） =+ ? = i( / + 

因此， f ■向外穿过 S 的通量为 

p.“(r = |W(+d4): !<U =面积(〜）= 2 ■ 

14.6.4 薄亮的矩和质量 

形状像碗、金属桶和圆屋顶这样的薄壳物体，用曲面作为模型.它们的矩和质量用表 14. 3 
列出的公式 计算. 推导过程同在 6 - 7 节中推导薄板的矩和质量的公式 相似. 
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_ 表113计算薄壳的展置和矩的公式 

【J) 质置 


Jlf = ISix^^hW (S{x,y f z) 的密; f* 即每电位面枳的质量） 

t II】对坐标平面的一阶矩 


质心坐标 


(1W 对坐榇«的《 性铕 


M rt = = |vfiH ffl ^ I 

f = M , t / M , y - M , : = . W,,/W 

|V ” 2 ) / T = |{t ! *r) 5d(r, / : - |(^ + / ) 6 d<r 

P adff = 从点 （x. r .:) 到苠线的 距离） 


例 5 求半径为《的半球面薄壳的质心 T 设壳体 的质童 
密度6为常数. 


解用半球面 

f { x , y , z ) = x 2 - i - y 2 + Z 1 = a \ z ^0 
作为薄壳的模型（见图 1 4 .4«), 球面对 z 轴的对称性，说明 
^ => =0. 余下只需从公式？ =M„/ 好求 z_. 

薄壳的质簷为 

W - l^dcr = Sjdtr = (5)(.S 的面积 ） = 2wa ： S 
为了求'的积分，取并且计算 


于是 


IV/I = I2xi + 2 yj + 2 zk I = 2 y / x 1 + y 1 + i ^ 2 a 
W /- pl -\ V /* k \^\ 2 z \= 2 z 

d<T = =f ^ 


^xy = S der = 2 — dA = SalfdA - Safira 2 ) = Sna 3 

5 K Z 

iTa J 5 a 

1 "Id " 2Wa = T 

薄壳的质心在点 （0,0, fl /2). 鼸 

例 6 求由平面 z = l 和 = 2 从圆锥面2= 切割 

的薄壳的质心，设壳体的质量密度为常数 5( 见图 14.49), 

解曲面对于 z 轴的对称性，说明 f = f = 0 . 我们来求 
z — = mJm . 采用 I 4 . 5节例4的计算步骤，得到 


f(r,9) = r cos 0 ( + r sin $j ^rk, 1 ^ r ^ 2, 0 矣玢名 2tt 

和 



1^.48 具有常数密度的半球面薄 
壳的质心 （ra_ ) 位于半 
球面从底部到顶埔的对称 
轴的中点（例 5) 



图 14.49 由平面 z=】 和 z = 2 从阏 
锥面/^7切割的 
圃锥平鈑头（例 6) 
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I r r x I = Jlr 

闪此. ^ 

M ~ J ^S^/2r dr dfl = 5^ J^ [^] ^ (^ - = = 3 tt5v^ 

M xt = H 5 z dcr = J 2 ^&r j2r dr tiff = S^/2. J 2 j^r J dr dff = 5 j~ [ ^ - ] ^ ~ f ~ ^ tt6 及 


、化 14 ttS ^/2 _ 14 

Z= M _ 3(3-4) - 9 

薄壳的质心在点 （0,0,14/9). 

习题 14.6 

在七题 1 ~ 8 中，求给定函数在给定 [ ttl 面上的 
积分. 

L »物柱面函数在抛物柱面 

y = x \ 0莓; t 莓2, 0莓：赛3上， 

2 . 圆柱面函数 C ( i ， y T i >= j , 在阓柱面/ + 

z =4， i ^ O , ±, 

3. 球面函数 G ( Xl y t z ) = x \ 在中位 球而 J + 
/ 4 Z ； =1 _ L . 

4. 半球面函数 GUdy )= 丨，在半球面 / + 
■ y 2 +2 2 =a , £ 备0上. 

5. 平面的部分函数在平面 r + y + 

内位于町平面的正方形 0 筅*筅 】 ， o^ r ^i 
之上的部分上. 

& 圔锥面 函数 FOu ) 在阓锥面 2 = 

vV + / * 0 名：奪 I 丄_ 

7. 抛物面拱顶函数 WQj , 2 ) = x 1 -/5 ^ f 在抛 
物面拱顶 ：=1 -^- y \ ^0 h , 

8 * 球形* 函数在球面 V + 
/ =4位于圆锥面 S 7之上的区域上. 

9. 求 C ( u , r ) = x +： y+j 在由平面 i = a . r =a 和 
z = a 从第一卦限切荆的立方体表面上的积分. 

10 . 求 G { x y y t z ) 在第一卦限内以坐标平面以 
及平面*= 2 和^+== 1 为界的楔形区域表面 t 
的积分 T 

U ■求 G ( x , y , z ) =乎在由平面*: = a t r = A 和 ： =r 
从第 卦 限切割的长方体表面上的积分. 

12 . 求 G ( x t r t z ) = 9 : 2 在以平面 X 。 ± a , y = 土 6 和 

J= 为界的长方体表面上的积分 ■ 

13. 求 G ( x , y , z ) =x +y + z 在平面 2 * + + :，2位 

于第一卦限的部分上的积分 - 

14- ijt G(x y y,z) = Jr V^ 2 + 4^ft? f iijar=0, x = 1 ffi 
s =0 从抛物 柱面 〆 +4 i = l6 切割的曲面 卜-的 
积分 1 


在 4 题 15 〜 2 4 中.利⑴摩数表示求4:给士力 

向穿过曲面的通 

15 -抛物柱面 F=z 7 i + v_ - 3d 叫外 （离 开 T 轴的法 
线方向）穿过由 a-l 和^ = 0从抛物 
^z=4-y 1 切割的曲虬 

16. 鼬物柱面 F 向外< 离开 F f 面的法 

线 方向） 穿过由平面==0和 s = 2 从抛物往面 
y = *\ 切 #>( 的曲面. 

17. 球面在离开原点力向穿过第卦限内 
球面 J +/ +/ = 0 2 的部分 ■ 

I& 球面 F = + 孩在离原点方向穿过球曲 

*』+/+? 

19. 平面 F^2xyi -^2^ +2xJt fp] 1.穿过平面; r + 
y + z = 2a 内位于町平面的士:方形0备 a^a t 0在 
:之上的部分 * 

20- 圆柱面 /* = «’+ ^ + A 向外穿过由 f 面==0和 
j = « 从阀柱面/ +/ =J 切割的部分 ■ 

21, 圆锥面 f = _-dt 向外（离幵 。袖的法线方 
向）穿过 鯉锥面 yp~+> T , o 莓。在 i. 

22. 圔锥面 + 向外（离开；轴的法线 

方向）穿过豳锥面：=2 /t ! ， 0^2, 

23, ffl 锥平«头向外（离开=轴 
的法线方向）穿过圃锥面^= v4 ： + v 2 介丁平面 
: =] 和2之间的部分. 

24. 抛物面 f =4；ci+4d + 2Jfc 向外（离开^轴的法 
线方向）穿过由平面 ==1 从抛坊面^=^ + /底 
部切割的曲面. 

在■^誣25和26中，求场^在指定方向穿过给 

定区域表面 .S 的通量. 

25, F(x t y,=) = -i + 2y + 3i ; 5 ：长方体名 =0, 0 艮 
x^2, 0 谷 ) 备 3 表面； 方向 *- 

26. f(t,v,^) ^ >^1-2/ + ^; -S ： 长方体 v = 0. 





向量场 t 的积分 


-1氏*在2, 2矣：系7 力向-/ 

作~题 27 ~]2中，水场 f 作离开朌点的介以 
哚 H 球咖/ + 、 ： + ? = J 作筇卦限的邰分的 
its Ul 

27. F (: v._v，i) = zk. 2fl. F{ x t y t z ) = - yi + ^J, 

29， F { i t y , j ) = yi-xj + k . 

劝. F{x,r,z) ^zxi+syj+ z'k. 

3L F{x t y,z) =xi ^ yj + 

. 12 . . 

、..， + v ; + ：' 

33. F( i , v.*-) =■；■'; +y’- U 向外穿 ii itf f-rfii 
.t =0. t = l fll:=(> 从抛物 =4 - v-' WM 部 
分的通 ft. 

34. ；)clS( /■'( .r, y, ;) : 4.tY + 4>y + 2* 向外 （商 Jr z 
抽）穿过 [frf.lfli 从抛物 而 ； = 尸 + v : 恥邡 t/r 削曲 
酣的诎址. 

35. 令 S 坫 t i : 向 / = ， ft 帟-抖限的部分.它 f -" 
r _ t 轴 m 影到 u f - 向内的 出形 k 域 k „ : i « r « 

2 . ()«M 1 (參处附 |¥]). 令 „ mm - s - |[： & 的申 
f > l " lW . 指甸离扑 . T 2 f _ 酣的力 _ 谢.求场 
/•'( -1 , V, I ) = ~ 2 i + 2 、j + : 1 c 
// 向穿过^的通 W . 



m . 令 . s 培忡而 v=in * 作-卦限的部分.它平； n —■ 
.>- 轴对《 f - 面的投影足矩 ff;K 域心：1名_*：备,.. 
O ^^ l - 令 n Shihs ' d -: 交的中小>向 ( rt . 指向离 
Jf - i - f ■面的 方向.求场 F = 方向穿 

过的通 ft . 
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•37. j}c f = 2xyi + 2yij + 2xzk X? ij ill f iftl x = n. 
v = <1 fti ; = « 从 ^ -J+PWWMftij <rh 体 /iifli 的 i;.i 
外通 W. 

38. ^a,F^ xzi + vy 1 1 * 穿过山 f-rtj 2 = -1 从球体 
* ! + >' + 1-’ S25 w 荆的 h. A •球 A 曲 iW 的 W 外 
通 W. 

39 . 形心求球 rfti : + V + ? =， I : fr 识 ' 朴限部分 
的 H3 心. 

40. 形心 -Kitt = 3从 WiKtfn / f •:」 =9. 

-so WJPI 的曲而 （* 似 r 例 4 屮的曲 rti_) 的形心. 

•». 密度 为常数 的薄充 ；Kit)f (fii； = I和 z = 2 从|«| 
掛1« +v ; =() W 荆的埔■心 的质心 和0 :轴 

的惯件矩 .A 体的哳度 S 为黹数_ 

42. 密度为常》的圆锥面 ■KdiiaimB^ + .-■ =2v 
从脚锥 iftM: +4v : -r =(), .-so WM 的薄 'A； (智 
见附 ) 对•-轴的惯忭系.薄的哳度 S 办* 数. 



«. 球宪 

U1 求 n 的球 克对 .条〗 ‘t 择的惯件矩. 
设壳体的密度5为常数.（求肀球心体的惯 
件矩.洱把结 果加倍 .） 

( b ] 利用平行轴定理 （ 见>』题 13. 6 > 和 （ a > 中的 
结果，求对球壳一条切线的惯性矩. 

44■圆锥曲面 求底半径为 a 和高为 A 的阏推体阑 
面（圆锥曲面除去 底面〉 的形心. 


14.7 斯托克斯定理 

正如我们 ft I 4 . 4 p 址到的那样.二维场 F^Wi + A ；/ 在点 （ n ) 的环流密度或者旋度分墩由 
纯 au / v / to -^// 吵） 描述. 在二维 场屮，围绕平面内■点 p 的环流用向量描述.这个向 8 N 环 
流平面足 正交的 （见 m 14.50), 并 M 指向和环流线构成右旋关系的方向-向量长度给出流体啶转 
的速申 ，这个速牛-通常随 m 绕户的环流平向的傾斜度变化.结果表明， 速度场 f = 'u + nj + 找 
作 流动屮的最人环流向 a 是旋度向置 





(I) 


cur] F 




我们从斯托克斯定理获得这个結论，斯托克斯定珲是格林定珲的环 
流-旋度形式在空间中的推广- 

请汴意，当 时. （ mrlf >* Jt = UA 7 h - 

dM/dy)H 14.4 节的定义一致+式（】 ） 中旋度向 WF 的公 忒通常 
用算符 


+j H 


表示.（符号▽读作 _‘ d e r ) f 的旋度是 ▽>< 厂 


( 2 ) 


VxF = 


i J k 

dx dy dz \ dy Sz / \ dz dx I \ dx dy f 

MNP 



m i4. so 在维流体流 
动平面内-点 
p 的环流向緻； 
注意它 同环流 
线的右旋爻系 


= curl F 


rurJ F = V x F 


(3) 


例 1 求 F 二 (y - y)i 十切十 x 1 灸的旋度. 
解 curiF -VxF (公式 （3)) 
i j k 

_ A A A 

_ f^x dy dz 

x 1 -y 4z x 


-(0 -4)i- (2^ -0)j4 (0 + l)Jt = -4i^2xj+k ■ 

我们将会见到，算符 V 有一 些其他 应用.例如，当用十纯贵闲数 /U._>.z) 时，它给出/的 
梯度： 


V / = ^ I + ^ J ^ t 
J dx dy J dz 

有时读作 “del/”， 也读作 “grad/' 

14, 7.1 斯托克斯定理 

斯托克斯定理表明，向量场围绕空间中有向曲面的边界在相对于曲面单位法向量《的反时 
针方向的环流（见图14.51)，等于向量场的旋度的法分鼂在曲面上的积分.我们要求曲面是分片 


光滑的，这意味着曲面是由有限片光滑曲面沿光滑曲线连接而成的. 


定理 6 (斯托克斯定理）令 S 是分片光滑的有向曲面，具有分段光滑的边界曲线 C . 令 
F=Mi + NJ + Pk 是向量场， 它的分童在包含 S 的开区域上具有连续的一阶偏导数.那么 . 
围绕 C 在相对于曲面单位法向量《的反时针方向的环流 1 等于 V xF •« 在 S 上的 积分： 


卜 dr ^ | Vx F^ndo- 


(4) 


(反时针方向的环流）（旋度积分） 




向 # 场尹的积分 



注意，从公式( 4 ) 可知. 如果两个不同的有向曲面 .s', 和、具有相同的边羿 C, 那么它们的 
旋度积分 相等： 

H V x F-n , d<r = Jj" V x F • a 2 dir 

两个旋度枳等于等式 (4 端的反时针方向的环流 
积分，只要单■位法向量 it , 和〜完全定向两个曲面. 

如果 C 是*平面内取反时针方向的曲线，尺是 
邛平面内以 C 为界的区域，那么 dtr = di： 办，并且 
(VxF)-n = ( Vx F) = ㈣ 一逆 ] 

' dx dy) 

在这些条件下，斯托克斯定理的公式变成 

f F . d ’ = \{^~%h Ay 

这是格林定理公式的环流-旋度形式，反之，把这邱 
计算歩骤颠倒过来，我们可以把二维向董场格林定理 
的环流-旋度形式重写成倒=.角符号的形式 

jF-dr = | VxF-Jt dA (5) 

参阽图 14.52. * 

例 2 对于以阓 C: /+/；； =0为边界的半 
球面 S: ^ + y 2 +/=9, 和向最场氺 

公式( 4 )中的环流和旋度积分. 

解我们利用参数 表示： 
r { e ) = (3 cos e)i + (3 sin 6) j , 0 ^ 9 ^ 2 tt 

计算向量场依反时针方向围绕 C (从上面看）的环流： 


用 〗4 .51边猝曲线 C 的方向给出曲线 
同法向*场》的？，旋 关系： 
如果右手姆指指向《，其他 
手指卷向 C 的方向 


格#定理： - - 

c$) 


C - 3 sin 0 d&)i + (3 cos 9 d6)j 
F = yi - xj = (3 sin ^)* - (3 cos 0)j 
= - 9 d& -9 cos 3 ^ ^ - 9 d0 



* F^dr 


对于 f 的旋度积分，有 


(¥]U.52 格林定理和斯托克斯定理的比较 
= |^-9d6> = - 18ir 




(0 -0)i + (0 -0)7 + (-卜 1)* 
xi + yj 4 zk xj + yj + zk 




(外单位法 向童） 


dff = y d4 (在 14. 6 节例 5 中取 a = 3) 
V y. F -n do- = - ~ — dA = - 2 dA 


和 
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I▽: 


r i\tr - 


-2 = - 18 tt 



十:如疴心■的结釆•样，阆伐边拌岡的环流 MT : 球 rf 【 il . 的 
旋度枳分相匁. _ 

例3 求场 F = U : - r )«'+4 y + . t ! * 闱 绕曲线（： 

从 I .. AA ■沿反时针力_向的歼流， c ， 足 f 岡锥面 

2= y ^ TT " 的*线（ m \ 14.53). 

解斯托迮斯记理使我们能够通过！卜 算叼 W [场作网 
锥 tfti t : 的枳分求坏流.从[.-方打沿反时针"1:_1 遍出 
w r 取岡锥向的内法向 a n , 即 n 和 ik ；： 轴分啾的法 

[-1 ut 

我们把 i » i 锥卤丧示成参数形式 , > 

r ( r ,6) - ( r ros ( t}i + ( r sin e)j + rk t 

O ^ r ^ l . i )^ 0 ^ 2 iT WI 4.« 例 3 中的曲线和拥锥而 , S 


^ r(/l 


: (/- o>s S )/ + (r sindij f rk 


\^i 


_ r X r b _ - {r ⑽ （ T}i - ( r sin B)j + rk 
n ~ I r, x r J r j2 

=—(-(c'^s @)i - (sill 行 ) y 十灰） 

J2 

i]fr = t -J^Ar ( 14. 5 订例 4) 

y x F - - - 2 xj + k (例" 

=- 4i - 2r c os Oj + k ( t 二 r cos fl) 


〔 14. 5 节例 4 


内此， 

而环流 >J 


(4 c-os 0 - i - 2 r cos B sin 0 


：(4 ras + f &in 20 + I ) 


『_rt = ^^(4 COS p t ir t«f> 17 Will V -r •■/ 一 J— ' 

J Vx F n dtr ( 斯托克斯定理，公式 (4)) 

=J 如 (4 :os 6 + r Mn 29 + \ )( r/l At d@) = 4 n ■ 

14.7.2 以叶片轮解释 Vxf 

假定 fKud 是流体流动的速度向流体在点的密度为 5 Uw ). 并 R 今篇 

TSe 




是流体围绕闭曲线 f : 的 环流. 根据斯托克斯定理，这个环流等于 ▽ X F 穿过跨越 C 的曲面 S 的 
通 W : 

^ F-dr = J V x F * n da 

假定我们仵 f 的定义域中固定-点 P 和在 P 的… 个方向 u . 令 CMP 心在0半杼为 P 的阏，它 
所在的平面同《正交.如果 Vxf ， 在是连续的. Vxf 的“分 tt 在以 C 为界的网盘上的平均值 
当 p-^0 时趋近 ▽ x F 在 y 的 h 分最： 





由量场尹的积分 
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I Vx F .« d<r 

如果在上面这个等式中用环流代替面积分，得到 


(Vx F - u) v = liijf F-dr 


( 6 ) 


等式 (6) 的左端当《取7\厂的方向时达到它的最 大值. 当 p 很小时.等式 (6) 的右端的极限近似等于 


这是围绕 C 的环流除以圊盘的面积（即环流密度）.假定把半径为 p 的小叶片轮置于在点的流 
体中，使轮袖取《的方向.流体围绕 C 的环流将影响叶片轮转动的速串.叶片轮当环流积分达 
到 ft 大值时的转动最快；因此，叶片轮在它的轴指向 VxF 的方向时转动最快（见囝 14.54). 



图 M .54 旋度 cu rf# ■的叶片轮解释 14. 55 一种同町平面平行的稳定旋转流，在正方向 

(反时针方向）具有恒定角速度《(例 4) 


例4 一种密度为常数的流体围绕 z 轴以速度* =切（ - yi + V ) 旋转，其中出是一个正常数， 
称为旋转的角速度（见图〗 4 . 55). 如果求 VxF 以及它同环流密度的关系. 

解取 F = * = 一 atyi + toxj ， 

= (0 -0)1 + (0 -0)> - (o> - (-fc.))* = loJc 

由斯托克斯定理，在同 Vxf •正交的平面内，例如在叮平面内，围绕限定圆盘 S 边界的半径为 
P 的 0 C 的环流为 


因此， 


十 f .dr = J Vx , 


=卜 


•ids dy = (2 w)(tt 〆） 


同取 》=Jt 时的等式 (6) —致. 


(Vx F ) -k =2 m ^ 


臞 
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例5 利用斯托克斯定理求环流 dr , 如果 F + 是平面 2 x + r + z = 2 在 

第一卦限部分的边羿，当从上方看时按反时针方向遍历（见图 14 - 56 >■ 

解 平面是函数 /(L j，d dz + y ■^的层曲面 
f { x , T . z ) -2. 单位 法向董 




■k) 


(2 i 


"I V/1 \2i + j ^k\ 托 

同按反时针方向围绕 C 运动一致.为了应用斯托克斯定 
理，我们求 

i J k 

cut\F = VxF = 土！夺 = {x - 3z)j +yk 
dx dy ds 

xz xy 3jz 

在平 面上， z 等于 2-2： c -； y ， 所以 

V >< F = {x -3(2 -2 x - y))j 
=(7 a ; + 3 y -6 )j +yk 



和 


曲面元是 


(lx + 3 y - 6 + y ) 




s 

y-ii* dr 


围 14.56 例 5 中的平面曲面 

(7* +4 r -6) 


环流为 


| f . dr = IvxF-ndcr (斯托克斯定理，等式 (4)) 

= J j 1 ★(7* + - 6) ,/6 dy dx = j j 1 (7* + 4 y - 6) dyda 


14.7.3 对多面曲面的斯托克斯定理的证明 

令 S 是由有限个平面区域组成的多面曲面.（多面曲 
面的例子参见图 H . 57. )对 S 每个单独的面应用格林定 
理.存在两种类型 的面： 

(1) 一种面的所有边被其他面 包围； 

(2) 另一种面有一边或者多边不同其他面邻接. 

S 的边界 A 包含不同其他边邻接的第二种面的边.在 
图14,57中，三角形 BC £ 和 a ?£ 代表 S 的一部分， 
ABCfl 是边界 A 的一部分.把格林定理推广的切向形式依 
次应用到三个三角形，然后对结果求和，得到 



图 14. 57 — 个多面曲面的一部分 


(7) 


(i 士土卜 m) 

在这种推广的形式中， f 围绕包围 同”正 交的平面区域 K 的曲线的线积分，等于 （curl F )- n 在及 
上的二重积分. 

等式 （7) 左端的三个线积分组合成一个围绕边界的积分，因为沿内部线段的积分成 



向量场中的积分 803 

对消去.例如沿 -'.角形 ABE 的线段 B £ 的积分和沿只角形 KfiC 的間一线段的积分具有相反的符 
吹对尸线段 Cff 有问样纳果.内此，等式 （ 7 ) 简化成 

= l l vxF ' ,,d<r 

当把格林定理的推广形式应用到所有面丼 R 对^求和.我们得到 
卜 dr = JvxF-ndcr 

这是对千多面曲面 S 的斯托克斯定理.在高等激枳分教 
科书中可以找到定理对于更一般曲面的证明，（更一般 
曲面是多面曲面的极限而证明可以扩充 .） 

14.7.4 带空洞曲面的斯托克斯定理 

斯托克斯定理对干带有一个或者多个空洞的有向曲 
面（见图 14. 58 ) 成立 .V x f 的法向分量在 s 上的线积 
分，等于 F 的切向分量围绕所有边界曲线的线积分之 
和，其中各边界曲线^照 S 的定向引出的方向描绘. fflI 4.5 8 斯托克斯定理对于带空洞 

14.7.5 —个重 要恒等式 的有向 (ft 面也成 i 

下述饵等式经常出现在数学和 ft 然科学中. 

| _ curl grad / =0 V x V/= 0 (8) 

这个悄等式对于二阶偏导数连续的任何函数 /( 1 , ? ^)成仝证明如下： 

| «' J k I 

A ± ±1 

▽x ▽/ = dx dy dz = (4 -'/„)> - (/„ -/„)> + (/„ _/„)* 

dl 9£ d^\ 

dx 3j dz : 

如果函数的二阶偏导数连续，括号中的混合二阶导数相等 （ 12 . 3 节定理 2 ). 所以向量为零向置. 

14.7.6 守恒场与斯托克斯定理 

我们在 14 . 3 节中发现，一个场 F 在空间中的开区域 D 上是守恒的，等价于 f 围绕 D 中毎个 
闭环的积分为零.这本身义等价于说在单连通的开区域内 VxFsO . 

定理 7 丨关于闭环上 curl F=0 的性质）若在空间中单连通开区域 D 上每个点 ▽ x / r = 0 , 1 
则在 D 中任何分段光滑的闭路径 C 上， 

|f-dr = 0 j 

证明概略定理 7 通常分为两步证明.第一步是对简单闭曲线（不 g 交叉的闭环）证明定理， 
像对图 1 4 . 59 3 的曲线.在高等数学的拓扑学分支中，有一个定理指出，在单连通开区域 D 内毎 
条光滑的简单闭曲线 C 也是位于 D 内一个光滑的双侧曲面 S 的边界.因此，由斯托克斯定理， 
^F-dr=ffvxF-nd(r = 0 

C J 

第二步是对自交叉的曲线证明定理，像对图 59b 的曲线.证明的思想是把这些由有向曲 
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下面的图解归纳关于定义在连通开 K 域和单连通开区域上的守恒场的结果. 
14.3 节 
定理2 

F 在公 上守恒: r 在 =▽/ 

14.3 节 f 11 向量 恒芩式(公式 UOJ 

® fi 3| ]J 

在 D 屮任何闭路径 <=在整个 D 上 V X F-Q 
h i F . = 0定理 7 ，区域 
" 的单连通性 


和斯托克斯 


定理 


习題 14. 7 

在 d 题〗中，利用斯托克斯定理中的面积 

分，计算场绕曲线 C 在指定方向的环流. 

1. F = x 2 i + 2 xj ^ z 2 k- t C ： 邛平面内的椭圆4* 3 + 
)^=4, 从上方看沿反时针方向. 

2, F -2 7 i +3 ^-^Jti C ： 巧平面 内的固 /+ 〆 =9, 
从上方看沿反时针方向 t 

X F = yi + x^t + x z k ； C , 由平面文 + y + 
z = l 从第一卦限切割的三角形的边界，从上方看 
沿反时针方向- 

4. /■=(/ W)i + ( y+?) J + U : + /> Jt ; C : 由平 
面; t + y+z = l 从第一卦限切剤的三角形的边界， 
从上方看沿反时针方向. 

5. F = (/ + ：： 2 )j. + U 2 +r)*; G 町平 

面内以直线 *= 和>=±1为界的正方形，从 

上面看沿反时针方向. 

6. F = C : 圆柱面^=4和半球面 

^ + r 3 + z z =\6, z 这0的交线，从上方肴沿反时 
针方向. 

7•令 n 是椭球壳 

5： 4 x 2 +9/ +3以= 36, z 这 Q 
的单位外法向童，并且令 


F = yi + x 2 j + + v 4 ) v %m v 

求 

V x F * n d<r 

的儐 + (提 示： 椭球壳底部椭闽的一种参数表 市 
为 j = 3 cos 1 = 2 sin 1 , ) 

8. 令 it 是抛物面壳 

5 ； 4x 2 + y + z 1 = 4 , ^0 

的申-位外法向置（离开原点的法向置 K 并且令 

叫 - : + 2 _ b) i + (,an "' ry + ( t + i~h) fc 

求 

V y F - a d*r 

的值. 

9. 设 S 包含圆柱面 + / = fl : , O^z^h 及其顶面 
V + y 2 矣 a 2 , z-h. 令尸 = -rt + jj + x 2 k . 利用 
斯托克斯定理求 ▽ x F 向外穿过$的通最 ■ 

10•求 

J Vx ( yi) *n dfl- 




向會场 t 的积分 
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的值，其中 S 是半球面 xSpO . 

1L 觼度 F 的通量 k £ 明 


対下■跨越片 R 在 C L : 译致 M 样正方向的所有 
冇向曲面 S 風 A 相 ㈣ 的值. 

12* 令 f 是定义在包 fr 光滑闭冇向曲面 S 及其内部 
的 KfeU: 的奵 微向置场.令 n 是 St 的单位法 
向董场 T 假定 S 是由两个曲面\和5 : 沿条 
光滑的简中闭曲线 C 连接成的丼集.关于 
J V x f. rt der 

能够得出什么结沦？提出答案的理由. 

在 U 〜18中，利用斯托克斯定理中的面 
积分， it 算向置场 F 的旋度在向外申位法向量 II 的 
方向穿过 S 的通置> 

13, f =2zi + 3v+5 r jt; 

S ： r [ r ,6) = ( r coa S)i + ( r » in^)j + (4 - r : )*, 

0 矣 r 名 2, 0 在 ft 英 2 tt . 

14, F = (y - z)i + {z - x)j ^ 

S ： r( r,0) = (r ros ^)l 
0^ r ^3 r 

15. F = x^yi +2y^ + 3zk； 

5: r ( r . d > = (r cos tf ) i ' 

O ^ r^l , 0^9^2 tt . 

16 . F= (i - j)i + (y - j)J + (j - #)*； 

5: r ( r ,0) - (r cos fl)i + (r ain &)j 十 (5 - r ) t . 
0^ r ^5 t 0^9^2 tt . 

17_ F = 3 yi ^(5 -2^ J >4 { z l -2 }*j 

5 ： r(= {^2 sin ip «js d)i + (~/S sin tfi sin B)j 
+ (V5" coa 

18* F = y 2 i += 2 j + xk w 

S -, r ( 中，枝） =(2 sin tf > cos ff)l + (2 ain ^ sin $)j + 
(2 008 4i)k, 

0 莓办莓 tt /2, 0 岛把 

19 . 零环流利用恒等式 ▽ xV / = fl ( 正文中的公式 

(8>)和斯托克斯定理， UH 明下列扬围绕空间中 
任何光滑的吋定向曲面边界的环流为零. 
la ) F =2 xi ^2 yj +2 Jt . ( b)F = V ( V ^)- 
( c )^ = V ^ (xt +yf +zt). (d ] f = V / 

20 . 零环流令/卜，：^：^…./—: 1 )，证明 


*-{ x + z ) k t 

+ ( r sin ff)J + (9 -r )k, 

+ (r sin d)j + rk. 


场绕叮平而内的 ffl ：^ + r 2 = a 2 沿曠时 
针方向的环流为零. 


(•} 通过取 r = (a cos /} j + ( sin f )ji 0 C 
2 tt , 并 R 求 f * dr 在阓 i : 的积分. 

(b) 通过应用斯托克斯定理. 

21. 令 dfim +2 r + z =2 内的简中闭光潸曲 
线，取附阁所示的方向，证明 


^2^ dj + 3 z <lr - jr d : 


仅随 c 包阑区 域的面积而定 ， 同 C 的位 置或者 


形状尤乂 t 



22. 址明： 若 公 + dt T 则 = a 

23. 求一个具有_次町锹分置的向*场，它的旋度 

是 + 或者证明+存在这样的场. 

24 . 斯托克斯定理关于腚度为零的场中的环流有什 
么特别的结论？提出答案的理由. 

25. 令是 V 平面内以分段光滑的简单闭曲线 C 为 
界的 K 域，并且假定已知对 i 袖和 Y 轴的惯 
件矩为/,和~求用 /. 和 t 表币 的枳分 

^V(r 4 ) 'll dj 

其中 

26 . 旋度为零但是不守 恒的场证明 


F = Tf? i + 7T7 j+lk 

的旋度为零，但是如杲 f ： 是 巧平面 内的圆/ 


-dr 


不等亍零.（这里不能应用定理7,因为 F 的定 
义域不是竽连通的 +场^沿 r 轴没有定义，所 
以无法使 C 在不脫离 F 的定义域的前提下收缩 
到一点 -) 


14.8 散度定理与统 一理论 

平面内格林定理的散度形式指出，向量场穿过简单闭曲线的向外净通最，可以通过在由曲 
线包围 Lx : 域上求场的散度积分来计算 * 在三维向量场中，对应的定理称为散度定理 T 说明问量场 
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穿过空间闭曲面的向外净通 *, 可以通过在由曲面包围的 K 域上求场的散度积分来计算.我们 
在这一节证明散度定理，并且说明如何用它简化通量的计算.此外，还要推导电场中通置的高斯 
定律，以及流体动力学中的连续性方程.最后，我们把本聿讨论的向量积分定理统.成一个基本 
定理. 

14.8.1 三维向量场中的散度 
向董场 

F = M(x,y,z)i + + P(x,y,z)k 

的败度是纯 S 函数 


div F = V-F 


_ W 3P 
扣 by dz 


⑴ 


符号 “div F ” 读作的敢度记号 V . F 读作 U ,bt F ". 

在三维向量场中， dWf 具有和二维向量场同样的物理解释.如果 F 是流动气体的速度场， 
divf 在一点的值是气体在 U ， y . z ) 压缩或者膨胀的速率，这个散度是单位体积的通量或 
者在点的通童密度. 


例1求的散度. 
解 F 的散度为 


V-F =夺（2灯）+ 异（-町）+ 夺 （-；：)= 2卜* - 1 ■ 

dx dy oz 

14. 8.2 散度定理 

散度定理表明，在适当条件下，向貴场穿过（外向）闭曲面的向外通量，等于向童场的散度 
在由曲面包围的区域上的三重积分. 


定理8 (散度 定理丨令 F 是分量具有连续一阶偏导数的向量场，并且令 S 是分片光滑的 1 
有向闭曲面. F 在曲面 S 的单位外法向最场 n 的方向穿过曲面的通鼉，等于 V - F 在由曲面包 1 
围的区域上的 积分： ； 

■« V*F dl/ (2) j 

a D ! 

(向外通量〉 （散度积分） I 


例2求等式（2>两端对干向量场 F = *i + x / + i * 在球面上的积分. 
解从的梯度，计算出 S 的单位外法向量为 
n _ 2(j[：| + 4 zk) _ xi -b yj + zk 

^ ■ /4 W +^) _ a 

因此， 

F ~n da - = - ~ - ^ - dcr = dcr = a iW 

a a 

因为在球面上.所以 


jjf dp- = J a d(r = ajjdtr = a(4ira 2 ) 


/■的散度为 


V-F - 


A 

dx 




A_ 

By 




d 

'dz 


{ z ) 



向*场尹的积分 
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故有 

| v.Fdl =麗3仆= 3( 夺 ™ ! ) = 4 W ■ 

例3求 + 向外穿过由^平面* = 1, r = l 和 1 = 1从第一卦限切割的立方体的表 

面的通 M . 

解 我们可以通过求散度 

V-F = (*y) + ^ (>i) + ^ (k) = y + z + x 

在立方体内部区域上的积分计算这个通置，而不用计算穿过立方体每个面的通量并且对六个单 
独的积分求和.这样 得到： 

通貴= | F-nda- = J V-FdV <散度定遵） 

立方 iUv 

= J o J o | o <* + r + z )^ dyth = ^- (常规积分） ■ 

14.8.3 对特殊区域的败度定理的证明 

为了证明敝度定理，我们假定 F 的分置具有连续的一阶偏导数，另外，假定 D 是没有空洞 
或者“气泡”的凸区域，如球体、立方体或椭球体，并且 S 是分片光滑的曲面.同时，对于 D 在 
町平面上的投影区域假定在其内点垂直于 V 平面的任何直线同 S 恰好交于两点，产生满足 
M 戈， >0的曲面 

t 2 =/,(J,y ) ， (x t y) e 
5 2 ： ^ =/ 2 ( Tt >) t (^ f T j ) e 

关于在其他坐标平面上的投影，我们作同样的假定.参见图 14.60. 

单位法向貴 + 的分量是同 L 人 Jt 的夹角 a f fi, y 的余弦（见图 14.61). 

这是因为涉及的所有向量都是单位向量，我们有 



图 14.60 对干所示类型的三维区域证明敵度定理 图 14.61 «的分置是》同 i， 人 Jt 的夹角的余弦 

因此， 

B = ( cos a)i + ( cos ^ ( cos y) Jt 
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向:*■场中的枳分 


这就证明等式 (5). m 

用问样的方式讪明等式 （3) 和（ 4 );或卉依次 w 换: t.y， 1/^，/>和 11 ，卢々从等式 （5) 得到 
等式 (3) 和(4> 中的结果. 

14.8.4 其他区域的散度定理 

敢度定理可以扩大到能够划分成有限个刚讨沦的简单区域类型的以:域，以及能够以某种方 
式定义成更简单区域的极限的 K 域.作为这样的划分过程中的 一步的 例子，假定是介于两个 
同心球面之间的 K 域.并在整个 K 域 D 和边界曲面上有连续可微的分量.用赤道平面把 
分成两半，并旦对单独的每一半应用散度定理.下面一半 R 敁水在图 14. 64中.限定的曲面 
5■包含外侧半球面、垫圈形顶面和内侧半球面.散度定理表明 

jF-rt.dfr, = ^ V-FAV, (6) 

从0,指向外部的单位法向量《,，在外側曲面指向离开原点的方向，在内側曲面指向到达原点的 
方向，而在顶面等于 A . 接着对 A 及其限定曲面 S, 应用散度定理（见图 14. 65): 

= | v - Fd ^ ( 7 ) 



坪我们从0 2 追索在 s , 上的指向时看出.+在巧•平面内沿垫圈形底面等于 - Jt . 在外侧 
球面上指向离开原点的方向，在内侧球面上指向到达原点的方向.当对等式（6> 和（ 7 > 求和时消 
去顶面和底面上的积分.因为 n , 和 II :在垫圈形平面上的符号相反.因此，获得结果 
Jf-n do- = J V-FdV 

其中£»是两个球面之间的区域， O 的边界 S 包含这两个球面， S 上的单位法向置从 Z ) 指向 
外部. 

例 4 求场 


p _ xi + yj + zk ~~^—— r 

F - - y ^ ^ =厶” 

穿过区域0: 0 + z 2 ^ 的边界的向外净通董， 

解可以通过求 V . f 在 D 上的积分计算这个净通童.我们有 


2 = 士 “ 、〜 ) ， 2 幻=爹 


和 




所以 ▽./ ■在 D 上的积分为零和穿过的边界的向外净通量为零.然 [W, 从这 个例子 可以丫 
解其他结果.穿过内侧球面 s u 离开区域的通童，是穿过外蒯球面&离开 D 的通童的负值 （H 
为这两个通童之和为零）.因此， F 在离开原点方向穿 过乂的 通量同 F 在离开原点方向穿过 S t 
的通童 相等.所以， F 穿过以原点为中心的球面的通量同球面的半径无关.那么 * 这个通童的值 
是什么 ■? 

为了求出它的值，我们直接求通量 积分. 在半径为的球面上，单位外法向录为 


JV.Bdtr = (4irri J ) = 4ir 

f 向外穿过以原点为中心的任 k 球面的通量是 
14.8.5 寓斯 定律： 电雄理论四大定律之一 

从例4还可以获得其他结果.在电磁理论中，由位于原点的点电荷9产生的电场为 

其中 4 是物理常数， r 是点 （*, y , 2 ) 的位置向童， p = in = W +义 采用例 4 的证 


从例4的计算显示，£穿过中心在原点的任何球面的向外通量是 但是这个结果不限于 
球面. E 穿过包围原点的任何闭曲面 S (对它适用散度定理）的向外通量 也是？ /〜. 为了弄淸原 
因，我们只需设想一个以原点为中心并且包围曲面 S 的很大的球面乂-由于 


与 P >0 时，V -fi 在5和足之间的区域 D 上的积分为因此，由散度定理, 



并且 E 在离幵原点的方向穿过 S 的通量，同£在离开原点的方向穿过之的通童必定相等，这个 
通量为这个结论称为高斯定律，也适用十比这里所作假定更为一般的电荷分布，正如几 
乎在任何物理学教科书中看到的一样. 




向量场中的积分 


SU 


离斯定律 

[Tf * JI (I<T = 

s A 


14*8.6 流体动力学的连 《 性方程 

令 D 是空间中以闭有向曲面 S 为界 的区域 如果 rUj.d 是平稳流过 ZJ 的流体的速度场， 
S=6(dz) 是在时间 t 流体4:点 U，JV) 的密度，件那么流体动力学的连缠性方程表述为 

V-F + - = 0 
dt 

如果涉及的函数具有连续的一阶偏导数，那么如下面所见.这个方程由散度定理自林地导出. 
首先，积分 

^F-nda- 

是流体在那里穿过 S 离开 /) 的速率 （ 流体离开是因 
为 " 为外法向童）.为了弄清原因，考虑曲面上面 
积为 Ao •的拼片（见图 14.66), 在很短时间间隔 A* 

内，流体流动穿过拼片的体积 AV 近似等于底面枳 
为 Act 和高为的柱面的体积，即 
AV ^ w * nAcrA ( 

其中〃是位于拼片上一点的速度向童.在这个体积 
内流体的质量约为 



V 

閉I 4 ■從在短时间 Af 内流体穿过拼片 Act 
向上流动注满体积近似等于 
底 ><高 = *•_ 

的“柱体” 


Am SvnA(rAt 

所以在那里流体质量穿过拼片流出区域 D 的速肀约为 

^ ™ 5 v - nAtr 

这就产生作为在那里流体质童穿过 S 流动的平均速率估计的逼近 
^ m：ag I 5 f -nAcr 

最后，令 Aa — 0和 At -»0, 得到在那里流体质量穿过 S 离开 D 的瞬时速率 

5 = 卜 

对于我们讨论的特殊流动，这个值为 ' 

5 = | F ' ndtT 

现在令忍是中心在流动中一点0的球体 . A ./ •在 fl 上的平均值为 

! V-J 


B 的体积 

这是 ▽• F 在 B 中某点/>实际出现这个值的散度连续性的推论.因此， 

lF-n da- 


S 的体积 


= 流体质董在那里穿过曲面 S 离开 fl 的速率 
B 的体积 


⑻ 
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上式朽端的分式描述毎单位体积中流体质最的减少. 

现在令 B 的半柃趋近零而中心<?保持固定-等式 （8) 的左端收敛于（▽./=•)„，心•端收敛 F 
( -dS/di ) v . 这两个极限的等式就是迮续性方程 

V-F =--冲 

这个连续性方程 "解释 " V - F 如下：^在_ .点 的敗度是流体的密度在耶里减少的速率 • 

敢度定理 

JV.B dcr = JJ" ▽-f dl’ 

现在表明，在区域 D 中流体密度的净 k 少量是按一过曲面 S 流出的流体质量来计算的.所以这 
个定理是关于质量守恒的一种陈述（习题 31). 

14.8.7 统一不间积分定理 

我们如果把二维向量场尸^叫:^:^ +的:^:^看成灸分埴为零的-:维向埔场，耶么 V-f = 
(dM/dx) ^(B!V/dy ), 并且格林定理的法向形式可以写成 

f F . rtds = f(S + S) = f V ' f(W 

同样 ， VxF -Jt = (,)/v/a*) - OM/dy ), 所以格林定理的切向形可以写成 

i F，dr = f(S-f) did ^l vxF - td/, 

由格林定理现在用倒二角 记号的 等式.我们可以看出格林定理这两个等式同斯托克斯定理和散 
度定理的等式的关系. 

格林定理及其在三维向置场的推广 

格林定理的法向形式 jF-n = | V ' F ^ 

散度定理 iF-ndtr = I V-FdV 

格林定理的切向形式 f F_dr = I" Vx f ‘4 dA 

斯托克斯定量 ff.dr = F‘n dtr 

注意斯托克斯定理是如何把格林定理的切向 （旋 度）形式从平面内的平面曲面推广到二维空 
间中的曲面的.在每一种情况下， curl F 的法向分最在曲面内部上的积分等于 F 围绕曲面边界的 
环流. 

同样，散度定理把格林定理的法向（通 景） 形式从平面内的二维区域推广到空间中的=维区 
域.在每一种情况下，在区域内部上的积分等于场穿过区域边界的总 通量. 

这里还有进一步的结果.可以把这些等式全部看成一个单一的基本定理的不同形式.回想 
一下 5.4 节中的微积分基本定理.基车定理表明，若 /(*) 在区间上是可微的而在 [ttj] 上 
是连续的，则有 


广盖 di = f(b) -/(«) 



向量场 t 的积分 
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如果在整个 KIM 上令 F =/(#)/，那么 （ d / Ak ) = V - F . 如果把在 [-,*] 的边界《和6『-1边界正 

文的单位向 M n 分別定义为 - i 和；（见图1 4. 67 ) .那么 

f{b) -f{a) =/{h)i-{i) +/(fi)i*( -/) = F(b) -n + F(«) •« » =." = , 

= f 穿过 [« 边界的向外总通 ft ° » ' 

基本定理现在表述为 m 14. 67 * -维空间的 [ o ， i : 边界 

F (6) ■« + F («) -n = f V - F.U 神位外 fi 向緻 

^ L._*l 

微积分基本定埋、格林定理的法向形式以及敝度定理都说明，作用 f -个区域上的向量场尸的 
微分算子▽•的枳分.等十 FfF ■: K 域边界的法向散场分最之和 I (我们在这里把格林定理中的线 
枳分和散度定理中的面积分解释成 汴区 域边界上的"和 ' ) 


斯托克斯定理和格林定理的切向形式表明 • 只要曲面是完全定向的，作出于一个场上的旋 
度的法向分量的积分等于曲面边界上的切向量场分量之和.这些解释的美妙之处在于 T 它们都 
遵循可以陈述如下的单一统一原理. 


作用于一个区域上的向童场的微分算子的积分1等于算子在区域边界上相应的场分量之和. 


匁題 14. 8 

在习题〖 -4 中，求场的散度 T 

1. 阁 14. ]3中的旋转场. 

2. m 14. 12中的径向场. 

3. 阁 14.8 中的■力场和 14.3 节 > J ®38( a ) 的轚 
力扬. 

4. m 14. 11中的速度场+ 

在习中，利用敢度定理求 f ■穿过 K 域 
D 的边界的向外通 fi . 

5. F = (y - x )< + (z - v)y + (v - ^) ir ； 

立方体 D ： 以平面 ar =± l ， y=±l 和 
为界的立方体. 

6. F =x 7 i + y 7 j + ； 5 i ； 

hi 立方体 乃：由 f . 面太=1, r = i 和2 = 1从第 
-卦限切荆的 5: 方体. 

( W 立方体 以平面 r =： t 】._ T =： t ] 和：= 
*1 为界的立方体. 

( c ) 圆柱体容器仏由平面 r =0 和-，=1从_柱 
体/ 莓4切割的 K 域， 

7. F-yi + xyj - zk ； 

圆柱体和抛物面圆柱体 * 3 + y 2 在4内介于 
平面 pO 和抛物面 j 4/之间的区戚 

8. F^xU+xij^Szki 

球体 £) :球体 z 2 + 3甚< 

9. F^x i - lx^^xzki 

球体的一部分 Z ): 由球 面/+ ? 2 +尸=4从第- 
卦限切割的区域. 

10. F = (6 x 2 + 2 xy)i + {2 y + x 2 s)j +4* 1 >- 3 *： 

圆柱体容器仏由圆柱面* 5 =4和平面 


== 3从第一卦限切割的区域. 

11. F =2xzi - xyj 

禳形块由平面和橢圆柱面4/ + / = 
16从第- * 卦限切割的楔形块区成 

12. F^x 3 i + y 3 j + z 3 k, 

球体 /J : 球体/ + 

13. F - -/ x 1 + y 2 + z 2 (xi yj + sk ) ; 

厚居球面 Z>: K 域丨这/ +/+--、2. 

14. F = (xi +yj + zk)/yfx"+y 2 +z 2 ； 

厚居球面区域 在辠 
t5 - F = (5 x i + Hxy ^ ) i + ( + e T sin r) / + ( 5 j j + 

p y c(x>, i)k； 

厚层球面 f>: 介于球面 V +/ +/ = l 和？ + 
/ +? :2 之间的区域 

16_ f = In ( ? + ’ 3 - (譬 tan"， 十 + x \^ x 2 +r : Ar； 

厚届圓柱面 D , 厚壁 囤柱面1 备 ^ + _r : 在2, 

17. div (curl G) 为零 

uiE 明： 若场 g =Mi + w + pic 的分 m 所葙的 
偏导数是连续的， ^V-AxG=0. 

I b) 关丁场 VxG 穿过闭曲面的通置可以得出什 
么结论（如果存在）？提出答案的理由. 

18■令和心是可撤向董场，并且令^和6是任 
意实常数.证实下列恒等式. 

(a)V'(aF, +bF 2 ) ^aV-F t +6v，/V 
(!))▽ x (of, + bF 2 ) = aV xF t + bVxF^ 
{c)V-(F i xF 2 ) xF t -F r V xF 2 . 
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19. 令 f •是可微向董场， 并且令 客(*，>^)是可微纯 
量函数 . 旺文下列 悄等式 + 

{ a ) V *(^ F ) = gV*F + Vg F . 

{b)Vx(gF) -gV xF + VgxF. 

20. 如果 F = + 没足 町 敝向 簠扬， 把 idi | 

F *▽ 的含义定义为 

M — +, V — + P — 

rfx dy dz 

对于可微向*场尽和 h 证实 下列 m 等式. 

xF 2 ) ={F : -V)f L - (F r V)F z + 
(V^ 2 )^ -(V + F_)/V 
{b)V(F t -F a ) ={F, -V)F 2 + {F 3 -V)F, + 
F, x (V xF 2 ) +F 3 x(V xF ,). 

21 . 令 f 是 个 场，它的分置在整个包含以闭光滑 
曲面 1为界的区域 Z ? 的空间区域内有 连续阶 
偏导数.如果 IFI 赛 I ，三重积分 

的值町能存在任何^限呜？提出答案的理由 1 

22. 附阁所示类似立方体的闭曲面的底部是^平曲 

内的单位正方形.四个側面位于平面太= 0, 
1 = 1, 7=0和 y=l 内.顶部是单位元为未知的 
任 意光滑 曲面.令 + 并 a 

假定 F 穿过側面4的向外通量是1 W 穿过側面 

的向外通置是 -3. 关于穿过顶部曲面的向外 
通量吋以得出任何结论吗？提出答案的理由. 



23. ( a ) 证明： 位置向量场/ j+zJt 向外穿过 

光滑闭曲面 S 的通量，等于由曲面包围区 
域的体积的3倚. 

( b ) 令 n 是 S 上的向外单位法向量场.证明： 
在 S _L 的毎个点 F 不可能同《正交- 

24. 最大通置在由不等式0幻在 a , 0在 rd , 0專 

定义的所有长方体中找出一个长方体，场 
F = (- x 2 -4^ -6>^ + \2^ 向外穿过它的6个 
面的总通 S 达到最大值.这个最大通置是多少？ 


_ _ 第 M_+_ 

25. 立 体区鱸 的体积令 f = w + r y + jt T 并旦®定 
曲曲5和 k 域 d 满足 畋度 定理的嵌设.址明： 
£) 的体积由下述公式给出： 

/J 的体积= y|^*»a*r 

26. 常向置场的通量证 明： 常向 量场/ 穿过 
适用畋度定理的任何闭曲面的向外通 ft 为眾， 

27. 澜和函败 函数 /(x, r ，d 称为空 NK 域 W 中的蜗和 
* 教，是指它在整个 K 域。上满足拉普拉斯方程 

ui 假定/在由光滑曲面 s 包闱的 整个有 界民蜮 
是涮和函数，并旦《是在^上选定的单位 
法向置. 证明： y 在方向的导数 ▽/•!* 在 
s [的积分为零. 

明： 若/是 D 上的阑和函数，糾 

jj/Vf-tt dor = |[| V/l ； i\V 

28. 梯度场的通量令 S 是球体 ？ +; : 忘 J 在 

第卦限部分的表面，并 R 令 /U. V,， 
In v々 +/ +--、 H_ 箅积分 

及 V/'ft tlfr 

(▽/I是/在;1的^向的导数 . > 

29. 格林第_公式假定/和 g 是在以分片光淆的 
闭曲面5为界的整个区域 O 上具有连 续的阶 
和二阶偏导数的纯 fi 函数.证明： 

= 增(/ V 2 g + V /^ Vg)dV (9) 

等式 0) 是格林第一公丈 （提示： 对场 F=/ ▽系 
应用敢度定理 >) 

30. 格林第二公式（铀习趙 29) 在等式 （9) 中交换/ 
和客得到一个类似的等式.然后从等式 0) 的 
闻瑞减这个等式的两端+证明： 

⑽ 

这个等式是椹抹第二么I式. 

31. 质量守恒令是空间区域 D 上的连 
续可撖向董场，是连续可微的纯董 
函数+变量；代表时间域.质量守恒定律断言 

去 ^p{t t z,y 7 z)dV = - jpv-rr dcr 

其中5是^围区域 D 的曲面 .i 
U) 如杲〃是淹体流动的速度场， p 代表流体在 
点在时间 f 的密度，试给出质量守 
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恒定律的物理 解释. 

(b) 利用散度定理和莱布尼茨法则 

I 單 P ( t ， x , y 咖 V = 堪普狀 

iiE 明： 1 质置守恒定律等价V连续性方程 

V ，+ 絮= 0 

(在第-项 Vv* 中变置£保持不变，而在第二 
项 f 中假定 o 中的点 hu) 是阇定的 .） 

32* 热扩散方《令是具有连续二阶偏 
导数的函数.给出士据空间 K 域的物体在点 
U,r,z) 在时间 f 的温度.如果物体的热容 ft 和 

第14章复习指导问埋 

1. 什么是线积分？如何计算线积分？举出一呰 
洌子. 

2. 你能够利用线积分求弹簧的质心吗？作出解释- 
^ 什么是向量场？什么是梯度场？举出一些例子. 

4-如何计算由力沿曲线移动质点所作的功？举一个 
例子. 

5. 什么是流、环流和通量？ 

6. X于路径独立的场有什么恃性？ 

7. 对于-个守恒的场你能作什么描述？ 

8. 什么是势函数？举例说明如何求守恒场的势 函数？ 
9* 什么是微分形式？微分形式是恰当的含义是什么？ 

如何检驗敝分形式的恰当性？举出一些例子. 

10. 什么是向量場的散度？对于散度你能作出什么解释？ 
II- 什么是向置场的旋度？对于旋度你能作出什么解释？ 
12. 什么是格林 定理？ 对于这个定理你能作出什么 解释？ 
13 - 如何计算弯曲曲面的面枳？举一个例子. 

第14章实习习题 

1. 附图显示空间中连接原点和点 （1,M) 的两条折 
线路径-求 /U， 7 4) -3〆 + 3 在每条路 

径上的枳分. 



■1 mi2 

2 . 附图显示连接原点和点的三条折线路 
径.求 yuu)y-z 在每条路径上的 
积分. 


质 t 密度分別用常败 r 和 p 表糸，称为物体 
的毎簟位体积的热 NE. 

(a) 解释- V7 ■为什么指向热流的方向. 

( W 今 - U 7 ■表示銻置通 量向置 （其中常败 A 
称为传导單. ） 假定在4題31中的质最守恒定 
渖取 - AAk * 和免 r = h 推导热扩败 方稈 



K 中 A = t (屮> >0是扩散 率常敦 （请汴 
意， 如果70, d 代表在时间 i — 根两端完 
+绝热的均匀导热的杆在位童^的温度， 
那么7 2 7^3 : 77办 2 )和热扩敢方程异出第12 
章补充和提高中的-维热扩散方裎.） 


14. 什么是有向曲面？如何计算三维向置场穿过有 
向曲面的通鸶？举一个例子」 

15* 什么是面积分？用面积分能够 i 卜算什么？举- 
个例子. 

1*. 什么是#数化曲面？如何求这徉■个曲面的面 
积？举出一些例子. 

*7 如何求凼数在用参数表示的曲面上的积分？举 
一个例子+ 

18- 什么是斯托克斯定理9你对这个定理能够作出 
什么解释？ 

19. 慨述本章关于守恒场的结果. 

20. 什么是散度忠 ffi? 你对这个定理能够作出什么解释？ 

21. 散度定理如何推广格林定理7 

22. 斯托克斯定理如何推广格林定理9 

23. 怎样把格林定理1斯托克斯定理和畋度定理看 
成一个单一基本定理的不同形式？ 
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3 - 求 

r(t) = (n cns Oj + (fi sin f)*> 0 ^ f ^ 2 ti 

上的积分. 

4 . 求/(*, 7 ,幻 = V ^ T ? 1 在*形线 

r(0 = { con t + t »in + (sin f ~ t can t ) j , 

0 < / ^ /3 

I : 的枳分 了 

求习和 6 中的积分 i 
5 广 4 ,韻 dj + dy + dz 

J (. i ‘ u ) /x + y + s + 

7 * 求 f = - ( j sin z)( + (jc flin j),/ + (^ cos z)k 阁绕 
由平面 I ， - l 从球曲 V + / +i 2 = 5 切割的阀从 
上 方看按 顺时针方向的积分. 

8. 求 F = 3 * 2 ji + U J +1)/ + 9/*閛绕由平面欠=2从 
球面^ + 〆 +1 3 =9切割的囤的积分. 

求 4 題 9 和 10 中的积分. 

J 8 * sin > dt - 87 cos x 6 y ; 

C 是由直线^ = t / 2 和/ = tt / 2 从第一象限切荆 
的正方形 - 

10. J ^/ d * + x 2 d J; 

c 是 M /+ / = 4 . 

11 . 椭圆区域的面积求由阏柱面^十/ = 1 从平 
面*+ 7 +1 = 1 切劊的椭闽区域的面积. 

1Z »物面顶*的面积求由平面从抛物面 
r 切割的顶盖的面积. 

13 . 球面顶畫的面积求由平面 z 从球面 

* 3 + y 2 + z 2 = 1 顶部切割的顶兼的面积. 

14 - 用圆柱面切割半球面求由圆柱面，+ 
y 1 = 2ar 从半球面 s 2 +/ + 2 2 = 4 ，切割 
的曲面的面积 1 

\ 浐球面 



[Ml 柱面 2 ci^ a 


(b) 求 mtn 面位 T 半球面内郎部分的面积（提 
示：投彩到 《平而.或荇求积分 
«中 A*w 柱 rtf 的布*,山是V平曲_内阒 
/ +r =2* 上的*兀的长度 .） 

_ 5 .三角形的面秩求平面 ( j / rt ) + ( >/ 6 ) + ( z / r ) = 

■ U , 「>0)向第一卦限相交的：角形的 Ui 
枳.叫相应的向量什算验讪答案 t 
16-用平面 切割撖 物柱面在由 平由、 =0, 和 
2=0从抛物衧面/ - r = l 切割的曲面上1求卜列 
积分： 


( a )^< ,；) 



(b)^r(x,> .z) - ： 

/4v a + I 

17■用平面切割圆柱面在阕柱面 〆 +^=25 位亍 
第一卦限内的 Y 面1 =0 ^i = [ 之间以及在平面 
:=3之1.的区域上，求 =/ y {/ + ?) 
的积分. 

1S. 怀俄朗州的面轵怀俄明州东西以西经 \\r3 t 
和1041「的子午线为界，南北以北纬 4r 和45。 
的圆为界 T 假定地球是半径 /f = 3 959英里的球 
面.求怀谀明州的面积. 

在4题 】 9~2 4 中，求曲面的参数表示. < 存在 
多种参数表示，所以你的答案可能和本书的答案 
不同 .） 

19. 球面带球面X 2 + r 3 +r 2 =36介于平面== -3 
和之间的部分， 

20. #* 物面顶蠡抛物面 z =-< 尸 ” 3 )/2在 f- 面 

-2 之上的部分. 

21- 圆锥面圆锥面 d + M3. 

22.正方形之上的平面平面如 + 2) +1 = 12位于 
第 -- 象限内的正方形 0^ r ^2, 0系之 [_ 的 
部分. 

23* 撇物面 的部分 M 物面 t = _ T 在2位 

于V平面之上的部分. 

24-半球的部分半球在第 
卦 限的部分. 

25. 曲面面积求曲面 

/ ■( u ^ v ) = (u + r)i + (u - t/)j +■ vk , 

0 莓 U 莓：1， 0 莓 r 莬 i 

的面积 1 

26. 面积分求 /(mj) =4A 在习题 25 的曲面 
上的积分. 

27. 鱺旋面的面轵求附围中蠔旋面 





向 f 场 f 的积分 


= (rcroa B)i + (^ sin 8)j + flt, 
0 ^ & 0 ^ r ^ L 

的面积. 



M . 面积分求积分 

I v ^ T 7' rTd £ r 

其中是习題 27 中的蠔旋面. 

在习题29 -32 中.哪叫场是守 (0: 的，哪些 feM 、- 
是守佴的？ 

29. F = xi+yj -¥ zk. 

30. F = (xi + yj ^zk)/(x i +y 2 +: 2 )]' 

31. F^x^i+y^j+z^k. 

32. = (i 4 ^-^yk)/{x +> s) r 

在 4 M 33 和 M 中，求场的势函数 1 

33. f =2 i +(2 7 + s)j + ( r + l ) it . 

34* 尸 =(2 cm x?)i + e 7 4 ( fl ： cos it ) A . 

在 4 题 35 和 36 中，求由每个场沿巧题1中从 
点 （0 f 0,0) 到的两条路椏所作的功. 

35* F - 2xyi +j + jf ： t . 

36, F = 2xyi + x 2 j + Jt . 

37. 用两种方式求功按下面两种方式求由 


在平面曲线 t: 从点 

(1,0) 到 U 2 '0) 所做 的功： 

U) 利用曲线的参数表示计算功积分 ； 

(1>)通过计算 F 的势 函数. 

双沿不周路径的流置求场 F = 的流置： 

U) 围绕平面 jc +r +i = l 和阀柱面？ +/=25的 
椭 ®l 交线 C, 按照从正 y 轴看的顺时针方向. 
(b) 沿着习题2?中从点 （ 】 ，0 T 0) 到 （I. OJtt ) 的 
螺旋面的弯曲边界1 

在巧题39和40中，利用斯托克斯定理中的面 
积分求场 F 按照指定方向围绕曲线 C 的环流 . 

39. 围绕橢賵的环淹 

F = y 2 i - yj + Ttzk 


f +6 r -3 ； ^6 M 阓柱向相交的椭阒. 
按照从 h 方濟的反时针方向. 

40- 9 鐃圆的环流 

尸= ( t = + >■)# + ( j + > )7 + (4 v : - :、k 
《:: f 面二= 'v M 球面/ +〆+ / = 4相殳的 
脚， 按照从〖://裨的反时计方向. 

4 U 具有不同密度的金厲线求沿曲线 

r ( F ) = yJtf + ~/2 tj + (4 - r )*,0 ^ ^ L 

W 放的细金属线的质 IL 假定它作 f 的密度为 
( b )^ = l . 

42* 具有可变密度的金厲线求沿曲线 

r(t ) - « + 2tj + ( 2/3 ) ,0( ，在 2 
霣放的细金厲线的质心，假定它在 f 的密度为 
d = Vs +7. 

43. 具有可変密度的金厲钱求沿曲线 

f (0 = fi + 

S 放的细金属线的质心和对 半标 轴的惯性矩. 
假定它扑^的密度为6 = 1/0 + 1 

44. 金厲弓的质心一把细长的金属卩位于^ f-\M 
内的半岡 ） = V ’ a ' x : L . J 在点 （ r ,. v ) 的密度 
为 (: 1 1 v ) -2 a - y . 求弓的质心. 

45. 具有常数密度的金厲线位于曲线 

r { t ) = (pros t)i + ( e sin i)j + 

0 ^ f lr 2 


上的金域线的密度为常数 S=L 求 i 和~ 

^具有常数密度的金厲线求位于蠼旋线 

r ( f ) ^ ( 2 sin f }i + (2 oo .^ t)j + 3 f *, 0 萑 / 毐 

h 的密度 S 力常数的佥属线的质心. 

47 . 薄 宪的惯 性矩和质心省由 f 面 z = 3 从球面 
v : +/ + , : =25的上面部分切割的薄壳的 f 和 
质心 T 假设薄壳的密度 

48■立方体表面的憤性货求由平面 i = 】， h ] 和 
— I 从第一卦限切割的立方体表面对 j 轴的惯 
性矩，假设立方体表面的密度为 3 = 1. 

在习题 4 9和50中，利用格林定璀求场依反时 
针方向围绕曲线的环流和向外通量. 

49. IE 方形 F = ( 2 xy + *)/ + ( ^> - y )j 

C : 以直线 r=0 + j = 1 , )=0 和： v=] 为界的正 
方形的边痄， 

50. 三角形 F = ( > - 6 jc - ) I + ( Jt + y 1 )j 

c : 以直线 y = (〕， 和 1 = 1 构成的一:角形的 
边荠‘ 


51. 零线积分 证明： 


1 In jt sin r dv ^ ^° 5 ^ da ： = 0 




对于格林定理适用的任何闭曲线 C 成立< 

52. ( al 向 外通量 与面轵 证明： 位置向董场 F = 
xi”j 穿过格林定理适用的任何闭曲线 C 的 
向外通置，等于由 C 包围的 区城面 积的两 ffi . 
( b ) 今 n 是格林定理适用的闭曲线 {:的 向外电 
位法向嫌.证明 ： F = W + 不可能在 C 的 
每个点同/ •正 交. 

在习助53 -5(3 中，求场 F 穿过 K 域 D 的边界 
的向外 通*， 

53* 立方体 F - 2xyi + 2y^ + 2xsk 

o ： 由平面* = 1， 7 =〖和 r = l 从第一卦限切割 
的立方体. 

54. 球蘯 F=xzi+yv+k 

n- 由 f 向从球体？ + r : 在25切割的 
I .方 K 域. 

5 5 . 球 ft F= -2xi-3yj^ S k 

Dt 由抛物面 JH 3 +/ 从球体 /+ r 3 O 3 赛 2 
切割的卜，方 K 域. 

第14章补充和提离习题 


56. U 锥面和圆柱霣 

F = {6 i + r ) (-(*+-*)>+ 
fl ： 第一卦限内以圆锥面 v /7 T 7 和 Mti 面 
+ V J =1 以及坐标平面为界的 K 域. 

57. 半球面、圚柱面和平面令 S 是左边 Wf - 球面 
/ + / + I W , r «0 为界.中 + 

os y = s 0 为界，以及右边以 _ f ，面 ）■ = » 为 
羿的曲 ffi . 求 F = ri +4+ 鈥向外穿 的通氟 

S &. ffl 柱面和平面求场 f = 31^ + «‘-?*穿过第 
一卦限内以 W 柱面+4/ = 16以及 f rti r 
^=0和^=0为界的曲面的向外通*. 

5 9. 圚柱面容《 利用散度定理求 F =：</ f + /. y _ + 
>* 向外穿过由 阏柱面 * 3 = i 以及 = i 
和：:= - i 所包围区域表面的通置. 

60. 半球面用两种方法求 f = (3-- + lU 向上穿过 
半球面/ + y : +? = a ] , z )0 的通 a : u ) 利 W 
散度 定理 ； （bl 通过直接汁算通 fi 积分. 


在习题 1-4 中，利用格林定埋面积公式，即 14.4 3. 8字形曲线 sin 2 t t r - sin 0 在 f 在 it 

节七题中的公式 (8)， 求由曲线包围的区域的面积 ( 一 个环） 



4 ,泪珠形曲线 * = 2a cos ； - a sin 2x t y 



向量场中的积分 
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5. (a) 举出一个向*场厂(*, ? ' ，幻的 例子.它仅在一 
点的值为0 Iff 其旋度 cuH F 处处不为竽.确 
定这个点并 a i 十箅旋度. 

(b) 举出•向置场 FU,；^) 的例子，它恰好在 
一条 fi 线上的消为0而其旋度 ™『1 f 处处+ 
为芩.确定这条直线并且计算旋度. 

U } 举一个向*场 的例子， 它 ft .- 个 
曲面 1:. 的值为0而其旋度 ™ r l f 处处不为眾 i 
确定这个曲 ffi 并且计算旋度. 

*>■ 求出球面/+? =« : 1:的所有点 U,6, c ), 
在这 邱点向量场 f = rt 3 ( + kV + 2xy2k 同球面屮 
交，并 fl. f( n Ac)_0. 

7. 求 f. 衿为 /f 的球壳的质量，在球壳上每个点 
U,_r，d 的质董密度 5U,u) 是从点到球壳某个 
阐定点的距离. 

»• 氺螺旋线 

r ( r t &) - ( r cos fl)f + (r sm fl)y + ftt, 

0 石 r ^]， 0 ^ ^ ^ 2 tt 

的质量，假定曲线的密度凼数 = 
2 v ^7. fth 线的 m 形参! * l 实的 
附 I?!. 

9. 在所有的矩形 K. 域0矣*笔0, （)《>■=£：(! 中、7找-一 
个矩形， ^ F ^( x 2 + 4xy ) i - 6)7+ 穿过它的四条边 
的向外总通量达到最小值.这 个最小 通量是 
多少？ 

10+求-个经过原点的平面的方程，流场 + 
^ + 7* 围绕这个平面同球面: c : + y : ^ =4相交 
的®的环流达到最大值. 

11. 一条绳子位 T 第…象限内从点 （2,0) 到 （0,2) 的 
岡/ + /=4上.绳子的密度为 Mu) 

(a) 把绳子划分成有限段子弧，证明由重力把 
绳子 垂直向 T 移动到*轴所作的功由 

给出，其中及为*力常数. 

(b) 通过什算 （ a ) 中的线积分求所作的总功. 


(c} 证明： 所作的总功等丁-把绳子的质心 （i, 


y )垂直甸下移动到 T 轴所笛的功_ 

12. —块薄板位于平面 *+y+•!= 1在第 -- 卦限内的 
部分.薄板的密度为 5(i,y, jt ) =iy. 

<a) 把薄板划分成有琅个子块，证明由重力把 
薄板垂直向下移动到町平面所作的功由 




给出，其中 S 是重力常数. 


(b 1通过 汁算 （ a >中的面枳分求所作的总功. 
( cli £ 叫： 所作的总功等于把薄板的®心 
垂 a 向 F 移动到 tr 平血所黹 

的功. 

13. 呵«米德原 g 如果把.•个像球体那样的物体 
放进液体中，它将 沉人蛀 部或#汴在 hffi . 或 
者沉到某个深 度而* 浮在液体中.假； n 液体的 
重》密度为常数，并 . a 液面同 t 面 z = 4 a 
n . -个球体悬 浮在液 体中并据 K 域/ + 
y 2 *(^ 2 )-^ 1 . 


(aliiE 明：给出由液体压力对球体产生总作用 
力的由积分为 

力= ]'m k(4 - j t )iff, = J«'(4 - ;)<i(r 

(b! 球体不移动是由于液体泞力^支搾.证明： 
液体対球体的浮力为 

浮力= J [ - 4)*-« Jo - 

K 中"是在点 （H : ) 的单位外法向*.这 
说明 H 基米德原理：液体对淹没物体的浮 
力等于物体棑; fi 液体的 电量. 
ic ) 利度定理求 （ b) 中浮力的值. 

14■液体对曲面的力在形如 曲面； ：= y x - + v 2 
(o Si；S 2) 的圆锥形容器中注满 a 最密度为常 
数的液体.假定町平面是 ■•地 平面证明：由 
丁-液体压力对从 t = l 到：:=2的锥面 k 域产生的 
总&:力等于面积分 

F : J »'(2 - J)dtr 

求这个枳分. " 

1S. 法拉* 定* 如果 

表在点 （T, 3) 在时间 f 的电场和磁场，电磁 

理沦的■个基本原理说明 Vx £= -祕/把在 
这个表达式中 Vx£ 是在保持< 固定时计算的而 
3B/A 是在保持（文,7,1)阂定时计箅的.利用斯 
托克斯定理推导法拉第定律 

-dr - - ^Js-n da 

其中 C 代表一个金*环/电流通过它时按照相 
对 T 曲面单位法向 Sn 的反时针方向流动，产 
生环绕 C 的电 RE 


等式右端的面积分称为磁邁量， S 是以 C 为边 
界的任意有向曲面. 



820 


16 .令 

F =- f^fr 

适对于 r — ◦定义的敏力场.利用〖 4 <8节的岛 
斯 定律证明： 不存在连续扣撖的向董场《满足 
F = VxH . 

17* 如果和 KUdd ) 是定义在边界曲线为 
C 的有向曲面 L 的连续4微的纯置函数，证明 

|( V / xV ^)- rtd(r = f/Vr 也 

18. 假定在^具有单位外法向置""的有向曲面 S 包 
围的 K 虓0上， ▽. 声， : H 和 ▽ x 6 = 
V^F 2t 并 R 在 S 证明：在整 

个区域 /? 上兄 = f 2 


_ 第 W 幸 

19. 证明： 荇 ▽■/!■=(> 和7 xF =0. _ F =0. 

证明这个结论不成之 ■ 

20. 今5坫屮参数形式 rU.t ) 衣 /K 的有向曲血.1 
义记4 tier =r t du x r p Hr t 所以 d*r M N 曲 [ll t[: 
交的向鼸.此外，童心， td<r I 是曲面 a ： 向积 
(由】 4. 5 节的公式 <5)). 推味恒等式 

dcr - (fCG ^ ^) ,/2 dK dr 

其中 

t ： = I rj\ F = r M ■ r 。 f ； = I r, l ; 

2h it 叫： $ 间中由具有外法向置 n 的冇向曲面 S 
包围的[^域£>的体枳匕满足恒等式 
V = -^- l ^ r.n dcr 

其中 r 是 / J 中点的位置向量 t 



附录 


A 


A .1 实数与实线 

本节 M 习实数，不等式 . K 间和绝对谊. 

A . 1. 1实数 

微积分的大部分沦述 M 以实数系的性质为基础的.实数是可以表示成小数的数，像 
-卜 _ 0 . 75000 … 
y = 0.333 33 
■Jl = 1.4142 … 

省略点…表示在毎一种情况 F " 小数数字序列一直越续下去.每-个可能的小数展式代表一 
个实数，不过，有些数有两种表示.例如无穷小数 0. 999…和 1.000 …代表相同的实数 I . 类似的 
陈 述适™ 数为无限个 9 的任何数. 

实数在儿何上可以表示成称为实线的一条数直线上的点. 



用符兮 R 表示实数系或者等价的实线. 

实数系的性质分为二 类： 代数性质、有序性质和完备性性质. 

代 数性质 说明，可以按通常的算术运算规则对实数作加，减、乘，除（除开用0作除数）运 
算.产生 K 他实数.绝对不能用0作除教. 

实数的有 序性质 在附录 A . 7中给出. T 面的表列出可以从有序性质推出的很有用的一些法 
则，其中符巧=>表示“蕴涵”. 


不等式的法瀏 

苦 t ■为实则 "* 

{l)ac6 a +c <A +C {2)u <6 =? a -1 < A - c 

(J)a r >0 =? ac<bc 和 => bc<ac ( 持 例； a<b^ - b< -a) 

(SU>0 => +’0 (6)« 和 * 同时 为正 数或负效 ，=, - 


请注意用数乘不等式的法则.用正数乘不等式，保持不等式；用负数乘不等式，使不等式颠 
倒-此外，同符号数的不等式在数反号或者取倒数时，不等式颠倒.例如 2<5 t 但是 -2> -5 
和 1/2 > 1/5. 

实数系的完备性性质是更深奥的和更难精确定义的性质.然而这个性质是极限概念（第2 
章）的 基础. 粗略地讲，完备性表明存在充足的实数，使实数线在不存在••孔眼”或者“空隙 ”的意 
义下是“完 备的' 倘若实数系不是完备的，微积分的许多定理将不复 成立. 最好把这个题材留给 
高级微积分学教程去讲述，但是在附录九 7 中将提示完备性涉及的问题以及如何构造实数系. 

我们 区分实 数系的=个特殊子集： 

<1} 自然数，即 1，2, 3, 4, 




(21 整数，即0, 士1, ±2, ： t 3, …； 

(31 有理数，即可以表 七成分 式形式 m / n 的数，其中 m 朽 U 是幣数并丨 U /0, 例 St[l 
[ 4 - 4 4 200 „ 57 

3 ’ _ m . 百， 57 - V 

有理数恰好足带冇小数展式的实数，它们取 F 而两种形乂之1: 

( a ) 终结形式（以无穷个零结束），例加 

-- = 0.750 00 ■ - = 0 + 15 
U ) 无限 1 S 形式 （以 不断重复的一串数字结東 K 例如 

^ = 2.090909 - = 2 . 09 (丄横线发示萊复的数字串） 

终结形式的小数展式是一种特殊类型的®复小数， W 为它足以零的数宇串 重复的 + 

衣理数集介具有实数系的代数性和有序性性质，但是没有宂备性性质-例如，汴这样一 
个有理数，它的平方等于2;在由有理数联结成的 H 线屮，-定是个“孔 眼". 

不是有理数的实数称为无理数.无理数以不终结的和不重复的小数展式为特征 . 例如 u ， 
J 2 , 3#和1叫 [(1 3都是 无理数 . 

由于每个小数展式代表一个实数，显然存在无穷多无理数.在实线上对于任何点能找到 M 
它任意接近的有理数和无理数. 

集合£兮对于描述实数的特记子集是很有用的.-个集合是某些对象的组合 . 这些对象适 
集合的元素.如果 S 是一个集合，记号 ae 5 指《是5的元素，而 指“不 是、 S 的元素，加果 
s 和 r 是集合，那么 sur 是它们的并集，其中包含属十 . s 或7■或者冋时属于5和『的全部冗素. 
snr 是两个集合的交集，其中包含问时属于 s 和 r 的全部元素.空籌0是不含元素的集合1例 
如，无理数集合同有理数集合的交集是空集. 

有些集合可以通过在大括号中列出它们的元索的方式描述.例如包含小于&的自然数（或正 
整数）的集合可以表示成 

A = \ ] ,2,3,4.5s 

全部整数的集合可以写成 

|0, ± 1, ±2, ± 3，.”： 

描述集合的另外一种方法是在大括号中写出产生集合的所有元素的规则.例如.集合 
A = Ui * 是一个整数且0 < .t < 6 丨 

是小于6的正整数的集合. 

A . 1. 2 区间 

实线的一个子集称为区间，如果它包含至少两个数并 M 包含介于它的任何两个元素之间的 
所有实数-例如，满足 * >6的所有实数 * 的集合是一个 K 间，正如满足的所有 T 的集 
合是区间一样.所有非零实数的集合不是 区间； 由于集合中没有0,它不包含（例如） -1 和1之 
间的每个实数. 

在几何上，区间对应于实线上的射线、线段或实线本身.对应于线段的实数 K 间是有 SR 区 
间； 对应于射线和实线的区间是无限区阇. 

如果有限区间包含它的两个端点，就说区间是闭的；如果区间包含一个端点而不含另外一 
个端点，就说它是半 开的； 如果区间不包含任何个端点.就说它是 开的. K 间的端点也称为边 
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界点；两个边界点构成区间的 边界.区 间的其余点是内点，并且一起构成区间的内部.无限 K 间 
是闭的，如果它包含一个有限 端点； 删， 它是开的.幣个实线 R 是一个既是开的乂是闭的无限 
区间 * 表 A.1 概括各种区间的类型. 


* A . l 区闽的类型 


iti ^ 

集合描述 

类 m 


用 形 



)x \ a <x <b\ 


- T ~ 


h 

[Oj] 

\ x 1 a^x^b\ 

mm 

-: ■ 


b 

[ a+ A ) 

\ x 1 < b ! 

半开 WN 

a 


""S ^ 

( a , i>~\ 

\x \ a <x^b\ 

半开 M 间 



* 

( fl , ®) 

\x\x>a\ 

开刚 

a 



) 

I x ■ a 岛 a | 

闭 K 间 



■ 

(-® . b) 

{x\x<b\ 

开 K 间 



~ % 

(-»■&] 

! x 1 x^b ； 

闭 K 间 



b 


B (仝部实败的 集合) 既 是开区 N 乂是闭区间 


A .1.3 求解不等式 

求满足 x 的不等式的数的一个区间或者一些 K 间的过程称为求解不等式. 
例1求解下列不等式并且显示它们在实线上的解集合._ t 1 

* ‘ 0 I 

(a)2x-l <x +3 ； (b( -^-<2x + l ； 


这 5* 


解集合是开区 间（ 

lb) - 


<4 


4 (对两端加 W 
(从两端减 d 
4)( 阽图 A . la ). 


2x 


- x < 6^： 

0 < 7 i + 
-3 <7x 

_ A ^ 


3 (在两 端乘 ; O 
(在两端加 *) 
(从两端减 3) 

(在两端狳以 7) 


ffl A . 丨例1中不等式的解集合 


解集合是开区间 （ _ 3 /7, »)(见图九11>). 

| c ) 不等式 e / h-DsS 仅当*>1时可能成立，因为在相反的情况下6/(*-丨）是无定义的 
或者取负值.因此，（*-1)是正值，并且如果在两端乘 U -1 K 不等式将保持，故有 

65=5^5 (在两端乘（*-1)) 

113 (对两销加 5 ) 

11^ , f 1 M 
5 


(或 M 登) 
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m ^ a 


解集合是半开区闸 （ i，i i / 5 〗 （见 m a . id . 

A . 1.4 绝对值 

数 i 的绝对值用 Id 友 Mffl 公 A 


定义的 + 



* ^ o 

V < 0 


例 2 13 1 =3, 10 1 =0, I -5 I = - { -5) =5, I 

在几何丄， T 的绝对值是实数线上从 J 到 0 的距离.由 
十距离总是取正值或苫为0,可知对十细个实数1都有 
U 丨备0,并 hLUl =0当 K 仅当: t=0. 此外， 

Ia - jl = 实线上 ） 和 r 之阏的距离 
(见图 A .2). 

由于符弓总是表示《的非负平方根， Irl 的一个 
衿代定义是 


；——卜5卜5—— y — 131 — . 


— 14- 1| = || -4 卜3 — 


阳 A +2 绝对值给出实线上点之间的距离 


\x\= 


H 住 ui 是亟要的.不要 w 成 = 除北已姣知道《為0, 

绝对值具冇下面列出的性质.（要求读者在习题中证明这些性质 .） 


绝对值的性质 

(1) I -fll = Iril 一个数和它的加性逆元或者负数具有相同的值+ 

(2) \ ab \ = UI 16 J 积的绝对值等 f 绝对值的积. 

(3) | y | =|ff 商的绝对值等于绝对值的叙 

(4) \ a + b \^\ a \ + \ b \ 三角不等式，表明两数之和的绝对值小于或等于它们的绝对 
值之和. 


请汴意， I 衿 -UI ,例如， I -31 =3,而 - 131 = -3. 如杲 a 和6的符号不同，那 
么 U +6 I 小于 l fl l +161. 在所有其他情形， Ja+*l = \ a \ +16 1. 像在 I -3 +5 I 这样的表 
达式中，绝对值竖线符3的作用同括号 相似： 在取绝对值前进行内部的算术运算. 

例 3 I -3 +5 I = I 2 I =2 < I -3 I + 15 I =8 

13+5 1=181-131+151 

I -3 -5 I = I -8 I =8 = I -31 + I -5 I ■ 

不等式 hi 表明从:^到0的距离小于正数 ex . 这意味着 x 必须处于-之间，像可以 
从图 A . 3看出的那样. 


闻 A . 3 \ x \ <a 表示 j 位于 - a 和 a 之间 


下 面表中列出的命题在求解包含绝对值的方程或不等式时经常是很有用的，它们全部是绝 
对值定义的推论. 
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_ _ _ 绝对值 与区间 

苦“是任意正数，则冇 

1 ^ 1 = fl « x= ±a (6) U I <« « -n<x<n (7) I i I >a <^> x>a ^ x < - a 
(8} I j I (9) I r I « x^n t 矣一 « 

符兮《通常被数学家用来表示“当旦仅当”的逻辑 关系' 这个符$也 具有“ 蕴涵和玻蕴涵，’的 
含义. 

倒 4 求解方程 |2*-3 1 =7. 

解 由性质 (5), 2 i -3= ±7,所以存在两种 n ] ■能性： 

2*-3 = 7 2 x -3 = -7 (不带绝对值的两个等价 方稈） 

2jc = 10 2*=-4 (像通常 M 样求解） 

X = 5 X = 2 

方程12 工一 3 1 =7的解是 a 二5和无=-2_ ■ 

例5求解不等式 | 5 -||< i . 

解 我们有 

| 5 - ~ | c 1 <=> - - -j < 1 (性质 6) 


» -6 < - — <-4 (减 5> 

<=> 3 > + > 2 (乘以 -士） 

« y < ^ < y (取倒数） 

注意这里对不等式是如何应用不同法则的，不等式用负数相乘使不等式颠倒*对于两端为 
1 E 值的不等式取倒数也是如此‘原来不等式成立当且仅当+<戈 <+■ 解 集合是开区间 

(+，+)• ■ 

习 ® 久 1 


把+表示成重复的小数，用上横线表示重复的 S.2x 


~ Y^ 7x + ^ 6 - -2) < (x - 6 ). 

在习题7〜9中，求解方程. 

7」rl =3‘ 8+ \ 2t+5\ =4, 

9. 18 -3 5 I 

在4題 10-17 中，求解不等式，把解奥合表 
示成区间或者 区间的并集. 此外，在实线上显示每 
个解集合> 


6. 4 ( 


数字串. 


^ f 的小数表示是什么？ 

2. 如果2<*<6,下列关亍*的 命题哪 些必定成立， 
哪些不是必定成立？ 

(a)0 <x <4. ( b)0 d -2 <4. 

( c ) 1 < ^- <3. (d! 士 < 丄 < 


y- 


(e)l < 二 <3, 


it) 


‘I <2_ 


(g) -6< -^<2, (h) -6< < -2. 

在七题 3 中，求解不等式并且在实线上显 
示解集合. 

3 ~2x>4. 4. 5*-3^7^3x. 


12. l3 r -7 t <4. 

- 


11. I 卜 1 i ^3. 

13 - |十-1 t ^ l . 

15. I 2 .s f 这 4. 
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作 d 题 18-21 中，求解不等式.把解集合表 
水成 K 间或荇 K 间的并集，并 R 在实线上昆乐它 
U 在适合的时候利用结果 v ^ T = Ut . 

18. j 3 <2 19. 4< x 2 <9* 

20. ( x - iy <4. 2 L * 3 - x <0. 

22. 不荽陷人 I - a \ =«的闋 套. 这个等式对于什么 
样的 0 成立？它对于什么样的实数是不成立的？ 

23. 求解方程 I J ， I I =l-i. 

24. 三角不«式的证明 在乂 角+等式的下述证明中， 
对于带编号的每一步给出沿证正确的 理由： 

\a +h \ 7 = (a + b ) 2 ( 1 ) 

= a 1 + 2 rt 6 + 

^ a 3 +2 lall 6 l +* 2 (2) 

= \a\ 2 +2lallil+Ul 3 (3) 

A 2 数学归纳法 
A . 2.1 数 学归纳法原理 

许多公式，像 

1 + 2 + ■■* + n 


= ([a I + 1 i I )' 

I ^ I a L+l t L {, 4) 

25 T 证明：丨姑丨二 IflllM 对于任何数 ^和4 成立 ■ 
26-如果丨 *1 萬3和尤> -]/2,对 Tx 吋以得出什 
么结论？ 

27,画出不等式 I * 丨+ Lrl 的囝形 * 

28 对于任何数 a ， 证明 I = Iflk 

29. 今《是任何正数 * 证明： lH > a 当且 仅当： 

<* 或者 - a . 

30. 证明丨 = i / tii . 
( b ) iil ■:明： | f 卜对干任 fpj 数 a 和6卢0 

成立. 


n ( |> + 1 ) 
2 


通过应用一个称为数学归纳法原理的公理，可以证明对于每个正整数"成立.利用这个公现作出 
的证明称为用数学归纳法证明或者用归纳法证明. 

用归纳法证明公式的步骤 如下： 

(1) 检验公式对于 n = 1成立. 

(2) 证明：若公式对于任何正整数 n = & 成立，则它对十随后的整数 n = fc + l 也成立 ■ 

归纳法公理表明，一旦完成这两个步骤，公式对于所有正整数成立.由第一步.它对于《 = 

I 成立.由第二步，它对于 n =2成立，因此，由第二步.对于《 =3也成立，再由第二步，对于 
同样成立，等等.只要第一张多米诺骨牌倒下，结果总是当第 t 张骨牌倒下时推倒第 t + 1 
张骨牌，最终全部骨牌倒下 • 

从另外一个角度看，假定我们有一序列命题 S ,, S 2 ，…，\,…，每个命题对应于一个整 
数.假定可以证明，任何一个命题成立蛮涵其次的命题成立.再假定可以证明第一个命题尽成 
立.那么.我们可以作出结论，从5,起的全郁命題成立. 

例1利用数学归纳法 证明： 对于每个正整〜 

1 + 2 + ••• + n = n ( n + - 1 ! 


果 


解我们用数学归纳法的两个步骤来完成这个证明. 

(1) 公式对于 n = l 成立.因为 

, 1 ( 1 + 1 ) 

1 = ~2 

1 2) 如果公式对于 n = ft 成立，郎么它对于 n = i + l 也成立吗？答案是肯定的.请看证明.如 


那么 
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1+2 + … + * + (t + l> = k S -') + ( t + I) = 4 2 -t- k * 2k + - 2 . 

(A + l)(t + 2) _ (* + 1)(U + 1) + 1) 

' 2 " 

上面等式序列中的最后一个表达式就 M 对千 n = ( A . + I )的 n ( n + 1 )/2. 

数学 H 纳法原理在此保 证原 来的公式对于所有 E 整数 n 成立. B 

在 5. 2 节的例4中，对于前 n 个整数求和的这个公式曾经给出另外一种证明‘但是，用数学 
归纳法证明是更为一般的证明.它可以用来求前 n 个幣数的平 1方和以及立方和（习埋9和 10). 
下面举出另外-个例子. 

例2用数学归纳法 证明： 对于所有正整数\ 

1 ^ 1 I . I 

2 1 2 1 2" 2， 

解我们用数肀归纳法的两个步骤完成这个证明. 

(11 公式对于 《 = 1 成立，因为 

1 . 1 

2' - = ' - ? 

<2>如果 

f + + … + : 1 4 

那么 

7 + ^ + - + F + 2^ = 1 - = 1 ~^ + 2 ^ = 1 -鼻 + 士 = 1 -士 

因此，原来公式对于《 = (*+1 >成立，只要它对尸 《= Jt 成立. 

根据这两步证实的结果，数学归纳法原理在此保证公式对于每个正整数„成立. ■ 

A .2.2 从其他整数开始 

某些归纳法论证不是从 n = l 开始而是从另外一个整数幵始.对于这样的论证，归纳法的步 
驟如下： 

U ) 检验公式对于 » = «,( 第一个适用的整数）成立. 

U 丨证明：若公式对于 n = A 耷 n , 任何整数成立.则它对 + n = U + l ) 也成立. 

只要完成这两步论证，数学归纳法原理保证公式对于所有成立. 

例3证明：若^是充分大的整数，則™!〉〕' 

解多么大的 n 才算是充分大的？我们从试验 着手： 


n 


3 

4 

5 

6 

1 

«! 

1 1 2 

6 

7 A _ 

120 

720 

5040 

3 n 

3 9 

27 

SI 

243 

729 

2187 


着来当《3=7 时 / i ! >3". 为了证实这一点.利用数学0纳法. 在第一 步中取 n , =7,再完成第 
二步 • 

假定 A ! >3 1 对于某个45=7成立.于是 

(A + 1)! = (* + 1)(*!) > + 1)3* > 7 - 3 1 > 3'*' 

因此，对于 *3=7, 

k\ > 3* 蕴涵 （A + 1)! > 

数学归纳法原理在此保证 n ! > 3™ 对于所有 n ^7 成立. 


■ 



习题丸 2 

r 假定一:角+等式 I « + a 丨 u + 11 〗对 rft - 意 
两个数成立. 证明 

1*1 + x 2 + …+ J n I 矣1 } + \ x 2 U ■■- +1 I 

对于任何 M 个数成 t 
2. 诎 明： 若「_1 ,则 



对干每个正整数 n 成立. 

3. 利片 I 积?去则去 ( ⑷ = w ^ +f ： ^ 和去⑴ =】这 

个事实+ Mi 明 j 1 (^)=狀" 1 对7-每个 正整数 n 
dx 

成立. 

4. 假定函数 / U ) It 有这样的性质，对 T ■任何两个 

正数 *, 和 \ -/{Xi) +/(*:)■ 证明 

/( W-O =/(:_) +/(^2 ) + … 

对丁任何 n 个正数气， ac: T …，\的乘积成立. 

5 . ilE 明 

2 2 2,1 
3 | + n = 1 -亓 

对于全部正整数《成立. 

6. 证明：若 n 是充分大的正整数， m^l > n l . 


7. 讪 明： 八 nM 先分大的 1 银数，则 Y > n : ， 

8， ilh : 明1/8对 r ne 

9. 平方和证 明： 前 r * 个正粕数的 f 力 fll 为 

+ )(n + ]) 

3 

10. 立方和 UH 明： 前 n 个 IKffi 数的和为 

11. 有限和法则证明 V 列有限和法则对 T 每个 il : 
整数 n 成妇参见 5.2 竹）： 

[ a ) ^ + fr *) =客 u * + 言〜 

( ^^ Ui - - 言 〜■ 

(cj ^ at t ^ c ^ ^ a 4 ( H 爸数)， 

(d ] ^ a 4 = n ■ r (如果 u t 取常数值 r ), 

12. 证明丨/ I = ur 对丁 每个十 :整数/_和每个艾 
数欠成夂 


A .3 直线、圆和抛物线 

这一节复习平面内的坐标、直线、距离，圆和抛物线-此外，讨论增量的概念- 

A. 3. 1 平面内的笛卡儿坐标 

在附录 A . I 中，我们用实数指定点坐标的方式确定实线上点的位置.在平面内可以用有序 
实数偶确定点的位置.开始， ft 平面内作两条垂直的坐标线，它们在每条线的0点处相交.这两 
条线称为平面内的坐标 《!. 在水 T 方向的 * 轴上，数字用 * 表示并且向右增加.在垂直方向的） 
轴上，数字用>•表示并且向上增加 （见图 A -4). 因此 ••向 上”和 * •向右”是正方向，而“向下”和 
“向左"是负方向.坐标系的原点 0( 也标记为 0) 是平面内*和}<都是0 的点. 

如果 P 是平面内的任意点，它可以由一对有序实数按下述方式完全定位.通过 P 作两条垂 
直于坐标轴的直线.这两条直线同坐标轴交于坐标为 o 和 i ■的点（见图 A .4). 有序实数偶 （ a ， A ) 
确定点 P ， 并且称为它的坐标偶.第一个数^是^的 I 坐标（或横坐 标）： 第-一个数&是/^的^坐 
标（或纵坐标）.在 r 轴上毎个点的 I 坐标为 0. 在*轴上每个点的 r 坐标为 0. 原点是两个坐标 
为0的点 (0, 0). 

t ^ J H p 从有序偶 （ a ,6) 开始，我们可以逆转这个过程达到平面内对 fe 的点 R 

-通常用有序偶 （《,*) 确定 P 并且写成户 ( ud )- 有时我们也谈到“点 （《>)”. 

勒内■笛片儿 并旦当 ㈠ , 6) 是指平面内的一点而不是实线上的汗区间时，从上下文看是清 

( Ren ^ Descartes , 楚的.用坐标标记的几个点显示在图 A . 5中. 

1596-1650) 这个坐标系称为直角坐标系或者笛卡儿坐标系（以16世纪法国数学家 

勒内.笛卡儿的名字命 名）. 这个坐标平面或者笛卡儿平面的啩标轴把平面 
分成称为象限的四个区域，象限按图 A _ 5所示的反时针方向的顺序 编号. 





829 


附求 4 



fflA .4 f ■面内蓽丁_在原点相交的两条 [?| A . 5在 I ).坐鉍乎面或者笛卡儿 _ f . 面内标, _ f : 的点： 

垂直袖的笛卡儿坐标 在半标 轴上的点全部具有坐标偶.但是通常用 

一个实数标 iC (所以在; ^轴 h . 的点 （ 1 ,0) 标记 
为〗）；汴意象限的坐标符崢模式 

包含变 最 * 和:V的方程或者不等式 的图形 是坐标平面内坐标满足方程或者不等式的全部点 
Py ) 的集合. 1我们在坐标平面内绘制数据的图形或者 W 出变 M 具有不同度摄单位的公式的 
围形时，+必在两个坐标轴上采用同样的尺度.例如，如果我们绘制火箭发动机的时间与推力的 
图形，没存理由把时间轴上指示1秒的刻度和推力轴 L 指示1磅的刻度设置成离原 iM 样的 
距离. 

通常，， 我们画 邪些变 M 不代表物理度量的闲数图形或者在坐标平面内绘制用于研究几何 
或角学性质的 m 形时，尽错在坐标轴上采用同等尺度.这样，垂直方向的单位距离看起来和水 
甲方向 的单位距离相同.像在…张猁绘员地阐或者比例图上，玻认为具有同样长度的线段春起 
来是相等的.被认为全等的角看起来是相同的. 

计算机显示器和 it 算器显示器是另外一神情况.在汁算机产生图形上，垂直方向和水 T - 方 
向的尺度通常是不同的，因而在距离' 倾斜度和角度上存在相应的 畸变.圆 的形状看起来可能像 
椭圆，矩形可能像正方形， 苣角 可能显现为锐角或若钝角，等等.我们在 1.6 芳很洋细地讨论过 
这些显示器和畸变. 

A - 3.2 增置与直线 

当质点从平面内 •-点 移动到另外一点时，它的坐标的净改变置称为 增量.增 量是通过从终 
点坐标减去起点坐标来计算的.如果:从变化到 & , * 的 增量是 

A* =夂 - 

例1从点 4(4, -3) 到点 fi (2,5) . *坐标和）.坐标的增虽是 

Ai = 2- 4= -2, = 5 - ( - 3) = 8 

从点 C ( 5,6) 到 0(5.1), 坐标的增童是 

Ax = 5—5 - 0 T Ay = 1-6 = - 5 


参见图 A . 6. 
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附求 A 


在叮平面内给出网点 c (弋， r ,) 和，我们把增 = h ft ! iv = r , - J , 分別称 
为^和 & 之间的游程和升程.两个这样的点总是决定一 V 

条通过它们的唯一的直线.这条线称为 ^/V 

^平面内的任何非垂直的 t 线具有如下 性质 ： fI S 
和游程的比 

m = 冬 H 

游程 Ax x 2 - 3：, 

对于在盅线 h 毎次选择的两点 Z 3 , U , 4 ) 和 i \{ x 2 t y 2 }^ 

有相同的值 （ 见闬 ^ 7). 这是因为相似三角形对 心边的 
比相等. 


定义 （斜 率） 
常数 


趙=处 = n 
游程 £kx Jc a - x , 



是非垂直直线的斜車. 


m a . 6坐标的增&吋能是正的成负 
r 的.也 nf 能为芩（例 I ) 

斜率说明直线的方向 （向 上或向下）和陡峭度.具有 
正斜韦的直线向右上方 上升； 具有负斜率的直线向右下方下降（见图 A . 8). 斜率的绝对值越大. 
上升或者下降越快.垂直直线的斜率是无定义的.由于垂直直线的游程&为零，不能构成斜率 
比 m . 



^ A .7 △/>] 和 A / V 7 G 是相似 

V 角形，所以对于直线 h 
任意两 点1 它们的边的比 
具有相同的值，这个共同 
值是直线的斜率 



^每次增加3个单位时 r 增加8个 单位； A 的斜 ♦- 

为 m=_=^ ~^ =—p, 就是说，当 JC 每次增加4 
jlx 4 -0 4 

个申-位时 r 喊少3个单位 





附录 4 


一条直线的方向和陡峭度也可以用角度量.穿过轴的直线的《角是从 I 轴依反时针反向到 


a 线的最小角 （ a 图 a .9). 水平直线的倾角为 
0 D i 垂直丧线的倾角为 90°. 如果小（希 腊字母 
ph 〖 ） 是直线的倾角.那么0矣中矣 180°. 

作垂迕 TS [线的斜韦 m 同直线的倾角小之间的 

关系 




这圮 fWjffi 




m = tan ^ 用 A. 9 倾角依反时针方向从工轴起度 ft 

显示在图 AMO 中. 

直线具有很简单的方程.通过 * 轴上一点^的 垂立直 线的所有点的 X 坐杯等于 a . 因此 . * = 
<1是垂直直线的方程.同样 ， y = 6 是同 y 轴在6 相 交的水平直线的方程（参见凼 A . 11广 

如果知道非垂直直线£•的斜率 m 和直线上一点的坐标，我们可以写出它的方柠. 
如果/ > U , y ) 是/■上另外任意的一点.那么可以用这两点八和/>计算斜韦 


所以 


>• - ri 



: ri 十 m(j ： : 



沿込条 ri 线 
y ^3 

(273) 


m a . io 非垂直直线的斜率等于 
它的倾角的正切 


阁 八 . II 通过点（2,3>的水平直线和垂直 
直线的标准方程是 j = 2 和>『= 3 


点斜式方程 方程 


)' = Yi + -x,) 

是通过点（力，:^ ) 和斜率为 m 的直线的点斜式方程. 


例2写出通过点 （2 ,3) 和斜率为 -3/2 的直线的方程. 

解在点斜式方程中代人 *, =2, y = 3和 m = - 3/2,得到 

r = 3 - 1 - 2 ) 或 y - - + 1+6 

当* =0时 r =6, 所以直线同 y 轴在 y = 6 相交. 

例3写出通过点 （ -2, -1) 和 （3,4) 的直线的方程. 

解直线的斜卒.为 
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我们可以在点斜式力 程中， 利用这个斜韦和给出的两点中的任何 一点： 

取（ I •山 ） = < -2, -11 «(&,>•)= (3 t 4) 



汴两种情况下，直线的方程都是 + K 见阐 A . 12 ) t ■ 

非垂苜苜线 Ny 轴的交点的 y 坐标称为&线的 J 截距> 同样，非水平古线穿过 | 轴的点的* 
坐标称为叉截距（见图 A , 13), 斜率为截距为6的直线通过点 <0, 所以它具 有方程 

y - h + m(x - 0) 或更简电的形式 y = mx + b 




方程形式为:的直线的 J 截距为0,所以它通过原点. 

直线的方称称为线性方程.方程 

Ax + By = C (/t 和 £f 不㈣时为 0) 

称为*和 y 的一般线性方程，因为它的图形总是描绘一条宵线，并且每条直线具有这种形式的方 
程（其中包括斜率无定义的直线夂 

A.3.3 平行直线与垂直直线 

平行直线具有相等的倾角，所以它们具有相同的斜率（只要它们不是垂直的）.反过来，斜 
率相同的直线具有相等的 傾角， 所以它们是平行的- 

如果两条菲垂宣直线4和 L 是正交的.它们的 斜率叫 和叫满足-1，所以每条直 
线的斜率是另外一条直线的斜率的负 倒教： 

1 . 1 
m . = - — 或 = - — 

m 2 m, 

为看出这个结果，注意观察图 A. 14中的两个相似三角形，其中 m, ^ = - h / a . 因此， 

(71,171；, = ( fi / h ) ( - h / a ) = - I* 

A. 3.4 平面内的距离和圆 

平面内两点之间的距离是用来源于勾肽定理的一个公式计算的（见图 A. 15). 
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^ Q ( x r v i ) 

卜 

) C (W 


闬九】5为 r 计算 PU ,, r ,) 和仍 七， y : ) 之间的 
跖离， 应用勾股定理 


d ^\ Zy ^ x x \^\ y 7 - y ^ 


尸(吓 M 



K-^l 


平面内两点间的距离公式 

两点户(*,,：^)和<?(*:,；^)间的距离为 
d = -J (Ax ) 2 + ( Ay ) 2 


iA *] 


)、（ r 3 -r 【” 


I 

! 


例 4 

⑷点 P( - 1 , 2 > 和 90 , 4) 间的距离为 
y (3 - (- 1 )) J + (4 - 2 ) J = /( 4 pTW 

=v^O = vT~^J = 2S 
(b) 从原点到点 P (*, 7 ) 的距离为 

~/{x - O) 2 + ( r -0) ! = -Jx 1 + y J ■ 

按照定义，半径为 a 的圆是到某个中心 C(A,A ) 的距 
离为 o 的所有点 PU,y) 的集合（见图 A. 16 ). 由距离公式， 
f 位于圆上当且仅当 

Ax - k) 2 + ( r - fc) ! = a 

所以 



A . 16 町平面 内以点 （ fc , A ) 为 
M 心和半径为 a 的圇 


[_ ( t ~ h) z + ( y ~ h )- =a ⑴丨 

方程⑴称为以 ( A , fc ) 为圆心和半径为《的圆的标准方程.岡心在原点和半径 a = i 的圆是具有方程 

文 1 + / = I 

的单位圆. 

例 S 

(«) 以 （3,4) 为圆心和半径为2的®的标准方程是 

(* -3) 2 + (> -4) 1 = 2 1 =4 

⑷圆 

(*-1) 3 + fr +5) 2 =3 

具有 A = l , *=-5和(1=及，这个圆的圆心在点 （ A , A ) = (1 ， -5) ,半径为 a = 在. ■ 



834 


财录 A 


如果.个网的方枸不是标准形式，我们 " f 以0 •光把 它«换成标准形式来求岡心和 f . 伃.这 
样做的 代数方 法称为 fc 方. 

例6求阓 

i 5 + r 1 +4 x - 6 j -3=() 

的岡心和半抒. 

解通过对 * 和 r 的配方把方枵转换成鉍准形式： 

, r 3 + y = + 4* - 6 y - 3 = 0 ( 从给: li 的方稈汗始） 

+4*)+(/ -6 v ) -3 (介件项，把常 数移到 A 端） 

+4 ' r + ( y ) ) + i yl _6y + (^) ) (作翊两稱加 * 系数的 -. t 的平方，对}■做耐 
= 3 + |± j 2 + (二运算，左端两个括号内的丧达式成为完令平 A ) 

( x 2 +4 t +4) + ( y 2 -6 y +9) -3+4+9 

(t + 2) : + ( r -3) ： = 16 (把每个二次式写成线性表达式的平方） 

閱心在 （-2 J ) - f 径为《=4， ■ 

满足不等式 

(x - h ) 2 ^ (r - k ) 2 < a 2 

的点 U ,_ y ) 构成以点 （ Jtj ) 为圆 心和半径为 a 的圆的内部[<域< UtLm A . 17), 圆的外部 K 域由满足 
不等式 

( I - h) 1 + ( r - 々 ） ： … 

的点 U . y ) 组成. 

A , 3.5 抛物线 

一般抛物线的几何定义和性质在 n 节复习.这里我们考察以 r = u 2 + & 这种方样的阁 
形出现的抛物线. 

例7考虑方程 y =， 坐标满足这个方程的…些点有(0,0>， ( M ), ( y .- J ), C -1,1), (2.4), 
(-2,4). 这些点 （ 以及满足方程的所有 Jt -他点）构成一条称为抛物线的光滑曲线（见阁 18). ■ 



m A - 17 圆+ {y-k ) 2 = fl 2 的内部和外部 


图 A . 18抛物线(例 7) 
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的方程的图形是以 r 轴为轴（对称轴）的抛物线.抛物线的顶点（抛物线和轴的交点）位 f 股点. 
抛物线在《>0时向上张开，在 fl <0 时向下张』 F. I R | 

的值越大.抛物线越窄（见 B1 A. 19). 

一般说来， = + + c 的阐形是从抛物线 j_ = ;( 2 

的图形移位和改变尺度得到的.我们在 1. 2节更详尽地 
讨论过图形的移位和改变尺度. 


_ y = ox 2 的图形 

方程 心 +c , «鈐0的图形是抛物线.抛 
物线在 a >0时向上张开，在 a<0 时向下张开.抛物 
线的轴是直线 

… A 


2a 

顶点是轴和抛物线的交点-它的 * 坐标是: 
它的 y 坐标通过在抛物线方程中代入3 
氺得. 


(2) 

■ 6/2a ； 
- b/2a 


请注意.如果<!=0,我们得到 y = 是一条直线 

的方程.由方程（2>给出的轴可以通过配方或者利用在 
4.1 节学习的方法求得. 

例8 M 出方程 -*+4 的图形， 

解把这个方程同 ； r = ai 2 + &« + c 比较，看出 



ra A. 19抛物线 r = 中的数 o 除 
开决定 ffl 形张开的 方向以 
外 T 也是比例《子 ； ， 
接近零时抛物 线阁形 变宽， 
增大时 m 形变窄 


由于 a<0, 抛物线向下张开.从方程（ 2 ),抛物线的轴是垂直直线 
b (- 1 ) , 

1 "'2^ = U- 1/2) 


时，有 


D 


顶点是 （-1,9/2). 

* 截距在 r =0 处： 

- ^- x 1 - i +4=0 

x 1 + - 8 = 0 

(卜 2 )(x +4) = 0 
x - 2 t jc = - 4 

我们描绘几个点和对称轴，并且利用曲线张开的方向画出 
图 A ,20 中的图形+ ■ 



囝 A .20 例 S 中的抛物线 
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习題 A. 3 

题]和 2 中，质点从啥标 f 面中的点4移 
动到 ft 求质点光标中的增 ft 如和办，此外，求 
从点 d 到的距弗. 

1. A( -3 t 2) , 5( -] , -2). 

2. A( -3,2, -2) . B{ -8, 1 , -2), 

在七韪3和4中，描绘方程的田形. 

3. x 2 ^y 1 = [ r 4. x 4 y~ ^3, 

在㈠朗5和6中.描绘给出的点/!和义 并 Ji 
求它们所决定的 a 线的斜率（扣果存在）.此外.求 
M 直线狀垂直的直线的共同斜率（如果存在). 

5. A( -L,2), B( -2,-1), 
fi 4(2 p 3) t B( -1,3) - 

在 4 题 7 和 8 中，求通过给定点的 [a 丨垂直 B 
线和 （b} 水 f 直线的方程. 

7—( -1,4/3). *■ (0 , -机 

在理9~15中+写出所描述的每条直线的 
方程. 

9. 通过点 （-U), 斜率为 -]. 

10. 通过点（3,4)和（ 

11具有斜率 -5/4 和 7 截距 6. 

12. 通过点 （-12,-9) 并且具有斜率 0. 

13具有 y 截距4和: t 截距- 1. 

14. 通过点 （5,-1) 并且平行于宜线 k+5>- 15」 

15. 通过点（4,10)并且垂古丁直线61-3厂5. 

在4题16和17中+求 g 线的I截距和 j 截距， 
并且利用这两个截距両出直线的阁形. 

16.3*+4 r -l2. 17. J2x-^y=j6, 

18. 在直线」心：+ 办 =( ^ ^ Bx - Aj = C 2 (Aj^0 y 
0) 之间存在任何特殊关系吗？提出答案的理由. 
19 + 质点从点 4( -2,3) 开始，它的坐标按增 fi 
4^ = 5, 改变.求质点的新位置. 

20. 质点在从点移动到 ff(3, -3)时的坐标 
按增量 Ax ，5和处= 6改变.求 x 和 >- 

在~题21-23中，求具有给定囿心 C(H) 和 
半径 a 的阆的方程，然后在灯平面 内画出 圆的草 
阁.在图中包含圆心.此外，用坐标偶标 Ki 阓的I 
截距和 r 截距（如果存 在〉. 

21, C(0,2 ) t a = 2. 22. C( -1,5)， a = /TO, 

23 - C{ -石， -2) t <i-2. 

在 4 题 24~26 中，画出给定方程的圆的 itl 
形-用坐标偶标出圆心以及^截距和 y 截距（如栗 
存在）. 

24. / +y ^4x-4y+4^0. 


25 」？ +， ： -3v-4=0. 26. t ： + > ? -4*+4y-0. 

在 4 賊 27 ~ 30 中，利出抛物线的闬形.在每种 
情形标出抛物线的顶焱、对称轴以及 * 敗距和 j 截狀 
27. > = x 2 -2 x -3. 28. y - - i 1 + Ax . 

29. y= x 1 -6a-5. 30. ) = y»= + t+4. 

在习® 31 -36 中，描给由 个不等 式或#两 
个不等式所定义的 K 域. 

31. ^ +/ >7. 31. ”： d 

33. + > : > 1, * : +/ <4 + 

34. X 2 + > ] +6^ cO t y > - 3. 

35 n 出 ■个不等式，描述位尸以（ -2.1) 为脚心 
和半径为 A 的阓的内部点」 

36 写; h 两个+等式，描述位丁以 （0,0) 为阀心和 
半径为乃的阓的内邾或占岡〗.的 ☆, 以及作 T 
通过 U ，(>)的垂直&线上或衣迮线打边的点 
在习题37〜40中，画出两个方稈的田形 t 并 
且求围形的交点. 

37, y-2^. ^ + y : - L 38. ) 二 x 2 ■ 

39 y = - x 2 , y -2x 2 -1. 

40- / +y : =K U - 1) ; +/ = I 
41 PH 热通过测定附阁 中溢度 曲线的斜率怙 it 墙 
体的湛度变化（华氏度/英 寸）： （a 丨灰泥 墙板； 
(bl 玻璃纤维隔热本盖板. 



习题41和42中墙体的温度变化 


42. H 热裉据习题41中的围形，哪一种材料是最 
好的嗝热材枓 V 哪一种材料是最差的隔热材料？ 
作出解释1 

43水下压力潜水员在水下经受的压力 p 同潜水 
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员所处深度的*系由公式 P = W + 〗（ t 为常 
数）确定.在水凼上的圯力为1大氕 tt : ; 在100 
米深处的 l _ K 力约为 10. 94大气; K . 求水 K 50米 
深处的 lf ( 力. 

44. 反射光光线沿£[线 x +J - = l 从第二象限射人 
并 H _ 经* 轴反射（参见附囝）.人射角同反射角 
相等. W 出反射光线传 播所沿 U 线的方稈. 



4题44中的光线传播路径 
( 人射角和反射角从垂直直线度 S) 


45 .华氏通度与摄氏 a 度 在 fc 平面内岡 出华氏 
湿度与摄度联系方程 

C = |-(/--32) 

的单 ffl. 在同一楮上 iBifli 直线 C = f 的图形. 
在摄 氏温度汁中存 在给出 华氏温 度计中同一读 
出数值的温度吗？如果存在，求出这个温度. 

« 华盛《山的齿轨铁道 土木工程 师在计算路基 
的坡度时采用它上升或者 F 降的距离同它在水 


T 方向延伸的距离的比，他们把这个比称为路 
«的 坡度， 通常™ ••个 Fi_ 分数沿海屮线 
的商用铁路的坡度 •- 般小于2%. ft 山 K, 这 
神铁路坡度町岛达 4 %,公路 f •线的坡度通常 
小于5%. 

在新罕布什尔州华盛顿山的汲轨铁 ifl 最陡 
路段的坡度达到异常高的 37. 1%.沿这段轨 
10，午厢前埔的痄位高出尾部座位14英尺.前 
排;位和话排座位大约相距多远 v 

47. 对 T. 以. *1( 1，2), S { 5 , 5 ), C(4, -2> 为顶点的 
7角形，通 Hit 算它的边长证明它钻等推角 
形但不是 等边- : 角形. 

48. U； 明： U^(0,0), B(], A), (;(2,0)为®点 
的气角形是等边三 角肜. 

证明点 .4(2. -1)， fl(l,3) 和 C( -3,2) 坫-个 
if •: 方形的顶点，并且求它的第叫个顶点. 

50. -:个不同的平行西边形具有在（、 1,1), (2.0) 
苒 （2,3) 的頂点. B 出它们的图形，并11求每 
个平行四边形的第四个》点. 

51 a 线2 1+ 妗 =3在 t 取什么 值时同 a 线 4 I + V = 

I垂直？这两条直线在*取什么值时 M 平行的？ 
S2. 线段中点证明：坐标为 

| J i + ^ >'| ” ” 

的点是联结点 PU .r,) 和 <?U : ._ 1 ; ) 的线段的 
中点. 


A .4 三角公式 

A . 4. 1 三角函数 

弧度度麗 两个常见三角形的角的度和*度 



f . lS > 的圆 


十4 或卜+ 

】 Sl ^= Tr 弧度 
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sin (X - B} = ain cob 5 ， coa 4 sin 

cos ( j 4 + S) = tio^ A cos - ain sin B 

coa (X - fi) = cos 4 coa 5 + &in d ain B 


tan {A + B) 


_ tan A + tan H 
V *- tan A (an B 


tan (A ™ fl)= 


sin(>l - 子 ） =-cos A , 
sin + 子 ) =A t 


卜 + 1 ) ~ ~ s ^ n ^ 


tan 4 - tan g 
1 + tan A tan B 


sin A sin B = cos (A - B) - cos {A + 8) 

cos A cos = -^- cos {A - B) + cos (>! + ^) 

sin A cos B = - sin (A - fi) + ~ sin (X + fi) 

sirt A + ain B ^ 2 sin -^~(A + fi)cos +(^4-5) 

sin /I ^ sin B = 2 cos + B) am - B) 

oos A + coa B - 2 cos -^-(A + fl)cos -^-(A - B) 
cos *4 _ cos if = - 2 sin + B)sin -|-{ d - B) 


A . 5 榇限定理的证明 


这个附录证明 2. 2 节定理 1 第 （ 2) 至第 (3) 部分以及 2. 2 节定理 4. 

定理 1 ( 极限法则）如果 Af ， c 和 A 是实数，并且 

lim /(x) - L, lim g{x) - M 

lmi(/( x) -f g{x)) = L + Af ' 

Iim(/(jc) - g(x)) = L ~ I 

. g(x 、、= L * Af 
= kL (任意数 jt) 

把 = 含，若 i 

( 6 ) 軍法则若 ^ 和^是无公因数的整数，且， /0, 只要 r " 是实数，则有 I 

(如果 ^ 是偶数，我们假定 i>0, ) I 

我们已在 2. 3 节证明了和 法则 . 幕法则需要在高等微积分教程中证明，差法则通过在和法则 


那么存 在下列 法则： 
U > 和法則 
(2 丨差法则 
(3 ) 积法则 
【 4 )常數倍法則 
(S 丨商法则 
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中川代转 gU) 和用 -w 代待 1/ 得到，常数倍法则是积法则取发 u) =& 的特例.这样只留 
F 枳法则利商法则行待证明 . 

极限积法则的证明 我们讪 明，对十任意 &>0, 存在这样一个 6 >0. 使得对十 / 和 g 的定义 
域的交集 /) 中的所有 ^ 

0 <\x -c\< S => \f{x)g{x) -LM\< £ 

然后假定 s 是一个正整，并 [i 把 /(d 和 WWW 成 

fix) = [ + (fix) - L) t g(x) = If + (g(x) - M) 

将这两个表达式柑乘洱 减去 

f 、 x 、 .g[x) ^ LM= a + (f ⑴ -L))(^ ^(g{x) ，」 W)) -LM 

: 乙 M + L(g(x) -M) + M(f(x) - i) + (/(x) - L)(g(x) - M) - LM 
= Ugix) - M) + M(f(x) -L) + (fix) -L)(g(x) - M) (1) 


由于 / 和 g 当 i - c 时具有极限 A 和所以存在这样的正数&，毛，表，么，对于在 D 中的所有 x 有 

0 < \ x - c I < § L => l/(x) - L \ < y s/3 


0 < I a ； - c J < 5 ； ^ I〆 （文 ） - Wl< y^/3 

0 < I ^ - c I < $3 4 \/( x ) - i \< ^/(3(1 + I . WI )) (2) 

Q <\x - c \< S A l ^(^) - M \< s / Oil +^0) 

如果取数 A , 么中最小的数作为^那么蓮涵式 （2) 心端的不等式对于0< l^-rl <5将 
同时成立，内此，对于中的所有\ 0< Ini <6蘊涵 

f /( x )^( x ) - LM \ (对式 （1) 应用二角不 等式） 

^\L II g ( x ) 一 W l+l Af ll / U ) - L \ + \ f { x ) - L II g { x ) - M I 

矣 （1 +1 L \) \ g ( x ) - If 1+ ( l +1 Ml ) \ f ( x ) - L l + l f { x ) - L \\ g { x ) - W I 


< f + f + JfJf = ^ (式 ( 2 > 中的值） 

这就完成极限积法则的证明. ■ 

极限商法则的证明我们证明， IjrjU/gU)) =l/Af. 然后，由极限积法则可以推断 

= ( /(1) .点卜 ，点 … i = 去 

令 f>0 是给定的数.为了证明 l&(l/sU)) =1/紙我们需要证明.存在这样的5>0,对亍 
所有 * 有 " 

0< u-H 

由于 I Ml >0,存在这样一个正数 S,， 对于所有: t 有 

0 <\ x - c \< S , => l^(x) - M I < y (3) 


对干任何数 ] 和 6, 可以证明 Ml - IBI 莓 1A- ⑴和 Ifil-IAI 矣 IA-SI, 由此推出 11,4 I - 
\BW^ \A-B \. 取和这个不等式变成 

! \g(x) \-\M\ \^\g(x) - M I 
可以把此式同蕴涵式 <3) 右端的不等式结合.乂得到 

I I 贫 U) \-\M\ 1< ^ 
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<\ g (*) l - l - MI < ^ 1 - 

L f 

IMI < 2 l ^( i ) l < 3 lAfl 

1 2 J _ 

ig(*)~i < Hwi < IgU)~i ⑷ 

因此， 0< l*-rl <s , 里涵 

< htfT ' ri~i * 1 W 1 C 不等式 （4)) (5) 

由于（【/ 2) IMI V >0, 存在这样一个数 &>0, 对于所有: t 有 

0 <\x - c\< Si => I A/ - ^(x) I < y I W I 2 (6) 

如果取 1 和 5 2 中较小的一个作为 5, (5) 和 （6) 中的结论对十满足 0< \ x - c \ <6的所有同时 
成立.结合这两个结论给出 


0<| … 1 。 1 点_ 旮卜 

这就完成极限商法则的证明. 


定理 4( 夹届定理 1假定对于在包含 r 的某个开区间/内的所有*,除开可能在本身 
以外， g ( x )^ f ( x )^ h { x ). 此外，假定 = lj ^ A (: t ) 那么， [；„,/(!) =L 


对 右极限的证明 假定 linj W *) = linj /!(*>= L 那么，对于任意 《• >0 存在这样一个 S >0, 
使得对于所有 a ：, K 间 f 包含在/内，并且这个不等式蕴涵 

^ - b < g{x) < L + e 和 L - e < h{x) < L + s 
把这两个不等式同不等式发(*)矣 /(*> 矣 幻结 合起来，给出 


L - e < g { x ) ^ f ( x ) s h ( x ) < L + e 
L - e < f ( x ) < C + E 
-e < f { x 、- L < e 

因此，对于所有*,不等式 c <*< c +5 蕴涵 1 /(*)-tl 

対左极阪 的谜明 假定^其<：0 = lim /*(*>= 乙 那么，对于任意 £> 0存在这样一个5>0, 
使得对于所有*，区间 c - kiKc 包含在/内，并&这个不等式蕴涵 

L - e < g(x) < L + e 和 L - e < h(x) < L + e 
我们像前面一样推断，对于所有;《， c -5<*< c 蕴涵 l / b ) -it 

对双侧极限的证明如果 =1^^*) = t . 那么，当， 和； t — c •时 Wx ) 和 AU ) 同 
时趋近所以 li «;/(： v ) = i * lim / U ) =L 因此，存在并且等于 L ■ 

习题 A . 5 一 " ^ 

1. 假定当 c 时函数/, ( x ) J ,{ x ) ,/ 3 b ) 分别具有 
极限/ 证明： /■(，） +/ 2 U ) + / 3 U ) 具 


有极限/：,+々+&.利用数学归纳法（附录 A . 2) 
把这 t ■结果推广到任意有限个函数的和. 
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2, 利用数学归纳法和定理]的极限积法则证 明：若 
…， /, U ) 具有极限 i ,, Lj , …， 

仏，则 




hmMx ) Mx ) …… f „( x ) = f r{ * 

3 + 这个$实和巧鹿2的结果 证明: 


于任意整数 

4+多项式的极限利；对于任何数灰成 
4这个事实以及 4駔1 和~題3的结果证 明：对 
丁任何多项式函数 


/{*) = + «V〆] + …+ a ■太 + (*,] 

有1七/(；0 H 


5. 有 a ® 数的极 B 利用定埋丨和4敗4的结采证 
明： tg { c)^ f m 

^ g ( x ) g ( e ) 

6. 连鑲函数的复合甬数 m A , 21给出证明两个 
连续痴数的复合由数为连续闲数的用解.从这 
个阁解重新建立证明.匍要证明的命题如卜: 
若/在 *= c ■连续和 g 在 /“） 连续，则 /?*/ 在^ 
连％ 

假定 r 是/的定义域的内点， /( c )^ g 的定 
义域的内点，这将使极限涉及双側极 Ri (对十 
涉及箏侧极限的情形，论证是相似的 +) 





FfJA ,2 l 证明两个连续承数的复合函数为连续承数的闬解 


A .6 常见的极限 

这个跗录证明 8. 1节定理5中的极限 (4) ~(6). 

极限 (41: 如果 UI <1, HmJ：-=0 我们需要证明，对于给定每个 e>0, 存在一个相应的 
大整数 Af, 对于所有大于~的^有丨*" I < £ . 由于1，当 1*1 <1时，存在一个整数(V使得 
e ，vv >1^1. 换句话说， 

I X，丨=I X [、< ( 1 ) 

这就是我们寻求的整数，因为如果 I* 丨<1,那么对于所有 


I ，丨 < m 

结合式 U ) 和〔2)得到，对于所有 n > yV 有1/丨 <£. 证明完毕- 

极限 (5) :对于任意数: T , 巧(1+合).=< 令 

HO ’ 

那么 

In = In ( 1 + 1) = In ( I + 含)一 I 
因为我们可以从下面应用洛必达法则对 a 求微分看出： 

limnln f 1 + ^) = lim = | im ^ 1 ' j ； _J 

rt —• V rt ' * l/n • — l/rt 

取 /( t ) = e \ 应用 8. 1 节定理3,推出 


( 2 ) 

■ 


i l + f ) = a - = 
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极限 （6): 对于任何数_«：, Km =0由 f 

. L - i ： ^ L ^ i ： 

n ! 、！ 

我们所需的全部址明就是 f I r / n ! + a 然后可以位川序列的夹层定理 （8. 1 竹定理 2 >推 

, l fj aVn \ 一 0. 

证明 UIV / i ! ，0 的 第一步是选取 个 整数 k 丨，所以 （ Ixf / W ) <〗.由刚址明的极 
限（ 4 )，于是有 然后 我们把汴意力限制在4>好 的值. 对 于这些 n ( s , 可以 wi 

I 丄 1二 = __ \xf __ 

n ! 1 *2* • M ^ (M + l )( lf +2) 


内此， 


= lx VM m 


^_ nx_\\ n 

Mf 


0 e ~J. 40' 

上式中的常数 MVM! 现在不随《的增加而改变.于是夹 E 定理表明丨 ：* IW —0. IM 为 

( \ x \/ M )"-^. ■ 


A . 7实数理论 


微枳分的严密推理是以实数的性质为基础的.如果我们讨沦的函数仅仅定义在有理数集上， 
耶么有关函数，孛数^积分的许多结果不复存在.在这一邗，我们简要地考察实数理论的某苎基 
本概念，这些概念暗示在微积分更深人和理论性更强的研究中可能学习到的知识. 

有5类性质使实数集成为如此重要的数集.那就是代教性质、有序性质和完备性性质.代数 
性质涉及加、减'乘、除运算.它们既适用于有理数或者复数，也适用于实数. 

数的结构是 M 绕一个数集同加法和乘法这两种运算建立的.下列代数性质是数的加法和乘 
法必需具备的： 

A1 a + (A + c ) = (a + 6) +c 对于所有数 < 1 , 

A2 «+6 = 6对于所有数 a , Jp 成立. 

A3 存在这样一个称为 “0” 的数，对于所有 a g a+ 0= a , 

A 4 对亍每个数存在这样一个数6,使 o + 6=0. 

Ml a ( ic ) = ( oi ) c 对亍所有数 a , 6, t 成立. 

M 2 06 = 6 ^ 对于所有数 a , i 成立. 

M3 存在这样一个称为“厂的数，对于所有《有《 ■ 1 = n . 

M 4 对于每个非零的数 a , 存在这样一个数6,使 M = l . 

D «(6 + c ) + 对于所有数 a , c 成立. 

A 1 和 Ml 是两种结 合律； A 2 和 M 2 是两种交 换律； A 3 和 M 3 是两种同 一律； D 是分 SL 禕. 
域是具备这些代数性质的集合的例子，在称为抽象代数的理论数学分支中对域作深入研究. 

有序 性质使我们能够对任意两个数的大小进行比较.有序性质包括： 

Ol 对于任何数 fl 或\ a 筅6或6这《中的一个成立，或者两者同时成立. 

02 若 0 其/> 和 f ^ a , 则^=6. 

03若 u 名6和6甚贝 fj a 矣 r . 
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04 Ti 则 u+rsh+f'. 

05 ii +110 ^ c, @lj ™； ^ be. 

03 足传递律， 04 和 （.)5 涉及加法和乘法中的排; T -. 

我们可以对实数、整数和冇理数排序，似赴尤法对兄数排序.对十像 i = 、/-1这样的数. 
找不到一种合理方法决定它是大于零还是小十岑.对十仟何两个元家可以比较大小的域称为有 
序域.有理数域和实数域都是冇序域，还右忤多其他的有序域. 

在几何 L 我们可以把实数域想象成排列在_ •条 II 线上的点.完备性性质说明实数域卩线 
上的全部点对吨， fl 线上 没有“ 孔眼”或奔空隙' 抝反， 6理数域遗 M 像及和 TT 这样的戌 . [fli 
ffi 数域甚爷把像1/2这样的分数也排除*外.实数域貝有宂备性性®,不£失仟何 

我们提到去失孔眼这种食糊的概念的确切含义是什么9为 ri " I 答这个 H 题.必须对 完备 ft 
给出更梢确的描述.一个数 W 足一个数集的上界，是指集合屮的所冇数都小 r , v . .W 
是上确界，是指它足最小的上界.例如 .M = 2 是负 数集的•个上界. ._ W =1 也记负数集的 i 界. 
这说明2不适上确界.负数集的上确界是 W =0. 我们定义一个完备的有序域.耶 M 指 K 屮每个 
有上界的非空集合具有上确界. 

如果我们只讨论打理数集，小于及的数集合是有界的.料是它没有个打理 数的上 确界. 
因为任何有理数 h 界沿可以用■个稍小的冇理数代替，而这个有理数依然大于 V 5, 所以有理数 
集不楚完备的.在实数集中，一个冇上界的集合总是具有 h 确界.实数集 ft 完备的打序域. 

在微积分中，实数的完备性性质是许多结果的 
核心所在.一个例子是 4. I 节中氺一个函数在闭区 
间[〜上的最大值.函数 y = *-* 5 在区间 [0,1] 上 
满足 I -3* 2 =0的点或者在 ； C = v / TTj 取最大值.如 
果，我们把讨论限制在仅定义在有理数集的函数上. 

那么只能得出函数无最大值的结论，因为 / T 7 J 是无 
理数（见图 A .22). 极值定理 （4.1 节）蕴涵闭区间 
[«, t ] t 的连续函数 ft 有最大值.对于仅在有理数* 

上有定义的函数不成立. 

介值定理蕴涵在闭 K 间 [ a , 6] 上满足 /(«) <0和 
/(b) >0的函数/必定在 [ u A 1 内的某处为零.函数/ 

的值不可能从负数眺变到正数而不 [«,；>] 内的某点*取/(*) =0. 介值定理也依赖于实数集的完 
备性，对于仅定义在有琿数集上的函数不成立. 函数 / U ) =3*: - I 具有/(0) = - 1和 
/( I ) =2, m 是如果仅在有理数集上考察/,它不可能等于 0. 使 /(*) =o 的唯一 * 值是 X = 
/ T 7 J , 这是一个无理数， 

通过论述实数集是完备的有序域抓住了我们希望得到的实数集的性质. m 是事情并非就此 
终结.毕达哥拉斯学派的希腊数学家们曾经试图把另外一种性质强加给实线上的数 ， 那就是所 
有的数都是整数之比这个条件.当他们发现像在这样的无理数时才认识到他们的努力陷人绝境. 
那么，如今我们怎样知道在确定实数的努力中是否由于某种尚未察觉的原因而存在漏洞呢？艺 
术家埃斯切尔绘画过螺旋形楼梯的光线幻影图.楼梯盘旋上升再上升，直到在底部重新自相连 
结.试图建造这种楼梯的工程师将会发现，不存在足以实现艺术家已经作出这种设计的结构.在 
我们对于实数所作的设计中，是否也隐含某种难以捉摸的矛盾以致不存在可以建立这样一个数 
系的结构？ 



r :-? 在 [0, 1: 1:的®大值 
出现在无理数处 
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我们凭借给出实数的 H 体描述并这个模甩屮实数满足代数性质、有序性质和完备 
性性质来解决这个问越.这种方法称为实数的构進. IF_ 如褛梯可以用木料^石头或者钢材建造. 
样.存在几种构造实数的方法. ■■种 构造是把实数当作令部无穷小数 
< 1 . 

川这种方法，个实数是.个幣数《后(^跟随-个|.进制数宇4， （ ^心.…的序列，每个数字是 
0辛 .9 中个数.这个序列可能终止或冉以一个周朗模式®挺，也可能无穷尽地延续下去而不出现 
电 复的模乂‘仵这神构造形式中. 2.00 , 0. 333 3M3 …和 3. W15926535898 …代表 一-个 大家熟悉的实 
数，为 f" J" 解这些数字后面的点的真实含义，需要逑立橡在第8章讲述的序列和级数的理论. 
每个实数是作为它的有穷小数通近给出的有理数序列的扱限构 造的. h 是一个尤穷小数和一个绂数 
d t 

_ a + *o + rw + ■- 

相 H 

实数的这种小数构造并不是完全敁而易见的.很容易检验，它给 ffi 的实数满足完备性性质 
和有序性®，但是要证实代数性质颇费周折.即使是两个数的相加或者相乘，需要作无限次运 
算 t 为了使除法存意义，需要涉及用有理数逼近无穷小数的极限的洋细论证. 

德国数学家理.査 徳. 戴德金 （ 1831 — 1916) 采用.-种不的方法’他在_872年给出第-个严 
格的实数构造.给定任意个实数*，我们可以把有理数分成两个 集合：-个 是小于或者等卜_« 
的有理数集合，另-•个是大 f: a : 的有理数集合.戴德金巧妙地把这种推理方法颠倒过来.把一个 
实数定义为分别属于这样两个集合的有理数相除的值.看起来这似乎是一种竒怪的方法■但是 
这样一种由旧结构构造新结构的间接方法在理论数学中是常见的. 

这些方法以及其他的方法可以用来构造我们希望具备的代数性质、有序性®和完备性性质 
的数系.最后要提出的问题是所有的构造是否给 ff; 同一个数系？或者说’不同的构造是否产生满 
足全部所需性质的不同 数系？ 如果是这样，那么这些数系中哪一个是实数系幸好最终的答案不 
是那样.实数集是满足代数性质、有序性质和完备性性质的唯一数系. 

在建立微积分的初期，关于数的性质以及关于极限概念存在的混乱.曾经引发严重的争论. 
发明徽积分的先驱人物如牛顿和菜布尼茨，以及他们之后的纲承者们，在考察差商 

4i + -f(x) 

Ajc Ax 

当 A;i ■•和 A* 都趋近零时会产生什么结果时，谈到所得导数是两个无穷 小儀; 的商.他们把记为 dt 
和 d r 的这些"无穷小”想象成比任何固定数小而乂不是零的某种新的数.同样，把定积分想象成 
Si 在一个闭 KfO] 上变化时无限个无穷小墩 

/(*) - dt 

之和-虽然对逼近差商 Ar/h 的理解同今天的理解相近，但是把它们看成是无穷小童的商而不 
是带有导数含义的极限.这种思考方式，在试图对无穷小进行定义和运算时陷人矛盾和不相容 
性这种逻辑上的困塊.更加具体的和可计算的差商不会引起这样的麻烦， fs. 是它们仅被当作有 
用的计算丁.具‘把差商用于求导数的值以及推导一般计算公式，而不是把它们置于导数实际是 
什么这样一个问题的核心位置.今天我们认识到，通过把导数定义成它们的通近差商的极限，可 
以避免同无穷小有关的逻辑间题.这样，旧方法中的含糊性不复存在，并且在微积分的规范琿论 
中，既不需要无穷小，也不使用无穷小. 

A .8 向量积的分配律 

在这个附录中，我们证明向 最积的 分配律 



846 


附录 A 


这是 1 C .4 节中向量积的性质 （2>. 

证明为了推导这个分配律 • 我们用一种新方法构建《><»^从公共点 O 阏出《和广并 iift 
0建立间《垂逬的平■面况（见图 A . 2 3), 然后把 II 正交投影到 W 上，产生长度为丨 vising ) 的向量 
对/绕《按正方向旋转 90' 产生 

向量 v w . 最后，用《的氐度乘 〆 .得到 M 

的向量 Iwl〆 等于因为按照， 

的构造，它具有和 uxp 相同的方向 
(见图 A .23), 并 R 

lu 1 Un - lullv , I 

= I II II v I sin ^ = I U x M I 

现在，当我们对于所在平面不平行 
的一个三角形执行下列二个操作中的 
一个操作时，都将产生另外一个 H 
角形： 

(1) 对 M 投影， 

(2) 绕《旋转90°， 

(3) 用纯量1«丨相乘. 

如果从以 V. 斯和^ +设为边的三角形（见图 A .24) 开始，并1±执行这=步操作，我们将分別获得 
下列 结果： 



'.⑷ i' 


fflA .23 如在正文中的解释, 


(1> 以 V '， 

角形，满足向最方程 


为边的三 


w )' 

n > r 为 边的三 


(2) 以 V ", /和（_ 

角形，满足向量方程 

V" 4 H-- = (V + W) 

(每个向量上的双撇号"的含义同 
图 A .23 相同 .） 

(3) lit I u 丨 v % I u I 和 I « I (v +- 
«0"为边的三角形，满足向最方程 




I P W 、、 I 


阐九24向量 I w 和 r + v 和它们在 
垂直于《的平面上的投影 


把 I « I ，: 
等式，得到 


I 心 


I w 丨 〆+ 丨《 I » 
U X W 和 I u I 


H 0 代人上面讨论中的最后一个 


这就是我们要证明的分配律. 


A .9 混合导数定理与增置定理 

这个附录推导混合导数定理 （12. 3节定理 2 )和二元函数的增最定理 （12.3 节定理 3). 欧拉 
于1734年在他撰写的关于流体动力学的一系列论文中首次发表混合导数定理- 
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定理2 f * 合导敝定理1若函数 /( hy ) 及其偏导数 /,. 人.八和士4:整个包含点（《^的！ 
某个开 K 间上有定义,并且在点 （《， i ) 都是连续的，则 4( a ， A ) =人（ 0 ,6). 


证明通过四次应用中值定理 (4. 2节定理 4). 可以证实两个混合偏导数 /.,( a , t > 和人 （a , A) 
相等. 


根据假设，点（《，6>位于”平面内一个矩形《的内部， ft fi 上/,/,，人，/„ 和九 都有定义. 
令 A 和 * 是使点 （a + A.A + 幻也位于 R 内的数，我们考虑差 

A = F(a + ft ) - F ( n ) ⑴ 

其中 


f ( i ) = f { x,b + k ) - f { x , b ) (2) 

首先对 f ■应用中值定理，/■■是连续函数.因为它是可微的.于是式 （1) 变成 

AW ⑷ (3) 

其中 A 位于 o 和 a A 之间.由式（2>， 

广 （*) =/,(*> + *) _/,(*,M 

所以式 （3) 变成 

A = *[/,(«, ,b + k) -/,( c lt fe ) ] (4) 

此时对函数 g ( r >=/.( q , r ) 应用中值定理，对于在6 
和 A + fc 之间的某个值有 

g(b + k 、- gib ) = kg '( d ,) 

或 




人 （c" 6 + *) -/») =#»■) 

把这个结果代人式 (4) ， 得到 

A - (5) 

其中点 (c"#) 是以点 （ a ,6>, ( a + h f b) t U+ftJ +炎） 和 
(a，&+A) 为顶点的矩形 /T 内的某个点 （参 见图 A.25). 


围125 证明厶 （ 0 >)。4 1 ( 0 >)的关 
键在于，无论 V 多么小，人 
和厶在矿内某处取相等的值 
(不过不必在同-点） 


把式 (2) 代人式（1)，我们也可以写成 


A = /(a + h t b + k ) - f(a + h , b ) - f { a,b + k ) + f ( a , b ) 

=[/{a + h,b ■+ k ) - f { a，b + ^) ] - [ f{a + h t b ) - f ( a r b )] 

= 4f(b + k) - <>( i ) (6) 


<^( r ) =/(。+ A ，)） - f { a , y ) 

现在把中值定理应用到式 （6)， 给出 

A = W{d,) 

4是 A 和之间的某 个值. 由式 (7), 

: fM “， y、 

把式<9)代人式（8)，给出 

A = k[/ r (a + h,d 2 ) -/，（ a 乂）] 
最后，把中值定理应用到上式方括号中的表达式，得到 
△ = Oi，d 2 } 

其中 c 2 是在 a 和 a + A 之间的某个值， 


(7) 

(8) 
(9) 


( 10 ) 
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式 (5) 和式 （10) —起证明 

OD 

K 中点和 U 2 ，<) 都在矩形 V 内（见 ffi 125), 式（1丨）和我们想要的结果不宂全相 H . 内 
为它只是表明 A 在的值 同人在 的值相等-然而，在我们的讨论中，可以取 ft 和& 
为随意小的数-偏导数 厶和人 同时在~必）连续的假设意味着 

o、b) J^c^d,) ^fja r b) +^ 3 

其中当 h 和; td ) 时 a 和 0. 因此，如果令/|彳^0,我们有 

乂, <«/) =/„(a,h) _ 

可以在比定理2更弱的假设下证明九等十人例如，假设/, 人和 /；在/?内存在 
以及八在连续就足够 r . 在这种情况 r , 将会在点 uj ) 存在汴且在这个点等于人 . 

定理3 (二元函数的增置定理丨假定函数1=/(*,：0的一阶偏导数 /. 和人 在整个包含 A 
(&,%>)的某个开区域尺上有定义，并 n 在（\,)„)连续-那么，/值在/?内从点移动到 
另外一点（％ + Ax , y n +Ay) 产生的改变童 Az =/(々+心山+办）V(气, > c ), 满足形如 

^ = L(x 0 ,y 0 )Ax +f ? (x n ,> 0 ) Ay + &Ax + e 7 ^y ； 

的等式，其中当 A * t A ； K —0 时， 0. I 


证明我们在以 4( 气，九）为中心并且处于 /? 内部的矩形 r 内来证 
明定理，同时假定 A* 和 Ay 已经是很小的增量，使得联结4和£(% + 
h) 的线段以及联结 S 和 CU c+ ^ 山 +Ay) 的线段都在 r 的内部 
( 见图 A. 26). 

我们可 以把& 看成两个增量的和，即 Az = Az l+ M lt 其中 

Aj| =/(^ 0 + At 山） 

是/值从4到 B 的改变童，而 

A ^2 =/(^0 + A * ,7 0 + Aj ) -/( i 0 + Ai ， y 0 > 

是/值从到 C 的改变量（见图 A,27). 

在联结％和 A+A* 的$值的闭区间上，函数 FU)=/(^ r fl ) 是 
x 的可微函数（因而是连续的），具有导数 

F， (幻=/，(私 r。） 

由中值定理 (4. 2节定理 4), 存在某个介干 r a 和 x e+ A^ 之间一个*值 
~在那里 

F [ x 0 + A *) ~ F ( x ,) = r ( c)Ax 

或者 



卽…墘 * l 


图九 26 增里定理证明 
中的矩形 1 ^域 
厂闬形是用 
正值增置以 
和 Ay 画出的， 
但是增量口 UU 


f(x 0 + Ax ， y。) -/(x t ,y 0 ) = 


取零或者负值 


或者 


A ^, =/UAx 


( 12 ) 


冋样 t G ( y ) =/(% + 在连接 y fl 和 + A) 的 r 值的闭区间上是可微函数（因而是连续 


的>,具有导数 


G*{y) = / f ( 尤 □+ ^x,y) 

因此，存在某个介于九和 r Q + A r 之间的 r 值< 在那里 

G(y 0 + A^) _ C(y 0 ) = C J (^)ir 



m ^ a 


M9 


或者 

或者 


f( x 0 + +Ay) -f(x 0 +Ax,y) = 人 （\ +Ax,d)^y 

O。Ar {13) 



阁 A.27 曲面 】 =/( u ) 在 AU j a r。）） 附近的 阁形. 点 /V 广和 F 具有在 p 平由 

之上的相同高度 A ，/(%， ？(f ). ::的改变为 df = P，S . 表示为的改变 

izi =f(x 0 +is ，-/(%， 

是由 * 从％变化到 * a +A* 而保持 y 等于 ro 引起的 T 这时，保持 i 等于 h + A*, : 
的改变 

^2 =/Cx P +i* T r« + Ay) - /(% +^^ 0 ) 

是由; r 从％ 变化到 y& + Ay 引起的，这个改变是用 y，5 表示的吗？ z 的总改变是 
At , 和之和 


现在，我们知道当如和知^时， dt , 和因此，由于乂和人在点（％,〜> 是连续 
的，两个量 ^ 

= L (^* y 0 ) -/.(^ Oo ) 

g = / ， U 0 十 Ai,^) tl4) 

当 A * 和 Aj^Q 时同时趋近零. 

最后， 

Az = Az _ + A 2 j 

= /,(^， ro ) Aa ： +/ r ( i 0 + Ax T d)Ay (由式 （12) 和 （13 ) > 

= + + [/(* o ， r 0 ) +〜]Ay (由式 （14)) 

+/〆 Wo)A7 + £,Afl； + ^jAy 

其中当加和 Ay —0 时 & 和这就是我们要证明的结果. _ 
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类似的结果对于任意有限个 fl 变量的函数成立，假定&=/(\ } ^)的一阶偏导数/.，/ 1 和>； 
在整个包含点（〜， r ( Mh) 的某个开区域上有定义，并巨在（％,是连续 的那么 


Aw = f(x 0 ^ A* .y 0 十 ^y* z o + -/ ( 文 o ， ro ， s o) 

= 乂 Ajc + f^Ay +/ x Aj ； + e,Aj; + e 2 Ay + 〜Az ( 】 5) 

其中当厶 t Ay 和 0 时，^，心和々— 0 - 

式 （15) 中的偏导数人，人，/,是在点 （％, 7 q a ) 求值 ■ 

式（】5>的证明可以通过把 Aa 作为三个增量 

Aw i = f ( x a + AiO'fl -/ C ^ o ^ o ^ o ) ( l6 ) 

Aw 2 = f ( x n + Ax 7 y 0 + Ay . s fl ) -/Uo + ix ,> 0 , j 0 ) ( 17) 

A 叫 =/( + 心山 + 十 Aj ) -/(% + + Ar_h) (】 8 ) 


之利来处理，并且对毎个增 董分别 应用中值定理 1 在这二个部分增童 A%, A%, 的每一个中. 
两个坐标保持为常数而只有一个坐标 改变. 例如，在式（口）中只有 J 变化， 内为* 保持等十〜+ 
加和 z 保持-等于V由于/(%+心,74)是 r 的连续函数和具有偏导数/,它服从中值定理， ifM 
对 T 在 h 和 >o + Ar 之间的某个值 r lt 我们有 

=/ r (〜 + ，〜） 办 
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B . 1基本代数公式 

算术埴算 


符号定律 

数字0的适算 

0不能做除数. 


= ab + ac t 
g c ad + be 

T ~d = ~ 



bd 

d 




对于任何正整数 n , • 

(a+Ar + 



例如， 

(a + b) 1 = a 1 t2ab + b 1 ， (a - 6) J = a - 2ab b 2 
(a + b) J = a + 3a z b + 3ab 2 + 6 3 , (a - = a 1 - 3a 2 b + 3ab 2 - 6 3 

S 数*之塞的因式分解 ( n > l ) 

a m - b n = (a - b)(a'~ l + a n ~ 2 b + <T _ V + “. + ab m l + ft" 1 ) 

例如， 

a 2 - b 1 = (c - b)(a + b) 
a 3 ， 6 3 = (a - b) (a 1 ^ ab + b 2 ) 
a - b A - {a - b)(a^ ^ ab + ah 1 + fr 3 ) 

配完全平方 
如果《峙0， 
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附录 B 


1 

(2 n + l)[ 

(^TT + " 


h ( 2 « + 1 )! 

(-1)? _ 


( 2n )[ 


tti <1 +x) = x+ (_1 广 . 一 + … = 免 (一 U -1 < 文名 1 

2 3 fi * ： 1 n 

= 2tanh — 、 = 2 ( i + t + t + … + 2~St + -.) = 2 I^tt. 1 *' < 1 
,an_i * = j£ -y + T-- + ( - ir 2rrr + - = I Hrn - - 111 ^ 1 


29, J serh 似 d;t = 丄 him 1 (lanh ax) + C 
,j H«t ； h 2 fix <lx = - tanh ax + C 


130. I cfich ax dx = In | tanh ~ | + C 
132* j c3ch 2 rwc dx = -七 colh ox + C 


{ SeC hW 办 = 一 + sech^d, Tfl # 


(n - I )o 
rach l 2 flJt： coth . 

(n - l)a " 


r L^l\ 

fl - 1J 


,34, j csch^aa: di 
35. J s«ch n a^ tanh nx tb 

36* f (Ittch^a* cotli ax da [: = - c + C, n ^ 0 

J na 

37. J e-sinh bx dx = - ^-^]+ C, a 1 ^ 6 3 

138. j e'-coah hx dx = + ^-^]+ C, a b 1 

139. = T(n) = (n - 1)!,n > 0 140. 


csrh n_2 tw 6x, ri ^ 


141, sinx 




1 .3*5. (n - 1) ♦ jTT 

2*4*6*'** *n 2 


^ = +7?， " > 0 

B 果 n 是大于或等干 2 的偶整数 
如果 n 是大于或等于3的奇整数 


B .4 级数 

泰勒级数 


re + rr 2 + ■■*+/ + …=^ j 1 T I a: I < 1 

文… + - = i ；(- i > v T 
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二项式级数 



B .5 向最运算符公式（笛卡儿坐标形式 } 


梯度、散度、旋度和拉酱拉斯方程 


区间的类型 

a 儿电标 （ ： > 
£. J . * 是在 l r , /增加方 
向的笮位向 置：， 是 
nx . 7t o 在这气十方向的 
_ 纯釐分董. _— 

败度▽. /?= 孕 + 竽 + 竽 


H^F = Mi + .\j + n a ； -个甸*场，它的分蕭在空间屮-个 JfiiifiK 域: 
U 上连 续. 那么存 ft 这样-个吋》函》/.使得 

F=v/= £ i+ i j *^* 

0中的所有点 J 和 .dr 的苗间连接/?中4伟办的 I 


口）如果枳分 M 从 4 到及的路0尤关.那么它 fl 

/V - ,jr = AB ) -fU 

I 辖林定理及其在兰巍空间的榷广 " 

|格林定玫的法向形式 = | y*Fc 




向置 三重积 

(« xv ) -w = {v xw ) • u = { wxu ) 
uy{vxtif) =(u ■ - (u * v}w 


|格林定攻的切句形式 9 F • t\r = (T V K F ► * (H 


向置 恒等式 

在下面的恒等式中， / 和 g 是可微的纯董函数， R 和6是可微的向量函数， 3 和&是实 
常数. 


V x CV/) =0 

▽ (A) =/v^ + ^v/ 

V - { gF ) ^ F + Vg ^ F 

V X igF ) -gV xF + Vg xF 

V ■ ( aF \ + hF 2 )= aV ^ F [ + bV m F 2 
Vx( u ^, ~t-bF 2 ) = aV xF t + i V x Fj 
V(F, - F 2 ) =(F t . ▽)/■，（& ‘ V)F, 


▽ • ( f , xF ,) ^ F 2 - VxF t - F t - VxF , 

V x (F, xF 2 ) V)F, -(f_‘ V)F 3 

V y^(V xF ) = V(V * F ) -(V ^ V)F 

=V( V ■ F) - V 2 F 

( VxF ) xF = (F - V ) F - ^- V(F * F ) 
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B.6 极限 
—* 法则 

如果 A，W, C 和是实数， 
i 和 lim 及 (x) = W， 那么有 


和法则 

lim ( f ( x ) + g ( x )) =i + W 

差法则 

Urn (/(a:)-《u) ) = L-M 

积法则 

lim(/(^) ^ g ( x ))= L^M 

常教 倍法則 

iiiti {k - fix )) = k ‘ L 

商法则 

去， 0 


夹 层定瑾 

如果尽 U) ^ f ( x ) 在包含 c 的一个开 

M 间内可能除开 i = c 之外成立，并且如果 
lim g { i) = lim h ( x ) - L 

那么 

tlm f(x) = L 

不等式 

如果 yu) 矣及(幻在包含 c 的一个开区间内 
可能除开: c=c 之外成立， 并且 两个函数在: t=c 
的极限存在，那么 

hm/(a:} ^ lim 客（文） 


连燋性 

加果# f 连续，并旦 l^/U)=t 耶么 

]jtng(J(x)) = g{L) 

特殊公式 

如果尸 U) fl,.〆- 1 +… +a 0 , 耶么 

lim P(x) = P(c) = fl„〆 + + ■' + « 0 

如果 Ph) 和 p(：0 是多项式.并且 
0,邾么 

| im ^i = nc) 

- <?(*) Q ( c ) 

如果 /U) 在 I = c 连续 T 那么 
lim/U) -/{c) 




和 lim - 


lim 

洛必达法则 

如果 /U) =g(a) = 0 , f r ^\ 〆 在包含 fl 的 
一个开区间 / 内同时存在，并且当时 ftf 
上 〆 U) 尹 0 , 那么 

= 4器 

假定右端的极限存在 . 


B.7 微分法则 

一般公式 

假设 U 和 r 是3的可微函数. 



摹 


± 


立 


ij ( g ( x )) = r ( g ( x ))' g i ( x ) 


链式決则 

三角函数 

去 (sin x) =coa ^ 去 (cos x) = -s 

善 (tan Jf) = sec 2 i -t~ (sec a) = sec 

6x dx 

^ - (cot x) = -c^c 2 x 冬 (esc x) = -os 

dx d* 

指数函数和对数函数 


i e ' 


A! 
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i s ln a 

£(^) = 

反三角函数 



A . 

d* (8ln 


7r：7 


、）= 

!— 

i (l&n 

_*)= 

1 

1 

i^ r 

■ , I ) = 

1 

iii 


In a 




(rt»lh .， 


双曲函数 


d* (rot " ,J£) = -] 
J 、）=一 


J _ 

/V - 】 


-p (csch 

反双曲函数 

d 


- each 2 j 
- c»ch x colh 


(«inK ^ )= 


+ r] 

/hr 


/ r ^ 


(ut»th" 


-% 


(sinh Jf) = cosh x 


(tanh x ) 


(cosh x) = sinh x 


(aecb x) = - sech x tanh x 


- 7 - ( each x)= --- - — 

^ I *i /T»V 

参数方程 

如果 *=/(<> 和 y = 4 () 是可微的.那么 
d 1 


i!i = ㈣ 

dx dx/d( 


和 


dyVdt 

dx/dt 


B .8 积分法则 


一般公式 


零值 

ff(x)dx = 0 

积分次序 

f/(^)dx =- f / (仰 

常数倍 

f^x)^ = k^f(x)Ax (任 意数 t) 


^ -f(x)dx = - (k =- \ ) 

和与差 

f (f(x) ± g(x)}dx = |*/( jc } ebr ± |Vu)di 

可加性 

= ff(x)6x 

最 大最小本等式 

如果 mu/ 和 min/ 是 / 在 [ a J] 上的最大值和最小 


min/- (b ^ a) ^ ^ mas f * {b - a) 


优势 


/( 工 ）> g(^) e [a,&] 

/( a ) 0 T x g [a t b] 


=> ^ ^g(x)dx 

^ jV(*)di so 



微积分基本定理 

第1部分 如果/在 [ CI , 上连续，那么 FU ) =/>(() 山在 [«, 6] 上连续和可*，并且它 j 

的琴数为 / U ), 即 

= 去 £/⑴山=/(，> ； 

第 2部分如果/在、， b ] 上每个点连续，汴 RF 是/在、， H 上的任意反导数，那么 | 
(/(^)^ = nb) -F(a) ； 

定积分中的代换 

£/uu” 

^/(x)g r (x}dx =f(x)g(x) ] - ^f{?i)g{x)Ax 


分部积分法 
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微积分 

高等微枳分 （ Fikpiitritk . 中英） 

微积分及其应用 （ Biltinge 广中） 

大学微枳分 ( Hiisv 中） 

数学分析 

数学分析原理 （ Kudm . 中，英） 
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理工科概率统计 （Wdpok 中） 

统计学 （ Mendcnhiitl . 中） 

数论 

初等数论及其应用 (Roson 中，英 } 

数论栅论 { Silverman . 中 1 莢） 

数理逻辑 

应用逻辑 （ Nerode . 中，英） 

金融数学 

金融数学 { Stampn , 中^英） 

数理金融初步 fRoss 中英） 

金勘时间序列分析 { Ts a > 中} 

运筹学 

数学规划导论 { Walker 英； 

线性规划导论 （ Vaserstein 」 中英） 







-托马斯大学微积分 

本 KftrCRff 的 《 TUmiiik ' CalrulaO (托期襯事!分）笫II賴的 W 蝓 K‘. 这个 
« ，今人 7橐积分鲰杓的浓掮 HM . ») (史 和乍 WW . 本 Itfll 承和发 » 
rw 作的优 a : 用，籲濟萬:幻和《能拥«. 繳人鬌代化 a*r«, 并 n 

保持 atf 的耐漢性> 


本书特点 

*««■« 分的如卜》，1彳》^ 以域 快的桊 ft 使 TtfW 嫌 W 分的蓁本酿; t. 攀 WK 分 WA 法 HI 
蹦论 薯明. 供得«知碎闱鍵办.为麴们尽 v 进人規代 *7. 技术 《Htt 说 nm 城 mtf 准 «». 

• 力 * «類微 积分乍 « it 和彤成的 awuiifi 爾 职分：蝤坩 大碌* r»T« 性的实 人 w 
论的 hB . 从屮 IMM 出定 X 和 定翊 ， MiGff 把微积 分肜 成的 《 V 论 <114 法 MWAW. W«ttt *** 
意4脉". 

*«« 严格 ftk*, iM ♦• 的 觀念和 * st»m 形式化 • 述， 对 rx* 分定鳄《 | 椎 ifeiftm 严 》it 
m, AAffiltiit 明的 少耱， 対 J : 少数明的定 1 « 相雒论 « 作 JJIBlhiAAiliJiMi U4t 少 Rtt 
出本 Bft« 的 * AM «»* ， ■!« 分教 《 £W， S 

* 为》 肋乍 <h»«*K 分方法和蜊界解决 ftWIH 睡的繞力，嫌供 f 多彭的鉍 V $ 
fi ! ittti ： aR «! j -> ia . f » 的 h «. 实以&泠先和 《« dM. 

*注應《微积分 HI 代技求 ru 相 ttift: W 分 J 謹饗 #««ICAS (汗籌 M 代 ft 辠 . 


University 

Calculus 



























